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 äÉã∏ãªdG ÜÉ°ùM ∫Éª©à°SG â°SQO
. å∏ãªdG πëd

 , äÉ¡éàªdG ≈∏Y äÉ«∏ª©dG …ôLoCG  ■

 ,á«KGóME’G áª¶fC’G »a É¡∏ãeCGh
.OÉ©HC’G á«KÓãdGh á«FÉæãdG

 ¬éàe ≈∏Y ¬éàe §≤°ùe oó pLCG  ■

.ôNBG
 » n¡éàe ∫Éª©à°SÉH É k¡éàe ÖàcCG  ■

.IóMƒdG
 ájhGõdGh ,»∏NGódG Üô°†dG oó pLCG  ■

 áª¶fC’G »a ø«¡éàe ø«H
 á«KÓãdGh ,á«FÉæãdG á«KGóME’G

.OÉ©HC’G
 ø«¡éàªd »gÉéJ’G Üô°†dG oó pLCG  ■

 Üô°†dG oπª©à°SCGh , AÉ°†ØdG »a
 ΩƒéM OÉéjE’ ;»KÓãdG »°SÉ«≤dG

.ìƒ£°ùdG äÉjRGƒàe

 äÉ¡éàªdG πª©à°ùJ :ريا�شة 
 kÓãªa ,á«JÉ«M ∞bGƒe áLòªæd

 á∏°üëe ójóëàd É¡dÉª©à°SG øµªj
 √ÉeQ míeQ ácôM √ÉéJGh áYô°S

 áYô°ùH ΩÉeC’G ≈dEG ¢†cQ GPEG ,ÖY’
 áYô°ùH íeôdG ≈eQh , 6m/s

 ™e 40° ÉgQGó≤e ájhGõHh , 30m/s
 .»≤aC’G

 øjhÉæY CGôbG :قرا%ة �شابقة
 »a á«°SÉ°SC’G äGOôØªdGh ¢ShQódG

 ÉªH DƒÑæà∏d É¡∏ª©à°SGh ,π°üØdG Gòg
. π°üØdG Gòg »a ¬ªs∏©àà°S

المتجهات
Vectors 
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اختبار �شري�

9  π°üØ∏d áÄ«¡àdG  الف�شل 1

 õتية، <م أوجد إحدا<ي¬ي نقطةùا àمن النقا Õأوجد المسافة بين كل زو
منت�Z القطعة المستقيمة الواصلة بينهما.

(-5, 3), (-5, 8)    (1, 4), (-2, 4)   

(-4, -1), (-6, -8)    (2, -9), (-3, -7)   

 . òإلى أقرب عُشر rبًا النات أوجد قيمة x في كلĄ مما يأتي مقر»
    

39°

9 x

  
21°

15
x

  

    

x

44°

26

  

55°
7

x
  

بالون: أُطلق بالون يحتوي على هواء ساخن في الفضاء. إذا كان    

البالون مربوطًا بحبلين مشدودين يمسك بكلĄ منهما شخص يقف 
على سطح الأرض، والمسافة بين الشخصين ft 35 ، بحيث كان 

 Ąمن الحبلين والأرض °40 ، فأوجد طول كل Ąقياس الزاوية بين كل
من الحبلين إلى أقرب جزءٍ من عشرة.

أوجد جميع الحلول الممكنة لكل مثلq مما يأتي إن أمكن، وإذا لم 
بًا أطوال اúضلاâ إلى أقرب عدد  لّ “ مقر» óلّ فاكتب  ” ل يوجد ح óيوجد ح

صحيح، وقياسات الزوايا إلى أقرب درجة.
a = 10, b = 7, A = 128°   

a = 15, b = 16, A = 127°   

a = 15, b = 18, A = 52°   

2( 1(

4( 3(

6( 5(

8( 7(

9(

10(

11(

12(

مراجعة المفردات

   �شيغة الم�شافة في الم�شتوى الاإحداثي
(Distance Formula in The Coordinate Plane)  

:»g A( x  1  ,  y  1 ), B( x  2  ,  y  2  ) ø«à£≤ædG ø«H áaÉ°ùªdG
AB =   √ """"""""""  (  x  2  -  x  1   )  2  + (  y  2  -  y  1   )  2   

 �شيغة اإحداثيWي منت�ش� قطعة م�شتقيمة في الم�شتوى  
(Midpoint Formula in The Coordinate Plane)    الاإحداثي

AB: ∞°üàæe pá£≤f »s«KGóMEG ¿EÉa , B( x  2  ,  y  2 ), A( x  1  ,  y  1 ) ¿Éc GPEG
M (  

 x  1  +  x  2 
 _ 2   ,   

 y  1  +  y  2 
 _ 2  )  

(Trigonometric Ratio)    الن�شبة المثلثية
.ájhGõdG ºFÉ≤dG å∏ãªdG »a ø«©∏°V »ndƒW ø«H ¿QÉ≤J áÑ°ùf

   الدوال المثلثية لل�وايا
(Trigonometric Functions of Angels)  

 P( x, y ) á£≤ædG ™≤Jh ,»°SÉ«≤dG ™°VƒdG »a káeƒ°Sôe kájhGR θ øµàd
 r OÉéjEG øµªj ¢SQƒZÉã«a ájô¶f ∫Éª©à°SÉH .É¡FÉ¡àfG ™∏°V ≈∏Y
 á¨«°üdG ∫Éª©à°SÉH (π°UC’G á£≤f ≈dEG P á£≤ædG øe áaÉ°ùªdG)

 áaô©e θ ájhGõ∏d â°ùdG á«ã∏ãªdG ∫GhódG ¿ƒµJh , r  =   √ """"  x   2  +  y   2   
:»JCÉj Éªc

  sin θ =   
y

 _ r    cos θ =   x _ 
r
  

  tan θ =   
y

 _ 
x
   , x ≠ 0   csc θ =   r _ 

y
   , y ≠ 0

   sec θ =   r _ 
x
   , x ≠ 0   cot θ =   x _ y   , y ≠ 0

 (Law of Cosines)    قانون جيوب التمام
 äGP ÉjGhõdG πHÉ≤J  a, b, c:É¡dGƒWCG  »àdG  $ABC´Ó°VCG  âfÉc GPEG
:áë«ë°U ¿ƒµJ á«JB’G äÉbÓ©dG ¿EÉa ,Ö«JôàdG ≈∏Y A , B , C äÉ°SÉ«≤dG

 a   2  =  b   2  +  c   2  - 2bc cos A

 b   2  =  a   2  +  c   2  - 2ac cos B

 c   2  =  a   2  +  b   2  - 2ab cos C

 (Law of Sines)    قانون الجيوب
 äGP ÉjGhõdG πHÉ≤J  a, b, c:É¡dGƒWCG  »àdG $ABC  ´Ó°VCG  âfÉc GPEG
:áë«ë°U ¿ƒµJ á«JB’G äÉbÓ©dG ¿EÉa ,Ö«JôàdG ≈∏Y A , B , C äÉ°SÉ«≤dG

   sin A _ a   =   sin B _ 
b
   =   sin C _ c  

y

x
x

y

O

P(x, y)
r

θ

A

B

C

c a

b

A

B

C

c a

b
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مقدمة في المتجهات
Introduction to Vectors

المحاولة الناجحة لتسجيل هدف في كرة القدم تعتمد على عدة 
عواملÅ منها سرعة الكرة بعد ضربها، واتجاه حركتها. ويمكنك 

وصف كلĄ من هذين العاملين باستعمال كمية واحدة تُسمى متجهًا.

الكميات القيا�شية والكميات المتجهة يمكن وصف الكثير من الكميات الفيزيائية مثل الكتلة بقيمة عددية واحدة، 
وعندئذٍ تُسمى كمية قياسية �عددية�، ويدل هذا العدد على مقدار الكمية أو قياسها. أما المتجه فهو كمية لها مقدار 

واتجاهÅ فمثلًا سرعة الكرة المتجهة نحو المرمى جنوبًا تمثل كلاًّ من: مقدار سرعة الكرة، واتجاه حركتها، ولذلك تُعتبر 
متجه والعدد المرتبط بمتجه يسمى كميةً متجهةً.

حدّد الكميات المتجهة، والكميات القياسية �العددية� في كلĄ مما يأتي:
يسير قارب بسرعة mi / h 15 في اتجاه الجنوب ال_ربي.  (a  

. ñمتجهة ñبما أن لهذه الكمية اتجاهًا، إذن هي كمية   

يسير شخص على قدميه بسرعة m / min 75 جهة ال_رب.  (b  

بما أن لسرعة الشخص قيمة هي m/min 75 ، واتجاهًا للغربÅ لذا فهي كمية متجهة.   

. 20 km قطعت سيارة مسافة قدرها  (c  

بما أن لهذه الكمية قيمة وهي km 20 ، وليس لها اتجاهÅ إذن هذه المسافة كمية قياسية.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
حدّد الكميات المتجهة ، والكميات القياسية �العددية� في كلĄ مما يأتي:

تسير سيارة بسرعة mi / h 60 ، وبزاوية °15 جهة الجنوب الشرقي.  (1A 

. 12.5 mi / h هبوط مظلِّي رأسيًّا إلى أسفل بسرعة  (1B 

. 5 cm ٍطول قطعةٍ مستقيمة  (1C 

 المتجهات: 
يمكن تمثيل المتجه هندسيًّا بقطعةٍ مستقيمةٍ لها اتجاه �قطعة مستقيمة متجهة�، أو سهم 

يُظهر كلاًّ من المقدار والاتجاه. ويمثِّل الشكل المجاور القطعة المستقيمة المتجهة التي لها 
.  aأو     ! a   أو    ! AB   ويرمز لهذا المتجه بالرمز .B ونقطة النهاية ،A نقطة البداية

أما طول المتجه فهو عبارة عن طول القطعة المستقيمة التي تمثله، ففي الشكل المجاور، إذا 
كان مقياس الرسم هو cm = 5 ft/s 1، فlن طول المتجه a ، ويُرمز له بالرمز |a| ، يساوي 

. 13 ft/s 5 × 2.6 أو 

يكون المتجه في الوضع القياسي. إذا كانت نقطة بداية المتجه هي نقطة الأصل ويعبّر 
 .) x عن اتجاه المتجه بالزاوية التي يصنعها مع الاتجاه الأفقي )الاتجاه الموجب للمحور

فمثلًا: اتجاه المتجه a هو 35° .

 äÉã∏ãªdG ÜÉ°ùM ∫Éª©à°SG â°SQO
( á≤HÉ°S IQÉ¡e ) .å∏ãªdG πM »a

 ≈∏Y äÉ«∏ª©dG …ôLCG  ■
 ¢SÉ«≤e ∫Éª©à°SÉH äÉ¡éàªdG

. Év«°Sóæg É¡∏ uãeCGh ,º°SôdG
 ¬«nàÑcôe ≈dEG ¬éàªdG π∏MCG  ■

.ø«JóeÉ©àªdG
 ≈∏Y á«≤«Ñ£J πFÉ°ùe tπMCG  ■

.äÉ¡éàªdG

(ájOóY) á«°SÉ«b á«ªc
scalar quantity

¬éàe
vector

á¡éàªdG á«ªµdG
vector quantity

á¡éàe áª«≤à°ùe á©£b
directed line segment

ájGóÑdG á£≤f
initial point

ájÉ¡ædG á£≤f
terminal point

»°SÉ«≤dG ™°VƒdG
standard position

¬éàªdG √ÉéJG
direction

)QGó≤ªdG( ¬éàªdG ∫ƒW
magnitude

»©HôdG √ÉéJ’G
quadrant bearing

»≤«≤ëdG √ÉéJ’G
true bearing

ájRGƒàªdG äÉ¡éàªdG
parallel vectors

ájhÉ°ùàªdG äÉ¡éàªdG
equal vectors

¿É°ùcÉ©àªdG ¿É¡éàªdG
opposite vectors

á∏°üëªdG
resultant

å∏ãªdG IóYÉb
triangle method

´Ó°VC’G …RGƒàe IóYÉb
parallelogram method

…ôØ°üdG ¬éàªdG
zero vector
äÉÑcôªdG

components
IóeÉ©àªdG äÉÑcôªdG

rectangular components

تحديد الكميات المتجهة مDDثال 1

A

B

a

f]cDf��

f��Df��

A

B

a

1 cm = 5 ft/sec

y

xO

35°

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH1-L2

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
TRNS-math6-CH1-L2.png

مقΩمة ϲϓ المتϬΟات

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-المتϬΟات

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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ويمكن التعبير عن اتجاه المتجه أيضًا باستعمال زاوية التجاه الربعي φ ، وتُقرأ فاي، وهي 
زاوية قياسها بين °0 و °90 شرق أو غرب الخط الرأسي )خط شمال – جنوب(. فمثلًا زاوية 

. S 35° E في الشكل المجاور هي °35 جنوب شرق، وتُكتب v الاتجاه الربعي للمتجه
كما يمكن استعمال زاوية التجاه الحقيقي ، حيث تُقاس الزاوية مع عقارب الساعة بدءًا 

من الشمال. ويُقاس الاتجاه الحقيقي بثلاثة أرقام، فمثلًا يُكتب الاتجاه الذي يحدّد زاوية  
قياسها °25 من الشمال مع عقارب الساعة باستعمال الاتجاه الحقيقي على الصورة 025° .

استعمل مسطرةً ومنقلةÅً لرسم متجه لكلĄ من الكميات اùتية، واكتب مقياس الرسم في كل حالة:
a = 20 ft /s باتجاه 030° .  (a  

استعمل مقياس الرسم cm = 10 ft/s 1 ، وارسم سهمًا طوله    
10 ÷ 20 ، أو cm 2 بزاوية قياسها °30 من الشمال، وفي اتجاه عقارب 

الساعة.

v = 75 N ، بزاوية قياسها °140 مع التجاه اúفقي.  (b  

استعمل مقياس الرسم cm = 25 N 1 ، وارسم سهمًا طوله    
25 ÷ 75 ، أو cm 3 في الوضع القياسي، وبزاويةٍ قياسها °140 مع 

. x الاتجاه الموجب للمحور

. S 60° W باتجاه ، z = 30 mi / h  (c  

استعمل مقياس الرسم in = 20 mi / h 1 ، وارسم سهمًا طوله    
in 1.5 = 20 ÷ 30 ، بزاوية قياسها °60 في اتجاه جنوب غرب .

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
استعمل مسطرة ومنقلةÅ لرسم متجه لكلĄ من الكميات اùتية، واكتب مقياس الرسم في كل حالة:

t = 20 ft/s ، باتجاه 065° .  (2A 

. S 25° E باتجاه ، u = 15 mi/h  (2B 

m = 60 N ، بزاوية قياسها °80 مع الاتجاه الأفقي.   (2C 

عند إجرائك العمليات على المتجهات، فlنك تحتاÕ إلى الأنواع الشائعة 
الآتية من المتجهات:

المتجهات المتوازية لها الاتجاه نفسه، أو اتجاهان متعاكسان، وليس   •
بالضرورة أن يكون لها الطول نفسه. فمثلًا في الشكل المجاور 

. a ‖ b ‖ c ‖ e ‖ f

المتجهات المتساوية لها الاتجاه نفسه، والطول نفسه. ففي الشكل   •
 المجاور Å a, c لهما الطول والاتجاه نفساهما، لذا هما متساويان، 

 .a = c :ويعبَّر عنه بالرموز 
لاح� أن Å a ≠ b لأن |Å a ≠ d , |a| ≠ |b لأن لهما اتجاهين مختلفين.

المتجهان المتعاكسان لهما الطول نفسه، لكن اتجاهيهما متعاكسان. يكتب المتجه المعاكس للمتجه a على   •
. e = -a ففي الشكل المجاور ، -a الصورة

v

145°

N

S

φ

EW O

�شمال

جنوب

غرب �شرق

اإر�شادات للدرا�شة
 6اوية الاتجا§ الحقيقي 

 áKÓãH ájhGR ¢SÉ«b »£YoCG GPEG
 äÉÑcôe …CG n§©J ºdh ,ΩÉbQCG

 ájhGR É¡fEÉa ,á«aÉ°VEG á«gÉéJG
 ájhGR kÓãªa .»≤«≤M √ÉéJG

 ¬éàª∏d »≤«≤ëdG √ÉéJ’G
 »g QhÉéªdG πµ°ûdG »a v

امDDثال 145°2 . Zتمثيل المتج¦ هند�شي

اإر�شادات للدرا�شة
 النيوتن 

 õeôjh ,I qƒ≤dG ¢SÉ«≤d lIóMh
 øY IQÉÑY ƒgh ,N ±ôëdÉH ¬d

 mº°ùL »a ôKDƒJ »àdG I qƒ≤dG
 É kYQÉ°ùJ ¬Ñ°ùµàd ;1 kg ¬à∏àc

. 1 m/ s  2  √QGó≤eO

a

W E

S

N

30° 

1 cm = 10 ft/s 

y

xO

v

140°

1 cm = 25 N

N

S

EW O

z 60°

1 in = 20 mi/h

تنبي¦ �
 الطول 

 ¬éàªdG ∫ƒW πãªj ¿CG øµªj
 .Iƒb hCG ,áYô°S hCG ,áaÉ°ùe
 ,áYô°S ¬éàªdG πãe GPEGh

 áaÉ°ùªdG π uãªj ’ ¬dƒW ¿EÉa
. áYƒ£≤ªdG

a b

d

c

e f
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد محZلة كل زوÕ من المتجهات اùتية مستعملًا قاعدة المثلq، أو متوازي اúضلاâ. <مّ حدّد اتجاهها 

بالنسبة ل±فقي.
 (3B   (3A a

b

  

v
w

  

لعبة اأ;فال: رمى طفل كرةً صغيرةً في لعبة مخصصة ل±طفال بسرعة in/s 7 ، باتجاه °310 ، فارتدت   (3C 
 باتجاه °055 ، وبسرعة in/s 4 . أوجد مقدار محصلة حركة الكرة واتجاهها. 

)قرب طول المحصلة إلى أقرب بوصة، والاتجاه إلى أقرب درجة(

عند جمع متجهين متعاكسين لهما الطول نفسه، فlن المحصلة هي المتجه الZفري.ويرمز له 
بالرمز  0 !     أو 0 ، وطوله صفر ، وليس له اتجاه. وعملية طرÖ المتجهات تشبه عملية طرÖ الأعداد. 

.  p - q = p + (-q):أي أن Å p إلى q اجمع معكوس ، p - q لإيجاد
. Ąو كذلك يمكن ضرب المتجه في عددٍ حقيقي

. k IQÉ°TEÉH ¬gÉéJG O qóëàjh .|k| |v| ƒg k v ¬éàªdG ∫ƒW ¿EÉa , k »≤«≤M OóY »a v ¬éàªdG Üô o°V GPEG
.¬°ùØf v √ÉéJG ƒg k v √ÉéJG ¿EÉa , k > 0 âfÉc GPEG  •

. v √ÉéJG ¢ùµY ƒg k v √ÉéJG ¿EÉa , k < 0 âfÉc GPEG  •

 _ x -   3 3 ، حيx , y q متجهان كما في الشكل المجاور.
4
   y ارسم المتجه

 3 x 3 ، ثم مثِّل المتجه x +  (-   3 _ 
4
   y)  3 على صورة حاصل جمع متجهين x -   3 _ 

4
   y أعد كتابة المتجه

 برسم متجه طوله 3 أمثال المتجه x ، وبالاتجاه نفسه كما في الشكل 1.1.1 .  
 _ 3   - ، ارسم متجهًا طوله   4 _ 3   طول y ، وفي اتجاه معاكس لاتجاه y كما في 

4
   y ولتمثيل المتجه

الشكل 1.1.2 ، ثم استعمل قاعدة المثلثÅ لرسم متجه المحصلة كما في الشكل 1.1.3 .

ال�شكل 1.1.3

3x

- 3_
4

y_
4

3 x-   3 y

ال�شكل 1.1.2  

- 3_
4

y

ال�شكل 1.1.1  

3 x

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ارسم المتجه الذي يُمثّل كلاًّ مما يأتي :

m -   1 _ 
4
   p  (4B  a - c + 2b  (4A 

m

p

  a b c   

اإر�شادات للدرا�شة
المتجهات المتوا6ية في 

 الاتجا§ نف�ش¦ 
 ø«¡éàe ™ªL èJÉf á∏ u°üëe

 ƒg ,¬°ùØf √ÉéJ’G É¡d ôãcCG hCG
 ´ƒªée …hÉ°ùj ¬dƒW ¬éàe

 ,äÉ¡éàªdG √òg ∫GƒWCG
 äÉ¡éàªdG √ÉéJG ƒg ¬gÉéJGh

.¬°ùØf á«∏°UC’G
a

a + b

b

3 m/sec

5 m/sec

2 m/sec

a

-a

a + (-a) = 0

�شرب المتج¦ في عدد حقيقيمفهوم اأ�شا�شي
قرا%ة الريا�شيات

 á≤∏£ªdG áª«≤dG CGô≤J|k|
.k »≤«≤ëdG Oó©∏d

.v ¬éàªdG ∫ƒW πãªJ|v|

العمليات على المتجهات مDDثال 4

x

y اإر�شادات للدرا�شة
المتجهان المتوا6يان 

 المتعاك�شان 
 ø«¡éàe ™ªL èJÉf á∏°üëe

 ƒg ,ø«°ùcÉ©àe ø«jRGƒàe
 áª«≤dG …hÉ°ùj ¬dƒW ¬éàe
 »dƒW ø«H ¥ôØ∏d á≤∏£ªdG

 ƒg ¬gÉéJGh ,ø«¡éàªdG
. k’ƒW ôÑcC’G ¬éàªdG √ÉéJG

a

a + b

b

7yd

4yd

3yd
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تطبيقات المتجهات: يُسمى المتجهان اللّذان ناتج جمعهما 
المتجه r ، مركبتي r . ومع أن مركبتي المتجه يمكن أن تكونا في أي 

اتجاه، إلا أنه من المفيد غالبًا تحليل المتجه إلى مركبتين متعامدتين، 
واحدة أفقية، والأخرى رأسية. ففي الشكل المجاور، يمكن اعتبار 

 x المبذولة لسحب العربة بصفتها مجموع مركبتين هما أفقية r القوة
تحرك العربة إلى الأمام، ورأسية y تسحب العربة إلى أعلى.

 ò450 ، وبزاوية N ق�س الع�شب: يدفع علي عربة قص» العشب بقوة مقدارها
.ßرúقياسها °56 مع سطح ا

ح تحليل القوة التي يبذلها علي إلى مركبتين متعامدتين. ارسم شكلًا يوض»  (a  

يمكن تحليل قوة الدفع إلى مركبتينÅ أفقية x إلى الأمام ورأسية     
 y إلى أسفل كما في الشكل أدناه.

y

x

450 N

56°

أوجد مقدار كلĄ من المركبتينÅ اúفقية والرأسية للقوة.  (b  

 Åتكوّن كل° من القوة ومركبتاها الأفقية والرأسية مثلثًا قائمَ الزاوية. استعمل تعريف الجيب، أو جيب التمام   
لإيجاد مقدار كل قوة منهما.

=   
|x|

 _ 
450

  cos 56° تعري� الجيب� وجيب
التمام

=   
|y|

 _ 
450

  sin 56°

= 450 cos 56° |x|y � x 450 =حُل بالن�شبة اإلى sin 56°|y|

≈ 252|x|373 ≈ا�شتعمل الا&لة الحا�شبة|y|

مقدار المركبة الأفقية N 252 تقريبًا، ومقدار المركبة الرأسية N 373 تقريبًا.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

كرة قدم: يركل لاعبñ كرةَ قدمٍ من سطح الأرض بسرعةٍ مقدارها ft/s 44 ، وبزاويةٍ قياسها °33 مع سطح   (5  
الأرض كما في الشكل أدناه.

33°

44 ft/sec

ح تحليل هذه السرعة إلى مركبتين متعامدتين. ارسم شكلًا يوضِّ  (A  

أوجد مقدار كلĄ من المركبتين الأفقية والرأسية للسرعة .  (B  

x

yr

تحليل القوة اإلى مركبتين متعامدتينمثال 5 من واق� ا«ياةمثال 5 من واق� ا«ياة

56°

450 N

 ,AÉHô¡µdG ìÉàØe ≈∏Y §¨°†dG Ö∏£àj
 . 3 N ÉgQGó≤e Iƒb Aƒ°†dG ∫É©°TE’

 á«°VQC’G á«HPÉédG É¡H ôKDƒJ »àdG Iƒ≤dGh
 .ÉkÑjô≤J 600 N ∫OÉ©J ¢üî°ûdG »a

 ∫É≤KCG ™aQ ÖY’ øe ádhòÑªdG Iƒ≤dGh
. ÉkÑjô≤J 2000 N …hÉ°ùJ
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د الكميات المتجهة والكميات القياسية في كلĄ مما يأتي: )مثال 1( حد»
. 125 cm طول محمد   

.20  m  2  مساحة مربع   

يركض غزال بسرعة m/s 15 باتجاه الغرب.   

. 5 m المسافة التي قطعتها كرة قدم   

إطار سيارة وزنه kg 7 معلق بحبل.   

. 50 ft/s رمي حجر رأسيًّا إلى أعلى بسرعة   

استعمل المسطرة والمنقلةÅ لرسم متجه لكلĄ من الكميات اùتية، <م اكتب 
مقياس الرسم في كل حالة. )مثال 2(

h = 13 in/s ، باتجاه 205°   

N 70° W باتجاه ، g = 6 km/h   

j = 5 ft/s ، وبزاويةٍ قياسها °300 مع الأفقي.   

d = 28 km ، وبزاويةٍ قياسها °35 مع الأفقي.   

S 55° E باتجاه ، R = 40 m   

n = 32 m/s ، باتجاه 030°   

 ،qتية باستعمال قاعدة المثلùمن المتجهات ا Õلة كل زوZأوجد مح
 òمن عشرة òلة إلى أقرب جزءZب المح أو قاعدة متوازي اúضلاâ، قر»

من السنتمتر، <م حدّد اتجاهها بالنسبة ل±فقي مستعملًا المسطرة، 
( 3 ∫Éãe) :والمنقلة

    

c

d

  

a

b   

    m

n

  

h
k

  

 ، N 60° W ركوب ال�وارق: غادر زورق أحد المواني باتجاه   
ا، ثم غيّر قائد الزورق اتجاه حركته إلى  فقطع مسافة 12 ميلًا بحريًّ

ا. أوجد بُعد الزورق، واتجاه  N 25° E ، فقطع مسافة 15 ميلًا بحريًّ
حركته في موقعه الحالي بالنسبة إلى الميناء. )مثال 3 (

حدّد مقدار المحZلة الناتجة عن جمع المتجهين، واتجاهها في كلĄ مما 
يأتي:  )مثال 3 (

N 18 ل±مام، ثم N 20 للخلف.    

m 100 للشمال، ثم m 350 للجنوب .   

mi 17 شرقًا، ثم mi 16 جنوبًا.    

   m/ s  2 15 باتجاه زاوية قياسها °60 مع الأفقي، ثم  m/ s  2  9.8 إلى 
الأسفل.

استعمل المتجهات اùتيةÅ لرسم متجه يمث»ل كل عبارة مما يأتي:  
)مثال 4 (

n
m

p

m - 2n   

4n +   4 _ 5   p   

p +  2n -2 m   

m - 3n +   1 _ 
4
   p   

ح تحليل كل متجه مما يأتي إلى مركبتóيه المتعامدتين، <م  ارسم شكلًا يوض»
أوجد مقدار كلĄ منهما. )مثال 5(

in/s   8 _ 1   2 ، باتجاه °310 مع الأفقي.   

.N 49° E 1.5 ، باتجاه cm   

 _ 3   ، باتجاه 255° .
4
   in/min   

تدرب وحل ا½�شائل

1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

9(

10(

11(

12(

14( 13(

16( 15(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(

24(

25(

26(

27(

28(
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تن�ي�: يدفع حسن عصا مكنسة التنظيف    

بقوة مقدارها N 190 ، وبزاويةٍ قياسها 
°33 مع سطح الأرض كما في الشكل 

المجاور. )مثال 5(
ح تحليل هذه القوة إلى  ارسم شكلًا يوضِّ  (a  

مركبتيها المتعامدتين.
أوجد مقدار كلĄ من المركبة الأفقية والمركبة الرأسية.  (b  

لعب اأ;فال: يدفع محمد عربة أخته بقوة مقدارها N 100، وباتجاه    

°31 مع الأفقي، أوجد مقدار المركبة الرأسية للقوة إلى أقرب عدد 

صحيح.
 تمثيÒت متعددة: في هذه المسألة ستستقصي ضرب متجه    

في عدد حقيقي.

المستوى الإحداثي، بحيث تكون  a على  المتجه  ا: ارسم  Zبياني  (a  

ارسم  k ، ثم  لـِ  قيمة عددية  نقطة الأصل. واختر  بدايته عند  نقطة 
المستوى  على  الأصلي  المتجه  في   k ضرب  عن  ناتجًا  متجهًا 
 b, c, d, الإحداثي نفسه. وكرّر العملية مع أربعة متجهات أخرى

e ، واستعمل قيمة k نفسها في كل مرة.

ا: انسz الجدول أدناه في دفترك، ثم اكتب البيانات  Zجدولي  (b  

.a المناسبة داخله لكل متجه رسمته في الفرع

المتج¦ للمتج¦نقطة النهاية 
نقطة النهاية 

k للمتج¦ م�شروبًا في العدد
a

b

c

d

e

ا: إذا كانت ( a, b ) نقطة النهاية للمتجه a ، فما  Zتحليلي  (c  

إحداثيات نقطة النهاية للمتجه k a ؟
المتج¦ الموا6ن  هو متجه يساوي متجه المحZلة في المقدار ويعاكسه 

في التجاه، بحيq إن ناتr جمع متجه المحZلة مع المتجه الموازن 
-(a + b) هو a + b فري، والمتجه الموازن للمتجهZيساوي المتجه ال

a

-(a + b)

b

أوجد طول واتجاه المتجه الموازن للمتجهين:   

a = 15 mi/h ، باتجاه 125°   

b = 12 mi/h ، باتجاه 045°    

كرة حديدية: عُلِّقت كرة حديدية بحبلين متساويين في الطول    

كما في الشكل أدناه.
15˚ 15˚

]H+ 12

إذا كانت  T  1  ,  T  2  تُمثّلان قوتَي الشدِّ في الحبلين، وكانت    (a  

 T  1  =   T  2 ، فارسم شكلًا يُمثّل وضع التوازن للكرة.

  T  1  +  T  2  أعد رسم الشكل باستعمال قاعدة المثلث لتجد  (b  

استعمل الشكل في الفقرة b وحقيقة أن محصلة  T  1  +  T  2  هي   (c  

  T  1  ,  T  2  من Ąلحساب مقدار كل Åالمتجه الموازن لوزن الكرة

أوجد طول كل متجه واتجاهه مما يأتي بمعلومية مركبتóيه اúفقية والرأسية، 
والمدî الممكن لزاوية كلĄ منها:

. 90° < θ < 180° ، 2.28 in 0.32 ، الرأسية in الأفقية   

. 0° < θ < 90° ، 4.2 ft  3.1 ، الرأسية ft الأفقية   

. 270° < θ < 360° ، 9.7 cm 2.6 ، الرأسية cm الأفقية   

ارسم <لا<ة متجهات Å a, b, c لتوضح صحة كل خاصية من الخZائص 
اùتية هندسيًّا:

a + b = b + a الخاصية الإبدالية   

(a + b) + c = a + (b + c) الخاصية التجميعية   

k = 2, 0.5, -2 حيث ،k(a + b) = k a + k b  الخاصية التوزيعية   

33°
190 N

29(

30(

31(

32(

33(

34(

35(

36(

37(

38(

39(
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م�شائل مهارات التفكÕ العليا

م�شاألة مفتوحة: لديك متجه مقداره 5 وحدات بالاتجاه الموجب    
لمحور x ، حلّل المتجه إلى مركبتين متعامدتين على ألا تكون أي° 

منهما أفقية أو رأسية.
تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أحيانًا، أو صحيحة    

ر إجابتك.  دائمًا أو ليست صحيحة أبدًا، وبرِّ
”من الممكن إيجاد مجموع متجهين متوازيين باستعمال طريقة 

متوازي الأضلاع“.
|a| + |b| ≥ |a + b| :تبرير: بفرض أن   

عبّر عن هذه العبارة بالكلمات .  (a  

ر إجابتك . هل هذه العبارة صحيحة أم خاطئة؟ برِّ  (b  

اكت�ش� الخطاأ: حاول كل° من حسين ومصطفى إيجاد محصلة    
ر إجابتك. المتجهين a , b . أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ

a

a + b

b

¢��~|

 

a

a + b
b

Í~z0

   

تبرير: هل من الممكن أن يكون ناتج جمع متجهين مساويًا    
ر إجابتك. لأحدهما؟ برِّ

اكتب: قارن بين قاعدتَي متوازي الأضلاع والمثلث في إيجاد    
محصلة متجهين.

مراجعة تراكمية

بًا الناتr إلى أقرب عُشر إذا لزم  أوجد قيمة x في كلĄ مما يأتي مقر»
ذلك. )مهارة �شابقة(

  

30°

x

10   

     
60°

3
x

  54°

17.8
x

  

بًا الناتج إلى أقرب عُشر إذا لزم ذلك. حُلّ المثلث الآتي مقرِّ    

)مهارة �شابقة(

A

38°
13 110°

a

C

B

b

   حُلّ المعادلة:sin 2x - cos x = 0  لجميع قيم x . )مهارة 

�شابقة(

تدريب على اختبار

ن�هة: قام حسان بنزهة خارÕ مخيمه الكشفي، فقطع مسافة    

km 3.75 في اتجاه الشرق من المخيم حتى وصل أحد المساجد، ثم 

سار شمالًا قاصدًا حديقةً عامةً، فقطع مسافة km 5.6 ، حدّد موقع 
الحديقة بالنسبة للمخيم؟

طارت طائرة لعبة تسير باستعمال جهاز التحكم عن بُعد، بزاوية قياسها    

°32 مع الأفقي، وبسرعة ft/s 48 كما في الشكل أدناه. أي° مما يأتي 

يُمثّل مقدار المركبتين الأفقية والرأسية لسرعة الطائرة على الترتيب؟

32°

48 ft/sec

25.4 ft/s , 40.7 ft/s  A  

40.7 ft/s , 25.4 ft/s  B  

56.6 ft/s , 90.6 ft/s  C  

90.6 ft/s , 56.6 ft/s  D  

40(

41(

42(

43(

44(

45(

46(

48( 47(

49(

50(

51(

52(
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 »KGóME’G iƒà°ùªdG »a äÉ¡éàªdG
Vectors in the Coordinate Plane

تؤثِّر الرياÖ في سرعة الطائرة واتجاه حركتهاÅ لذا يستعمل قائد الطائرة 
 Åلتحديد السرعة والاتجاه الذي يجب على الطائرة السير فيه Åمقاييس مدرّجة
لمعادلة أثر الرياÖ ، وعادة ما يتم إجراء هذه الحسابات باستعمال المتجهات 

في المستوى الإحداثي.
لة واتجاهها لمتجهين  KGóME’G iƒà°ùªdG »a äÉ¡éàªdG« في الدرس 1- 1 ، تعلمت إيجاد طول )مقدار( المحصِّ

أو أكثر هندسيًّا باستعمال مقياس رسم. وبسبب عدم دقة الرسم، فlننا نحتاÕ إلى طريقة جبرية باستعمال نظام 
الإحداثيات المتعامدة للمواقف التي تحتاÕ إلى دقةٍ أكثر، أو التي تكون فيها المتجهات أكثر تعقيدًا.

ويمكن التعبير عن   " OP    في الوضع القياسي في المستوى الإحداثي كما في الشكل 1.2.1 بصورة وحيدة، وذلك 
ِـ Å      " OP لذا  بlحداثيَي نقطة نهايته P(x, y) . وهذه الصورة هي〈x, y〉 ، حيث إن x , y هما المركبتان المتعامدتان ل

تُسمى 〈x, y〉 الZورة اüحدا<ية للمتجه.
y

xO

t
v

w

p

2
2

2

2
3

3
3

3

1.2.2 πµ°ûdG         

y

xO x 

y 

P(x, y)

OP

1.2.1 πµ°ûdG
وحيث إن المتجهات التي لها الطول والاتجاه نفساهما متكافئة، فlنه بlمكاننا التعبير عن كثير من المتجهات 

بالإحداثيات نفسها، فمثلًا المتجهات p, t, v, w في الشكل 1.2.2 متكافئة، إذ يمكن التعبير عن أيĄ منها بالصورة 
، استعمل إحداثيي نقطتَي بدايته ونهايته. Ą〈2 ,3〉، ولإيجاد الصورة الإحداثية لمتجهٍ مرسومٍ في وضعٍ غير قياسي

 ¬àjÉ¡f á£≤fh , A( x  1 ,  y  1 ) ¬àjGóH á£≤f …òdG  
 
 " AB   p `d á«KGóME’G IQƒ°üdG

: »g B( x  2 ,  y  2 )

〈 x  2  -  x  1 ,  y  2  -  y  1 〉    

. B(3, -5) ونقطة نهايته ، A(-4 , 2) الذي نقطة بدايته ،     " AB  õåحدا<ية لüورة اZأوجد ال
= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉 

 
 " AB  á«KGóME’G IQƒ°üdG

= 〈3 - (-4), -5 - 2〉( x  1  ,  y  1 ) = (- 4 , 2) , (  x  2  ,  y  2  ) = (3, -5)

= 〈7, -7〉§ u°ùH

∂ª¡a∂ª¡a  øeøe  ≥≤ëJ≥≤ëJ
ا يأتي: أوجد الZورة اüحدا<ية ل " AB  õå    المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلĄ مم¬

A(0, 8), B(-9, -3)  )1B  A(-2, -7), B(6, 1)  )1A 

 ≈∏Y äÉ«∏ª©dG â°SQO
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يمكن إيجاد طول المتجه في المستوى الإحداثي باستعمال قانون المسافة بين نقطتين.

 , ( x  2 ,  y  2  ) ¬àjÉ¡f á£≤fh , ( x  1 ,  y  1 ) ¬àjGóH á£≤f ,É k¡éàe v ¿Éc GPEG 
:á¨«°üdÉH ≈£©oj v ∫ƒW ¿EÉa

|v| =   √ &&&&&&&&&   ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2     

: ¿EÉa v ¬éàª∏d á«KGóME’G IQƒ°üdG »g 〈a, b〉 âfÉc GPEGh
|v| =   √ &&&  a  2  +  b  2      

. B(3, -5) ونقطة نهايته ، A(-4, 2) الذي نقطة بدايته      " AB   أوجد طول
=   √ &&&&&&&&&   ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2    | 

 
 " AB  | ø«à£≤f ø«H áaÉ°ùªdG ¿ƒfÉb

=   √ &&&&&&&&&   [3 - (-4)]  2  +  (-5 - 2)  2    ( x  1 ,  y  1 ) = (-4, 2) , ( x  2 ,  y  2 ) = (3, -5)

=   √ & 98   ≈ 9.9§ u°ùH

% |   " AB  | =   √ &&&&&  7  2  +  (-7)  2    =   √ & 98   :نlوعليه ف Å    " AB   = 〈7, -7 〉 :علمت من المثال 1 أن  ≥≤ëàdG
∂ª¡a∂ª¡a  øeøe  ≥≤ëJ≥≤ëJ

ا يأتي: أوجد طول   " AB    المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلĄ مم¬
A(0, 8), B(-9, -3)  (2B  A(-2, -7), B(6, 1)  (2A 

تشبه عمليات الضرب في عدد حقيقي، والجمع والطرÖ على المتجهات، العمليات نفسها على المصفوفات.

 :¿EÉa ,É v«≤«≤M GkOóY k h ,ø«¡éàe a = 〈  a  1  ,  a  2 〉 , b = 〈  b  1 ,  b  2  〉 ¿Éc GPEG
a + b = 〈  a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2  〉  ø«¡éàe ™ªL
a - b = 〈  a  1  -  b  1  ,  a  2  -  b  2  〉  ø«¡éàe ìôW
       k a = 〈 k a  1 , k a  2  〉  ٍّ»≤«≤M  QOóY »a  Q¬éàe Üô°V

:  a = 〈2, 5〉, b = 〈-3, 0〉, c = 〈-4 , 1〉 أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات
c + a  (a  

= 〈-4, 1〉 + 〈2, 5〉c + a¢VuƒY
= 〈-4 + 2, 1 + 5〉 = 〈-2, 6〉ø«¡éàªdG ™ªLG

b - 2a  (b  
= b + (-2)ab - 2a™ªL á«∏ª©c ìô£dG áHÉàc óYCG
= 〈-3, 0〉 + (-2)〈2, 5〉¢VuƒY
= 〈-3, 0〉 + 〈-4, -10〉 = 〈-7, -10〉ø«¡éàe ™ªLGh ,»≤«≤M mOóY »a É k¡éàe Üô°VG

∂ª¡a∂ª¡a  øeøe  ≥≤ëJ≥≤ëJ
:  a = 〈2, 5〉, b = 〈-3, 0〉, c = 〈-4 , 1〉 :أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات

2c + 4a - b  )3C  -3c  )3B  4c + b  )3A 

قرا%ة الريا�شيات

 QÉ«©ªdG 
 ÉkfÉ«MCG ¬éàªdG QGó≤e ≈ª°ùj

.¬éàªdG QÉ«©e
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 …RGƒàe IóYÉb á≤jôW
.√ÉfOCG πµ°ûdG »a Éªc. ´Ó°VC’G
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ى المتجه الذي طوله 1 متجه الوحدة، ويرم~ له بالرم~ u، وüيجاد متجه الوحدu  Ò الذي له  متج�اi الوحد,: يُسم­
 . |v| على طوله v اقسم المتجه ، v المتجه ìاتجا �aن

u =   v _ 
|v|

   =   1 _ 
|v|

  v

 �aبن Òل ضرب متجه وحدÉحا ÒورÉ في v ّريaير الصQ ونكون قد عب­رنا عن المتجه .|v| u = v وبذل� يكون
. Ąحقيقي òفي عدد v ìاتجا

. v = 〈-2, 3〉 الذي له نفس اتجاه u أوجد متجه الوحدة
=   1 _ 

|v|
  vuv  متجه وحد, باتجا

=   1 _ 
|〈-2, 3〉|

عوU�س〈3 ,2-〉  

=   1 __ 
  √ $$$$$  (-2)  2  +  3  2   

   〈-2, 3〉|〈a, b〉| =   √ $$$$  a  2  +  b  2   

=   1 _ 
  √ $ 13   

   〈-2, 3〉� Uب�ص

=   -2 _ 
  √ $ 13   

   ,   3 _ 
  √ $ 13   

ا�صرe متجه في عدد حقيقي  

=   -2  √ $ 13  
 _ 

13
   ,   3  √ $ 13  

 _ 
13

اأن�� المقا�    

� من أن طول u هو 1 . بما أن u تمثل حاÉل ضرب v في عدد موجب فlن له اتجاv ì نaسه. تحق­ التحق� 

=   √ $$$$$$$
    (  -2 _ 

  √ $ 13  
  )   

2
  +   (  3 _ 

  √ $ 13  
  )   

2
     |u| انون الم�صافة بين نق�تينB

=   √ $$$$   4 _ 
13

   +   9 _ 
13

     � Uب�ص

=   √ $ 1   = 1  %� Uب�ص

تحق�تحق�  منمن  ف�م�ف�م�

ا يأتي: أوجد متجه الوحدة الذي له نفس اتجاه المتجه المُعطى في كلĄ مم¬
x = 〈-4, -8〉  (4B  w = 〈6, -2〉  (4A 

 ، i = 〈1, 0〉 , j = 〈0, 1〉 بالرم~ين y الموجب لمحور ìوالاتجا ، x الموجب لمحور ìبالاتجا Òيُرم~ لمتجهي الوحد
ي الوحدة القياسيين. óمتجه i , j ى المتجهان على الترتيب كما في الشكل 1.2.3 . كما يُسم­

y

xO ai

bj

v =  〈a, b〉

ال�صكل 1.2.4 ال�صكل 1.2.3      

y

xO

2

1

1 2i
j

 Å 1.2.4 كما في الشكل v = a i + b j Òعلى الصور v = 〈a, b〉 ويمكن استعمال هذين المتجهين للتعبير عن أي متجه
وذل� لأن�

= 〈a, b〉vال�صور, الإحدا.ية

= 〈a, 0〉 + 〈0, b〉 م� متج�ين/ nاأعد كتابة المتجه على 8صور, نات

= a〈1, 0〉 + b〈0, 1〉متجه في عدد حقيقي eا�صر

= a i + b j〈 1, 0 〉 = i , 〈 0, 1 〉 = j

ى مDDثال 4 Kمع�  Qاإيجاد متجه وحد, له ن��س التجا  لمتجه

 ويليا� روان هاميلتون 

(1805–1865) 
ر الريا�صي الأيرلندي هاميلتون  Qو:

ن�ريةK في ن�ا� الأعداد� لتو�صي� 
الأعداد المركبة� ون�صر العديد من 
المحا�صراi في�ا. يُذكر اأن العديد 
من الم�اهي� الأ�صا�صية في تحليل 

المتج�اi يعتمد على هذ  الن�رية.

تنبي¦ �
 i ,متجه الوحد 

ل تخل� بين متجه الوحد, 
 kحي � i والعدد التخيلي � i

 Xيُكتب متجه الوحد, بخ�
داكن =ير ما(ل i � بينما 

 Xيُكتب العدد التخيلي بخ�
. i ير داكن ما(ل=
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i , j ويُقصد بها كتابة المتجه بدلالة متجهَي الوحدة . i , j توافقًا خطيًّا للمتجهين a i + b j تسمى الصورة

 Ąخطي òعلى صورة تواف�      " DE   فاكتب ، E(4 , 5) ونقطة نهايته ، D(-2 , 3) هي  
 
  " DE  إذا كانت نقطة بداية المتجه

. i , j ي الوحدة óلمتجه
.     " DE    ِأولًا، أوجد الصورة الإحداثية لـ

= 〈 x  2  -  x  1 ,  y  2  -  y  1 〉 
 
 " DE  á«KGóME’G IQƒ°üdG

= 〈4 - (-2), 5 - 3〉(  x  1  ,  y  1 ) = (-2 , 3) , ( x  2  ,  y  2 ) = (4 , 5)

= 〈6, 2〉 § u°ùH

ثم أعد كتابة المتجه على صورة توافقٍ خطيĄ لمتجهَي الوحدة.
= 〈6, 2〉 

 
 " DE  á«KGóME’G IQƒ°üdG

= 6 i + 2 j〈a, b〉 = ai + bj

∂ª¡a∂ª¡a  øeøe  ≥≤ëJ≥≤ëJ
ا يأتي : ي الوحدة i , j في كلĄ مم¬ óلمتجه Ąخطي òالمُعطى نقطتا بدايته ونهايته على صورة تواف�      " DE   اكتب المتجه

D(-3, -8), E(7, 1)  (5B  D(-6, 0), E(2, 5)  (5A 

ويمكن كتابة المتجه v = 〈a, b〉 ، باستعمال زاوية الاتجاه التي يصنعها v مع الاتجاه 
الموجب لمحور x . فمن الشكل 1.2.5 يمكن كتابة v على الصورة الإحداثية، أو على 

صورة توافقٍ خطيĄ لمتجهَي الوحدة i, j كما يأتي:
= 〈a, b〉vá«KGóME’G IQƒ°üdG
= 〈|v| cos θ, |v| sin θ〉¢VuƒY
= |v| (cos θ) i + |v| (sin θ) ji, j øe »£N ≥aGƒJ

أوجد الZورة اüحدا<ية للمتجه v الذي طوله 10 ، وزاوية اتجاهه °120 مع اúفقي.
= 〈|v| cos θ, |v| sin θ〉v|v| , θ ád’óH v ¬éàª∏d á«KGóME’G IQƒ°üdG

= 〈10 cos 120°, 10 sin 120°〉|v| = 10 , θ = 120°

= 10 (-  1 _ 
2
  ) , 10 (    

√ & 3  
 _ 2  ) cos 120° = -   1 _ 

2
   , sin 120° =     

√ ' 3  
 _ 

2
  

= 〈-5, 5  √ & 3  〉§ u°ùH

مثِّل بيانيًّا:v = 〈-5, 5  √ & 3  〉 ≈ 〈-5, 8.7〉  ، تجد أن قياس الزاوية   ≥≤ëàdG
التي يصنعها v مع الاتجاه الموجب لمحور x هي °120 كما في الشكل 

 المجاور، 
  |v| =   √ &&&&&&   (-5)  2  +  (5  √ & 3  )  2    = 10 %

∂ª¡a∂ª¡a  øeøe  ≥≤ëJ≥≤ëJ
ا يأتي : أوجد الZورة اüحدا<ية للمتجه v المُعطى طوله وزاوية اتجاهه مع اúفقي في كلĄ مم¬

|v| = 24, θ = 210°  (6B  |v| = 8, θ = 45°  (6A 

 IóMƒdG »n¡éàªd »£N ≥aGƒJ IQƒ°U ≈∏Y مDDثال 5 Q¬éàe áHÉàc

1.2.5 πµ°ûdG

y

xO

θ

(a, b)

| v |cos θ  

v | v |sin θ  

اإر�شادات للدرا�شة
 IóMƒdG ¬éàe 

 IQƒ°üdG øe èàæà°ùJ 
 v = 〈|v| cos θ, |v| sin θ〉

 ¬d …òdG IóMƒdG ¬éàe ¿CG 
 IQƒ°üdG òNCÉj v √ÉéJG ¢ùØf

 u = 〈1 cos θ, 1 sin θ〉 

 = 〈cos θ, sin θ〉

á«KGóME’G IQƒ°üdG OÉéjEG مDDثال 6

y

xO

(-5, 8.7)

120°

v 
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)x مع الاتجاه الأفقي )الموجب لمحور v = 〈a, b〉 من الشكل (1.2.5) تستنتج أنه يمكن إيجاد زاوية اتجاه المتجه
. tan θ =   

b
 _ a   أو ،  tan θ =   

|v| sin θ
 _ 

|v| cos θ
بحَلّ المعادلة المثلثية:  

. x تية مع التجاه الموجب لمحورùمن المتجهات ا Ąأوجد زاوية اتجاه كل
p = 3i + 7 j  (a  

=   b _ a  tan θ√ÉéJ’G ájhGR ádOÉ©e

=   7 _ 3  tan θa = 3 , b = 7

=  tan  -1    7 _ 3  θθ ≈dEG áÑ°ùædÉH π oM

 ، y = 7 ، x = 3 من خلال الصورة الإحداثية للمتجه 
فlن المتجه يقع في الربع الأول، إذن:

≈ 66.8°θ áÑ°SÉëdG ádB’G πª©à°SG

أي أن زاوية اتجاه المتجه p هي °66.8 تقريبًا كما في الشكل 1.2.6 .   

r = 〈4, -5〉  (b  

=   b _ a  tan θ√ÉéJ’G ájhGR ádOÉ©e

=   -5 _ 4  tan θa = 4 , b = -5

=  tan  -1   (-  5 _ 
4
  ) θθ ≈dEG áÑ°ùædÉH π oM

 ، x = 4 > 0 ، y = -5 < 0 من خلال الصورة الإحداثية للمتجه
فlن المتجه يقع في الربع الرابع وبالتالي زاويته

≈ -51.3°θáÑ°SÉëdG ádB’G πª©à°SG

θ ≈ 360° - 51.3° = 308.7° :نlيقع في الربع الرابع، كما في الشكل 1.2.7 ، ف r بما أن   

∂ª¡a∂ª¡a  øeøe  ≥≤ëJ≥≤ëJ
. x تيين مع التجاه الموجب لمحورùمن المتجهين ا Ąأوجد زاوية اتجاه كل
〈-3, -8〉  (7B  -6i + 2j  (7A 

 ، 5 m/s يرك� حارس مرمى في لعبة كرة القدم ل±مام بسرعة :Ωób Iôc
ليرمي الكرة بسرعة m/s 25 ، بزاوية °40 مع اúفقي. أوجد محZلة السرعة، 

واتجاه حركة الكرة.
بما أن اللاعب يتحرك ل±مام بشكل مستقيم، فlن الصورة الإحداثية لمتجه سرعة 

اللاعب  v  1  هي 〈0 ,5〉 ، وتكون الصورة الإحداثية لمتجه سرعة الكرة  v  2  هي:
= | v  2 | cos θ, | v  2 | sin θ  v  2  v  2  ¬éàª∏d á«KGóME’G IQƒ°üdG
= 〈25 cos 40°, 25 sin 40°〉| v  2 | = 25 , θ = 40°

≈ 〈19.2, 16.1〉§ u°ùH

äÉ¡éàª∏d √ÉéJ’G ÉjGhR مDDثال 7

1.2.7 πµ°ûdG

y

xO
308.7°

(4, -5)

تنبي¦ �
 óLƒJ tan θ ` pd áª«b πµd

kAÉæH ,¿ÉàØ∏àîe ¿ÉàjhGR 
:ábÓ©dG ≈∏Y 

 tan θ = tan(θ + 180) 
 káÑLƒe tan θ áª«b âfÉc GPEÉa

 ™HôdG »a ™≤J ájhGR θ ¿EÉa
 GPEGh ,ådÉãdG ™HôdG hCG ∫hC’G

 ¿EÉa , káÑdÉ°S tan θ áª«b âfÉc
 »fÉãdG ™HôdG »a ™≤J ájhGR θ

 ábÓ©dG ¿ƒµJh ,™HGôdG hCG
 ¢SÉ«b ¿CG »g ø«àjhGõdG ø«H

 ¢SÉ«b øY IQÉÑY ÉªgGóMEG
.180° É¡d É kYƒªée ≈dhC’G

1.2.6 πµ°ûdG

y

xO

(3, 7)

66.8°

äÉ¡éàªdG ≈∏Y äÉ«∏ª©dG ≥«Ñ£J مثال 8 من واق� ا«ياةمثال 8 من واق� ا«ياة

40°

5 m/s

25 m/s
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 Ąالمُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كل ،      " AB  حدا<ية، وطولüورة اZأوجد ال
(1, 2 ¿’ÉãªdG) :ا يأتي مم¬
 A(-3, 1), B(4, 5)   

A(2, -7), B(-6, 9)   

 A(10, -2), B(3, -5)   

A(-2, 6), B(1, 10)   

 A(2.5, -3), B(-4, 1.5)   

 A (  1 _ 
2
  , -9)  , B (6,   5 _ 2  )   

 إذا كان:f = 〈8, 0〉, g = 〈-3, -5〉 , h = 〈-6, 2〉  ، فأوجد 
( 3 ∫Éãe)  :كلاًّ مما يأتي

4h - g   

f + 2h   

2f + g - 3h   

f - 2g - 2h   

h - 4f + 5g   

4g - 3f + h   

(4 ∫Éãe) :ا يأتي أوجد متجه وحدة له اتجاه المتجه v نفسه في كلĄ مم¬
v = 〈-2, 7〉   

v = 〈9, -3〉   

v = 〈-8, -5〉   

v = 〈6, 3〉   

v = 〈-1, -5〉   

v = 〈1, 7〉   

 òا يأتي على صورة تواف� اكتب    " DE     ، المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلĄ مم¬
( 5 ∫Éãe) : i , j ي الوحدة óي لمتجهĄخط

 D(4, -1), E(5, -7)   

D(9, -6), E(-7, 2)   

 D(3, 11), E(-2, -8)   

D(9.5, 1), E(0, -7.3)   

 D(-4, -6), E(9, 5)    

 D (  1 _ 
8
  , 3) , E (-4,   2 _ 7  )   

أوجد الZورة اüحدا<ية للمتجه v ، المُعطى طوله وزاوية اتجاهه مع 

تدرب وحل ا½�شائل

1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

9(

10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(

24(

. r لتجد متجه محصلة السرعة Åا اجمع المتجهين  v  2   ،  v  1 جبريًّ
=  v  1  +  v  2 rá∏°üëªdG ¬éàe
= 〈5, 0〉 + 〈19.2, 16.1〉¢VuƒY
= 〈24.2, 16.1〉™ªLG

 θ وتكون زاوية اتجاه المحصلة مع الأفقي هي . |r| =   √ &&&&&   24.2  2  +  16.1  2    ≈ 29.1 طول متجه المحصلة هو
حيث:

=   16.1 _ 
24.2

  tan θ〈a, b〉=〈24.2, 16.1〉å«M ,   tan θ =   b _ a

=  tan  -1    16.1 _ 
24.2

   ≈ 33.6°θθ ≈dEG áÑ°ùædÉH π oM

أي أن محصلة سرعة الكرة هي m/s 29.1 تقريبًا، وتصنع زاوية قياسها °33.6 مع الأفقي تقريبًا.
∂ª¡a∂ª¡a  øeøe  ≥≤ëJ≥≤ëJ

7 m/s أوجد محصلة السرعة، واتجاه حركة الكرة إذا تحرك اللاعب إلى الأمام بسرعة :Ωób Iôc  (8  

y

xO
θ

v1

v2

r
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( 6 ∫Éãe)  :ا يأتي التجاه الموجب لمحور x في كلĄ مم¬
|v| = 12, θ = 60°   

|v| = 16, θ = 330°   

|v| = 4, θ = 135°   

|v| = 15, θ = 125°   

أوجد زاوية اتجاه كلĄ من المتجهات اùتية مع التجاه الموجب 
لمحور x : �مثال 7)

3i + 6j   

-2i + 5j   

-4i - 3j   

〈-5, 9〉   

 ، 600 mi/h تطير طائرة جهة الشرق بسرعةٍ مقدارها :ájƒL áMÓe   
 ∫Éãe) . S 59° E 85 باتجاه mi/h بسرعةٍ مقدارها Öوتهب الريا

( 8

r

85 mi/h

600 mi/h

N

59°

لة سرعة الطائرة. أوجد محصِّ  (a  

أوجد زاوية اتجاه مسار الطائرة.  (b  

 ÿيجدف شخص بقاربه في نهر باتجاه عمودي على الشاط :∞jóéJ   
بسرعة mi/h 5 ، ويؤثِّر فيه تيار مائي باتجاه مجرى النهر سرعته 

. 3 mi/h

أوجد السرعة التي يتحرك بها القارب إلى أقرب جزء من عشرة.  (a  

أوجد زاوية اتجاه حركة القارب بالنسبة للشاطÿ إلى أقرب درجة.  (b  

ájƒL áMÓe: تطير طائرة بسرعة مقدارها mi/h 480 بالاتجاه    
N 82° E ، وبسبب الرياÖ، فlن محصلة سرعة الطائرة بالنسبة لسطح 

. N 79° E 518 باتجاه mi/h الأرض أصبحت 
ارسم شكلًا يُمثِّل هذا الموقف.

  ,   " AB     المُعطاة نقطتا البداية والنهاية لكلĄ منهما فيما يأتي 
 
  " CD   بيّن ما إذا كان

  =   " AB    ، وإذا كانا غير 
 
  " CD  ين، فأ<بت أنþين أو ل، وإذا كانا متكافþمتكاف

ذلك، فاذكر السبب.
 A(3, 5), B(6, 9), C(-4, -4), D(-2, 0)   

A(1, -3), B(0, -10), C(11, 8), D(10, 1)   

Å〈a, b〉 يمكنك سحب شكل هندسي باستعمال المتجه :ÜÉë°ùfG   
 . y إلى الإحداثي b وإضافة ، x إلى الإحداثي a ضافةlوذلك ب

حدّد المتجه الذي يُستعمل لسحب    (a  
FGH) إلى ′F′G′H) في 

الشكل المجاور.

إذا استعمل المتجه 〈6- ,3-〉  (b   
لسحب ′F′G′H) ، فمثّل بيانيًّا 

كلاًّ من 'F'G'H) ، وصورته 
. (F*G*H*

 . (F*G*H* إلى (FGH حدّد المتجه الذي يُستعمل لسحب  (c  

أوجد نقطة نهاية ممكنة لكل متجه مما يأتي، إذا علõمتó طوله ونقطة بدايته:
   √ & 37   , (-1, 4)   

10, (-3, -7)   

ôjƒ°üJ ádBG: عُلِّقت Ëلة تصوير    
معدة لمتابعة حدث رياضي 
بثلاثة حبال كما في الشكل 
المجاور، إذا كان الشد في 

كل حبل يمثِّل متجهًا، فأجب 
عما يأتي:

أوجد الصورة الإحداثية لكل متجه لأقرب عدد صحيح.  (a  

أوجد الصورة الإحداثية لمتجه المحصلة المؤثر على Ëلة   (b  
التصوير.

أوجد مقدار واتجاه محصلة القوى.  (c  

Iƒb: تؤثِّر قوة الجاذبية g وقوة الاحتكاك على صندوق في وضع    
السكون موضوع على سطح مائل، ويبيّن الشكل أدناه المركبتين 

المتعامدتين للجاذبية الأرضية )الموازية للسطح والعمودية عليه(. ما 
الوصف الصحيح لقوة الاحتكاك ليكون هذا الوضع ممكناً؟ 

25(

26(

27(

28(

29(

30(

31(

32(

33(

34(

35(

36(

37(

38(

y

O x

F'

G'
H'

F

G H

39(

40(

41(

26°

39°

1�c²

2�c²

3�c²

1000 N
51°

1200 N

700 N

42(
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��g0°
θ  

g

م�شائل مهارات التفكÕ العليا

تبرير: إذا كان a , b متجهين متواÛيين، فعب¬ر عن كلĄ من المتجهين    
.a , b حدا?ية مبي¬ناً العلاقة بينüا Òبالصور

تبرير: إذا أُعطيq طول متجه، ونقطة بدايته، فصف المحل    
الهندسي للنقاط التي يمكن أن تُمث¬ل نقطة نهايته. �إرشاد� المحل 

الهندسي هو مجموعة من النقاط تحق� شرطًا معي­ناً�.

تحدّ: إذا كانÛ qاوية اتجاì 〈x, y〉 هي °(4y) ، فأوجد قيمة x بدلالة    
. y

 ، a = 〈 x  1  ,  y  1  〉, b = 〈 x  2  ,  y  2  〉, c = 〈 x  3  ,  y  3  〉 :برهان: إذا كان
فأ<بت الخZائص اùتية:

a + b = b + a   

(a + b) + c = a + (b + c)   

k (a + b) = ka + kb ، حيث k عدد حقيقي.   

|ka| = |k| |a| ، حيث k عدد حقيقي.   

مراجعة تراكمية

دُمى اأ:�ال: يقوê محمد بسحب دميته بقوÒ مقدارها N 1.5 بواسطة    
ناب� مثب­q بها. �الدر�س 1- 1 �

إذا كان الناب� يصنع Ûاوية °52 مع سطح الأرß، فأوجد   (a  
.Òمن المركبتين الرأسية والأفقية للقو Ąمقدار كل

إذا رفع محمد الناب�، وأÉبح يصنع Ûاوية قياسها °78 مع   (b  
سطح الأرß، فأوجد مقدار كلĄ من المركبتين الأفقية والرأسية 

.Òللقو

استعمل مجموعة المتجهات اùتية لرسم متجه يمث»ل كلاًّ مما يأتي:  
�الدر�س 1 - 1�

n
m

p

  1 _ 2   p + 3n   n -   3 _ 4   m   

p + 2n - m   m - 3n   

تدريب على اختبار

È (-3, -4) ما طول المتجه الذي نقطة بدايته (5 ,2)، ونقطة نهايته   

    
 √ $ 82   C     

 √ $ 2    A  

    
 √ $$ 106   D     

 √ $ 26    B  

ما مساحة المثلث المجاور،     
È PR = RS أن qإذا علم

18  √ $ 3   D  18  √ $ 2   C  9  √ $ 3   B  9  √ $ 2   A  

43(

44(

45(

46(

47(

48(

49(

50(

52( 51(

54( 53(

55(

30°
P

R

S

6

56(
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ال�شرب الداخلي
Dot Product

تحمل كلمة الشغل معانٍ متعددة في الحياة اليومية، إلا أن لها معنى 
محددًا في الفيزياء، وهو مقدار القوة المؤثرة في جسم مضروبة في 
المسافة، التي يتحركها الجسم في اتجاه القوة. ومثال ذلك: الشغل 

المبذول لدفع سيارة مسافة محددة. ويمكن حساب هذا الشغل 
باستعمال عملية على المتجهات تسمى الضرب الداخلي.

ال�شرب الداخلي تعلمت في الدرس 2- 1 عمليتي الجمع والضرب في 
عدد حقيقي على المتجهات. وفي هذا الدرس سوف تتعلم عملية ثالثة على 
المتجهات. إذا كان لديك المتجهان المتعامدان a , b في الوضع القياسي، 

وكان    " BA     المتجه الواصل بين نقطتي نهاية المتجهين كما في الشكل المجاور. 
.  |   " BA  |  2  =  |a|  2  +  |b|  2  نك تعلم من نظرية فيثاغورس أنlف

.   |   " BA  |  2   وباستعمال مفهوم طول المتجه يمكنك إيجاد
=   √ $$$$$$$$$   ( a  1  -  b  1 )  2  +  ( a  2  -  b  2 )  2   | 

 
 " BA  | ¬éàe ∫ƒW ∞jô©J

=  ( a  1  -  b  1 )  2  +  ( a  2  -  b  2 )  2  | 
 
 " BA  |  2 ø«aô£dG ™uHQ

=   a  1   2  - 2 a  1  b  1  +   b  1   2  +   a  2   2  - 2 a  2  b  2  +   b  2   2  | 
 
 " BA  |  2 ¢SGƒbC’G ∂ oa

= (  a  1   2  +   a  2   2 ) + (  b  1   2  +   b  2   2 ) - 2( a  1  b  1  +  a  2  b  2 ) | 
 
 " BA  |  2 á©HôªdG OhóëdG ™ uªL

=  |a|  2  +  |b|  2  - 2( a  1  b  1  +  a  2  b  2 ) | 
 
 " BA  |  2 |a| =   √ """"   a  1   2  +   a  2   2    ,  |a|  2  =   a  1   2  +   a  2   2  , 

|b| =   √ """"   b  1   2  +   b  2   2     ,  |b|  2  =   b  1   2  +   b  2   2 

 .  a  1  b  1  +  a  2  b  2  = 0 متكافئتان، إذا وفقط إذا كان |a|  2  +  |b|  2  - 2( a  1  b  1  +  a  2  b  2 )  ، |a|  2  +  |b|  2   لاح� أن العبارتين
ى التعبير  a  1  b  1  +  a  2  b  2  الضرب الداخلي للمتجهين a , b ، ويُرمز له بالرمز a · b ، ويُقرأ الضرب الداخلي  ويُسمَّ

. a dot b أو يُقرأ اختصارًا ، a , b للمتجهين

 : »JB’Éc  a = 〈 a  1 ,  a  2 〉 , b = 〈 b  1 ,  b  2 〉 ø«¡éàª∏d »∏NGódG Üô°†dG ± sô©oj
a · b =  a  1  b  1  +  a  2  b  2      

لاح� أنه خلافًا لعمليتي الجمع والضرب في عدد حقيقي على المتجهات، فlن حاصل الضرب الداخلي لمتجهين 
يكون عددًا وليس متجهًا. ويتعامد متجهان غير صفريين، إذا وفقط إذا كان حاصل ضربهما الداخلي صفرًا. ويقال 

للمتجهين اللّذين حاصل ضربهما الداخلي صفر: متجهان متعامدان .

. a · b = 0 ¿Éc GPEG §≤ah GPEG ,øjóeÉ©àe a , b ø«jôØ°üdG ô«Z ¿É¡éàªdG ¿ƒµj

 على الرغم من أن حاصل الضرب الداخلي للمتجه الصفري في أي متجه Ëخر يساوي الصفر، أي أن :
0 a  1  + 0 a  2  = 0 = 〈 a  1 ,  a  2 〉 · 〈0 ,0〉 ، إلا أن المتجه الصفري لا يعامد أي متجه ËخرÅ لأنه ليس له طول أو اتجاه.

 ™ªédG »à«∏ªY â°SQO
 »≤«≤M OóY »a Üô°†dGh

 Év«°Sóæg äÉ¡éàªdG ≈∏Y
(1 -2 ¢SQódG ) .É vjôÑLh

 »∏NGódG Üô°†dG oóLCG  ■
 »a ¬∏ª©à°SCGh ,ø«¡éàªd

.Éª¡æ«H ájhGõdG OÉéjEG

»∏NGódG Üô°†dG
dot product

¿GóeÉ©àªdG ¿É¡éàªdG
Orthogonal vectors

π¨°ûdG
work

(b 1, b 2)

(a 1, a 2)

B

A

BA

x

y

b

aO

قرا%ة الريا�شيات

 ال�شرب القيا�شي 
 »a »∏NGódG Üô°†dG ≈ª°ùj

 Üô°†dÉH ¿É«MC’G ¢†©H
.»°SÉ«≤dG

ال�شرب الداخلي لمتجهين في الم�شتوى الاإحداثيمفهوم اأ�شا�شي

المتجهان المتعامدانمفهوم اأ�شا�شي
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أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v ، <م تحق� مما إذا كانا متعامدين .
u = 〈3, 6〉, v = 〈- 4, 2〉  (a  

 u · v = 3(-4) + 6(2)   

= 0    

بما أن u · v = 0 ، فlن u , v متعامدان كما هو    
ح في الشكل 1.3.1 . موضَّ

u = 〈2, 5〉, v = 〈8, 4〉  (b  

 u · v = 2(8) + 5(4)   

= 36    

بما أن u · v ≠ 0، فlن u , v غير متعامدين كما هو    
ح في الشكل 1.3.2 . موضَّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v، <م تحق� مما إذا كانا متعامدين .

u = 〈-2, -3〉, v = 〈9, -6〉  (1B  u = 〈3, -2〉, v = 〈-5, 1〉  (1A 

يحقق الضرب الداخلي الخصائص الآتية :

 :áë«ë°U á«JB’G ¢üFÉ°üîdG ¿EÉa ,É v«≤«≤M GkOóY k ¿Éch ,äÉ¡éàe u , v , w âfÉc GPEG

á«dGóHE’G á«°UÉîdG
™jRƒàdG á«°UÉN

»≤«≤M OóY »a Üô°†dG á«°UÉN
…ôØ°üdG ¬éàªdG »a »∏NGódG Üô°†dG á«°UÉN

¬éàªdG ∫ƒWh »∏NGódG Üô°†dG ø«H ábÓ©dG

u · v = v · u
u · (v + w) = u · v + u · w
k(u · v) = k u · v = u · k v
0 · u = 0
u · u =  |u|  2 

 u · u =  |u|  2 :¿CG äÉÑKEG
 u = 〈  u  1 ,  u  2  〉:¿CG ¢VôàaG

=   u  
1
   
2  +   u  

2
   

2
 u · u»∏NGódG Üô°†dG

=   (   
 

√ """"  u  1  2  +  u  2  2    )   
2
 (  u  1  2

   +  u  2  
2
   ) QòL ™Hôe IQƒ°U ≈∏Y ÖàcG

=  |u|  2    
 √ $$$  u  1  

2
   +  u  2  

2    = |u|

35 – 37 á∏Ä°SC’G »a ≈dhC’G çÓãdG ¢üFÉ°üîdG øgôÑà°S

. a = 〈-5, 12〉 يجاد طولü Åاستعمل الضرب الداخلي
. |a| =   √ $$ a · a   :نlف ، |a|  2  = a · a  :بما أن

=   √ $$$$$$$$  〈-5, 12〉 · 〈-5, 12〉  |〈-5, 12〉| a = 〈-5, 12〉

=   √ $$$$$  (-5)  2  +  12  2    = 13§ q°ùH

   تحقق من فهمك تحقق من فهمك
استعمل الضرب الداخليü Åيجاد طول كلĄ من المتجهات اùتية :

c = 〈-1, -7〉  (2B  b = 〈12, 16〉  (2A 

الزاوية θ بين أي متجهين غير صفريين a , b هي الزاوية بين هذين المتجهين، عندما يكونان في 
وضع قياسي كما في الشكل المجاور، حيث إن: θ ≤ π ≥ 0 ، أو θ ≤ 180° ≥ °0 ، ويمكن 

استعمال الضرب الداخليÅ لإيجاد قياس الزاوية بين متجهين غير صفريين.

ا�شتعمال ال�شرب الداخلي في التحقق من تعامد متجهين مDDثال 1

ال�شكل 1.3.1

y

xO

u

v

ال�شكل 1.3.2

y

xO

u
v

خ�شائ�س ال�شرب الداخلين�ريWة

الÍهان

ا�شتعمال ال�شرب الداخلي لاإيجاد ;ول متج¦مDDثال 2

θ a

b O
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:¿EÉa , a , b ø«jôØ°U ô«Z ø«¡éàe ø«H ájhGõdG »g θ âfÉc GPEG
cos θ =   a · b _ 

|a| |b|
   

:¿EÉa , √ÓYCG πµ°ûdG »a Éªc å∏ãe ´Ó°VCG a , b, b - a :¿Éc GPEG
=  |b - a|  2  |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θΩÉªàdG Üƒ«L ¿ƒfÉb
= ( b - a) · ( b - a) |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θ |u|  2  = u · u

= b · b - b · a - a · b + a · a |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θ»∏NGódG Üô°†∏d ™jRƒàdG á«°UÉN
=  |b|  2  - 2 a · b +  |a|  2  |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θu · u =  |u|  2 

= -2 a · b- 2 |a| |b| cos θø«aô£dG øe |a|  2  +  |b|  2   ìô£H
=   a · b _ 

|a| |b|
  cos θ-2|a| |b| ≈∏Y ø«aô£dG áª°ù≤H

أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلĄ مما يأتي:
u = 〈6, 2〉 , v = 〈-4, 3〉  (a  

=   u · v _ 
|u| |v|

  cos θø«¡éàe ø«H ájhGõdG

=   
〈6, 2〉 · 〈-4, 3〉

  __  
|〈6, 2〉| |〈-4, 3〉|

  cos θu = 〈6, 2〉 , v = 〈-4, 3〉

=   -24 + 6 _ 
  √ $ 40     √ $ 25  

  cos θ¬éàªdG ∫ƒW ,ø«¡éàªd »∏NGódG Üô°†dG

=   -18 _ 
10  √ $ 10  

  cos θ§ q°ùH

=  cos  -1    -18 _ 
10  √ $ 10  

   ≈ 125°θΩÉªàdG Ö«L ¢Sƒµ©e

أي أن قياس الزاوية بين u , v هو °125 تقريبًا، كما في الشكل أعلاه.   

u = 〈3, 1〉 , v = 〈3, -3〉  (b  

=   u · v _ 
|u| |v|

  cos θø«¡éàe ø«H ájhGõdG

=   
〈3, 1〉 · 〈3, -3〉

  __  
|〈3, 1〉| |〈3, -3〉|

  cos θu = 〈3, 1〉 , v = 〈3, -3〉

=   
9 + (-3)

 _ 
  √ $ 10     √ $ 18  

  cos θ¬éàªdG ∫ƒW ,ø«¡éàªd »∏NGódG Üô°†dG

=   1 _ 
  √ $ 5  

   cos θ§ q°ùH

=  cos  -1    1 _ 
  √ $ 5  

   ≈ 63°θΩÉªàdG Ö«L ¢Sƒµ©e

أي أن قياس الزاوية بين u , v هو °63 تقريبًا، كما في الشكل المجاور.   

ال�اوية بين متجهينمفهوم اأ�شا�شي

θ
b

a

b - a 

O

اإر�شادات للدرا�شة
المتجهات المتعامدة 

 والمتجهات المتوا6ية 
 Éª¡fEG :ø«¡éàªd ∫É≤j

 ájhGõdG âfÉc GPEG ,¿GóeÉ©àe
 ø«¡éàªd ∫É≤jh .90° Éª¡æ«H

 âfÉc GPEG ,¿ÉjRGƒàe Éª¡fCG
. 180° hCG 0° Éª¡æ«H ájhGõdG

الÍهان

اإيجاد قيا�س ال�اوية بين متجهين مDDثال 3

y

xO

125°v u

〈6, 2〉〈-4, 3〉

y

xO

〈3, -3〉
v

u 〈3, 1〉

63°
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلĄ مما يأتي:
u = 〈9, 5〉 , v = 〈-6, 7 〉  (3B  u = 〈-5, -2〉 , v = 〈4, 4〉  (3A 

من التطبيقات على الضرب الداخلي للمتجهات، حساب الشغل الناتج عن قوة، فlذا كانت F قوةً مؤثرةً في جسم 
 ـ" AB        ، فlن الش_ل W الناتج عن F يساوي مقدار  لتحريكه من النقطة A إلى B كما في الشكل أدناه، وكانت F موازيةً لِ

. W = |F|| 
 
 " AB  | أو ، B إلى A مضروبًا في المسافة من F القوة

F

A B

ولحساب الشغل الناتج من قوة ثابتة F ، بأي اتجاه لتحريك جسم 
 من النقطة A إلى B ، كما في الشكل المجاور، يمكنك استعمال الصيغة:

  W= F ·  
 
 " AB  

أي أنه يمكن حساب هذا الشغل بlيجاد الضرب الداخلي بين القوة الثابتة F ، والمسافة المتجهة   " AB     بعد كتابتهما في 
الصورة الإحداثية.

�شيارة: يدفع شخص سيارةً بقوةò <ابتةò مقدارها N 120 بزاوية 45° 
كما في الشكل المجاور، أوجد الش_ل المبذول بالجول لتحريك 

.�èهمال قوة الحتكاk10 �ب m السيارة

استعمل قاعدة الضرب الداخلي للشغل.

الصورة الإحداثية للقوة المتجهة F بدلالة مقدار القوة، وزاوية الاتجاه هي :
〈cos (- 45°), 120 sin (- 45°) 120〉 . الصورة الإحداثية لمتجه المسافة هي 〈0 ,10〉 .

= F ·  
 
 " AB  Wπ¨°û∏d »∏NGódG Üô°†dG IóYÉb

= 〈120 cos (-45°), 120 sin (-45°)〉 · 〈10, 0〉¢VuƒY

= [120 cos (-45°)](10) ≈ 848.5»∏NGódG Üô°†dG

أي أن الشخص يبذل J 848.5 من الشغلÅ لدفع السيارة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

تن�ي�: يدفع إبراهيم مكنسةً كهربائيةً بقوةٍ مقدارها N 25، إذا كان قياس   (4  
الزاوية بين ذراع المكنسة وسطح الأرض °60 ، فأوجد الشغل بالجول الذي بذله 

إبراهيم عند تحريك المكنسة مسافة m 6؟ 

θ
FFsin θ

Fcos θ
A B

ح�شاب ال�شغلمثال 4 من واق� ا«ياةمثال 4 من واق� ا«ياة

-45°
45° F

AB ! ��م�شقط Fعلى  w1

اإر�شادات للدرا�شة

 وحدات ال�شغل 
 »a π¨°ûdG ¢SÉ«b IóMh
 »g …õ«∏éfE’G ΩÉ¶ædG

 ΩÉ¶ædG »ah , πWQ ̀̀ ` Ωób
.∫ƒL hCG ôàe ̀̀ ` øJƒ«f …ôàªdG

60°

25 N
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ا إذا كانا  أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين v , u، <م تحق� مم¬
( 1 ∫Éãe) .متعامدين أم ل

u = 〈3, -5〉, v = 〈6, 2〉   

u = 〈9, -3〉, v = 〈1, 3〉   

u = 〈4, -4〉, v = 〈7, 5〉   

u = 11i + 7j, v = -7i + 11j   

u = 〈-4, 6〉, v = 〈-5, -2〉   

6يm ال�يتون: يمثِّل المتجه u = 〈406, 297 〉 أعداد علبتين    
 v =〈27.5, 15〉 مختلفتين من زيت الزيتون في متجرٍ، ويمثِّل المتجه

( 1 ∫Éãe) سعر العلبة من كلا النوعين على الترتيب
. u · v أوجد  (a  

فسّر النتيجة التي حصلت عليها في الفرع a في سياق المسألة.  (b  

( 2 ∫Éãe) .يجاد طول المتجه المعطىü Åاستعمل الضرب الداخلي
r = 〈-9, -4〉   m = 〈-3, 11〉   

t = 〈23, -16〉   v = 〈1, -18〉   

 rمما يأتي، وقرّب النات Ąفي كل u , v بين المتجهين θ أوجد قياس الزاوية
( 3 ∫Éãe) .òمن عشرة òإلى أقرب جزء
u = 〈0, -5〉, v = 〈1, -4〉   

u = 〈7, 10〉, v = 〈4, -4〉   

u = 〈-2, 4〉, v = 〈2, -10〉   

u = -2i + 3j, v = -4i - 2j   

مخيم ك�شفي: غادر يوسف ويحيى مخيَّمَهما الكشفي للبحث    
عن حطب. إذا كان المتجه u = 〈3, -5〉 يُمثّل الطريق الذي سلكه 

يوسف، والمتجه v = 〈-7, 6〉 يُمثّل الطريق الذي سلكه يحيى، 
( 3 ∫Éãe) .فأوجد قياس الزاوية بين المتجهين

في�يا%: يدفع طارق برميلًا على أرضٍ مستوية مسافة m 1.5 بقوةٍ    
مقدارها Å 534 N بزاوية °25، أوجد مقدار الشغل بالجول الذي يبذله 

( 4 ∫Éãe) .ٍطارق، وقرّب الناتج إلى أقرب عددٍ صحيح

534 N

أوجد متجهًا يعامد المتجه المعطى في كلĄ مما يأتي:
〈-2, -8〉   

〈3, 5〉   

〈7, -4〉   

〈-1, 6〉   

ارة: يعامد المتجه r في العجلة الدوارة في الوضع  Wعجلة دو   
القياسي متجه السرعة المماسية v عند أيِّ نقطةٍ من نقاط الدائرة.

¡�<��¤&��

r v

إذا كان طول نصف قطر العجلة ft 20 ، وسرعتها ثابتة ومقدارها   (a  
ft/s 40 ، فاكتب الصورة الإحداثية للمتجه r ، إذا كان يصنع 

زاويةً قياسها ˚35 مع الأفقي، ثم اكتب الصورة الإحداثية لمتجه 
السرعة المماسية في هذه الحالة قرّب الناتج إلى أقرب جزءٍ من 

مئةٍ.
ما الطريقة التي يمكن استعمالها لإثبات تعامد المتجه r ، ومتجه   (b  

السرعة باستعمال الصورتين الإحداثيتين اللتين أوجدتهما في 
الفرع a؟ وأثبت أن المتجهين متعامدان.

 Ąفي كل u فأوجد قيمةً ممكنةً للمتجه ، v , u · v إذا علمت كلاًّ من
مما يأتي:

v = 〈3, -6〉, u · v = 33   

v = 〈4, 6〉, u · v = 38   

مدر�شة: يسحب طالب حقيبته    
المدرسية بقوة مقدارها N 100، إذا بذل 

الطالب شغلًا مقداره J 1747 ، لسحب 
حقيبته مسافة m 31، فما قياس الزاوية 
بين قوة السحب والأفقي )بlهمال قوة 

الاحتكاك(؟

تدرب وحل ا½�شائل

1(

2(

3(

4(

5(

6(

8( 7(

10( 9(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(

θ

100 N

24(



31  »∏NGódG Üô°†dG  الدر�س 3 - 1

اختبر كل زوÕ من المتجهات في كلĄ مما يأتي، من حيq كونها متعامدة، أو 
متوازية، أو غير ذلك.

u = -  2 _ 
3
  ,   3 _ 

4
  , v = 〈9, 8〉   

u = 〈-1, -4〉, v = 〈3, 6〉   

أوجد قياس الزاوية بين كل متجهين في كلĄ مما يأتي، قرّب الناتr إلى أقرب 
. òعُشر

u = i + 5j, v = -2i + 6j   

u = 4i + 3j, v = -5i - 2j   

النقاط: (1 ,8) ,(7 ,4) ,(3 ,2) تُمثِّل رÍوس مثلثٍ، أوجد قياسات    
زواياه باستعمال المتجهات.

إذا علمت كلاًّ من &u, &v والزاوية θ بين المتجهين u, v ، فأوجد قيمةً 
. òةþمن م òإلى أقرب جزء rقرّب النات ، v ممكنةً للمتجه

u = 〈4, -2〉, |v| = 10, θ = 45°   

u = 〈3, 4〉, |v| =   √ $ 29  , θ = 121°   

م�شائل مهارات التفكÕ العليا

تبرير: اختبر صحة أو خطأ العبارة الآتية:   

إذا كانت |d|, |e|, |f| تُمثِّل ثلاثية فيثاغورس، وكانت الزاويتان بين    
d , e وبين e , f حادتين، فlن الزاوية بين d , f يجب أن تكون قائمة. 

ر تبريرك. فسِّ
اكت�ش� الخطاأ: يدرس كل° من فهدٍ وفيصلٍ خصائص الضرب    
الداخلي للمتجهات، فقال فهد: إن الضرب الداخلي للمتجهات 

 عملية تجميعيةÅ لأنها إبداليةÅ أي أن: 
w = u · (v · w) · (u · v)، ولكن فيصل عارضه، فأيهما كان على 

ح إجابتك. صواب؟ وضِّ

اكتب: وضّح كيف تجد الضرب الداخلي لمتجهين غير صفريين.   

 ،  u = 〈 u  1  ,  u  2 〉 , v = 〈 v  1  ,  v  2  〉 , w = 〈 w  1  ,  w  2 〉:برهان: إذا كان
فأ<بت خZائص الضرب الداخلي اùتية:

u · v = v · u   

u · (v + w) = u · v + u · w   

k(u · v) = ku · v = u · k v   

برهان: إذا كان قياس الزاوية بين المتجهين u , v يساوي 90°،    
فأثبت أن u · v = 0 باستعمال قاعدة الزاوية بين متجهين غير 

صفريين.

مراجعة تراكمية

 _ a = 〈10, 1〉 , b = 〈-5, 2.8〉 , c = 〈  3 ، فأوجد 
4
إذا علمت: أن 〈9- ,  

(1 - 2 ¢SQódG) :كلاًّ مما يأتي

b - a + 4c   

c - 3a + b   

  2a - 4b + c   

  : x تية مع التجاه الموجب لمحورùمن المتجهات ا Ąأوجد زاوية اتجاه كل
(1 - 2 ¢SQódG)

-i - 3j   

〈-9, 5〉   

〈-7, 7〉   

تدريب على اختبار

ما قياس الزاوية بين المتجهين 〈1- ,1-〉 , 〈0 ,9-〉 ؟   

90°  C  0°  A  

135°  D  45°  B  

إذا كان:s = 〈4, -3〉 , t = 〈-6, 2〉  ، فأي° مما يأتي يمثِّل r ، حيث   
r = t - 2s ؟

〈-14, 8〉  C  〈14, 8〉  A  

〈-14, -8〉  D  〈14, 6〉  B  

25(

26(

27(

28(

29(

30(

31(

32(

33(

34(

35(

36(

37(

38(

39(

40(

41(

42(

43(

44(

45(

46(
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 ،qتية مستعملًا قاعدة المثلùمن المتجهات ا Õلة كل زوZأوجد مح
ب المحZلة إلى أقرب جزءò من عشرةò من  أو متوازي اúضلاâ، وقر»

د اتجاهها بالنسبة ل±فقي ، مستعملًا المسطرة والمنقلة .   السنتمتر، <م حد»
( 1 -1 ¢SQódG)

    
a

b

  

f

g

  

الت�لsX: يسحب شخص مزلجةً على الجليد بقوةٍ مقدارها    
N 50 بزاوية °35 مع الأفقي، أوجد مقدار كلĄ من المركبة الأفقية، 
( 1 -1 ¢SQódG) .والعمودية للقوة ، وقرّب إلى أقرب جزء من مئة

(1 -1 ¢SQódG)    1 _ 2    c -  3 d ارسم شكلًا يُمثِّل المتجه   

d
c

ي  óا يأتي بدللة متجه اكتب    " BC     المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته، في كلĄ مم¬
( 1 -2 ¢SQódG) . i , j الوحدة

B(10,-6), C(-8,2)   B(3,-1), C(4,-7)   

B(4, -10 ), C ( 14, 10)   B(1,12), C(-2,-9)   

 ،      " AB  ِـ اختيار من متعدد: أي° مما يأتي يُمثِّل الصورة الإحداثية ل   
حيث A (- 5 , 3 ) نقطة بدايته، و B( 2 , - 1) نقطة نهايته؟  

( 1 -2 ¢SQódG)
〈-4, 7 〉  C  〈4, -1〉  A  

〈-6, 4〉  D  〈7, -4〉  B  

كرة �شلة: ركض راشد في اتجاه السلة في أثناء مباراة بسرعة    
ب كرةً بسرعة m/s 8 بزاويةٍ  m/s 2.5 ، ومن منتصف الملعب صوَّ

( 1 - 2 ¢SQódG) .قياسها °36 مع الأفقي
8 m/s

2.5 m/s

36°

اكتب الصورة الإحداثية للمتجهين اللّذين يُمثِّلان سرعة راشد ،   (a  
ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة. وسرعة الكرة ، قرِّ

ب المحصلة إلى  ما السرعة المحصلة، واتجاه حركة الكرة؟ قرِّ  (b  
أقرب جزء من عشرة، وقياس الزاوية إلى أقرب درجة. 

أوجد الZورة اüحدا<ية، وطول المتجه المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته 
ب الناتr إلى أقرب جزء من  على الترتيب في كلĄ مما يأتي ، قر»

( 1 -2 ¢SQódG) .عشرة
Q(1, -5) ,R(-7, 8)   A(-4, 2) ,B(3,6)   

ب الناتr إلى أقرب درجة:   أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u, v، وقر»
( 1 -3 ¢SQódG)

u=〈9 ,-4〉, v=〈-1, -2〉   

u=〈8, 4〉, v=〈-2, 4〉   

u=〈2, -2〉, v=〈3, 8〉   

اختيار من متعدد: إذا كان :    
u = 〈 2 , 3 〉, v = 〈 - 1, 4 〉, w = 〈 8 , -5 〉 ، فما ناتج 

( 1 -3 ¢SQódG) ؟ ( u · v ) + ( w · v )

15  C  -2  A  

38  D  -18  B  

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين في كلĄ مما يأتي، <م تحق¬� مما إذا كانا 
( 1 -3 ¢SQódG)  :متعامدين أم ل

〈4, -3〉·〈7, 4〉   〈2, -5〉·〈4, 2〉   

〈3, -6〉·〈10, 5〉   〈1, -6〉·〈5, 8〉   

عربة: يسحب أحمد عربةً بقوةٍ مقدارها N 25 ، وبزاوية °30 مع    
( 1 -3 ¢SQódG)  .الأفقي كما في الشكل أدناه

30°

25 N

 ،150 m ما مقدار الشغل الذي يبذله أحمد عندما يسحب العربة  (a   
قرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة.

إذا كانت الزاوية بين ذراع العربة والأفقي °40 ، وسحب أحمد   (b  
العربة المسافة نفسها، وبالقوة نفسها، فهل يبذل شغلًا أكبر أم 

أقل؟ فسّر إجابتك.

 اختبار منت�ش� الف�شل
الدرو�س من 1- 1 اإلى 3 - 1

2( 1(

3(

4(

6( 5(

8( 7(

9(

10(

12( 11(

13(

14(

15(

16(

18( 17(

20( 19(

21(
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المتجهاn في الف�صا% الثÒثي الاأبعاد
Vectors in Three-Dimensional Space

üطلاÉ çارو×ò في الa\اÊ، يل~ê تحديد اتجاهه وÛاويته في الa\اÊ. وبما أن مaاهيم المسافة 
 Êا\aالمتجه إلى ال êهوaفلا بد من توسيع  م ،îفي المستو Òير مقيدQ المتجهة Òوالسرعة والقو

الثلا?ي الأبعاد.
الا(حداثياn في الف�صا% الثÒثي الاأبعاد المستوî اüحدا?ي� هو ن^اê إحدا?ي ?نائي 

الأبعاد يتشكل بواسطة خط­ي أعداد متعامدين، هما المحور x والمحور y ، اللذان يتقاطعان في 
 Õوتحتا ،îفي المستو òبتحديد وتعيين نقاط êل. ويسمح ل� هذا الن^اÉنقطة تسمى نقطة الأ

إلى نظام اüحدا<يات الثلا<ي اúبعادÅ لتعيين نقطةò في الa\اÊ، فنبدأ بالمستوxy î ، ون\عه 
 z ى المحور بصورÒ تُ^هر عمقاً للشكل كما في الشكل 1.4.1، ?م ن\يف محورًا ?الثًا يُسم­

يمر بنقطة الأÉل، ويعامد كلاă من المحورين y، x  كما في الشكل 1.4.2. فيكون لدينا ?لا?ة 
ى كل° منها  مستويات هي xy, yz, xz ، وتقسم هذì المستويات الa\اÊ إلى ?ماني مناط�، يُسم­

الث́مُن ، ويمكن تمثيل الث́مُن الأول بج~Ê الحجرÒ في الشكل 1.4.3.

ال�ص�ل 1.4.3

xyم�شتوىDال

z

x

y

yz ا½�شتوى
xz ا½�شتوى

ال�ص�ل 1.4.2    

O

z  +

y+

x+

ال�ص�ل 1.4.1     

x

yO

 تُمث­ل النقطة في الa\اÊ بثلا<يات مرتبة من الأعداد الحقيقية (x, y, z)، ولتعيين مثل هذì النقطة، عيّن أولًا النقطة
. z بحسب المسافة المتجهة التي يُمثّلها ، z يًا للمحورÛل مواaلأعلى، أو إلى أس èم تحر? ، x y îفي المستو (x, y)

عي»ن كلاًّ من النقطتين اùتيتين في نظام اüحدا<يات الثلا<ي اúبعاد:
( 4 , 6 , 2 )  (a  

عيّن (6 , 4) في المستوx y î بوضع إشارÒ مناسبة،    
?م ضع نقطةً على بُعد وحدتين أعلى اüشارÒ التي 

. ìكما في الشكل أدنا ، z المحور ÒاÛوضعتها، وبموا

z

y

x

O (4, 6, 2)

6

4

(-2 , 4 , -5)  (b  

 Òبوضع إشار x y îعيّن (4 , 2-) في المستو   
مناسبة، ?م ضع نقطةً على بُعد 5 وحداتò أسaل 

اüشارÒ التي وضعتها، وبمواÛاÒ المحور z ، كما في 
.ìالشكل أدنا

O

(-2, 4, -5)

-2

4
y

x

z

 
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

عي»ن كلاًّ من النقاà اùتية في نظام اüحدا<يات الثلا<ي اúبعاد:
(5 , -4 , -1)  )1C   (3 , 2 , -3)  )1B   (-3 , -4 , 2)  )1A 

در�صh المتج�اi في الن�ا� 
الثنا(ي الأبعاد هند�صيVا 

ا. الدر�س  (1-1) Vو/بري

ا� ومتج�اi في  K:نُ نقاUاأعي  ■
الن�ا� الإحدا.ي الثÉ.ي 

الأبعاد.
ا�  Vبري/ iرُ عن المتج�اUاأعب  ■
واأُ/ري العملياi علي�ا في 

ال��صاء الثÉ.ي الأبعاد.

ن�ا� الإحدا.ياi الثÉ.ي 
الأبعاد

 three - dimensional
coordinate system

 z المحور

z-axis

الثُمن

octant

الثÉ.ي المرتب
ordered triple

تعيّين نق�ة في الف�صا% مDDثال 1

اإر�شادات للدرا�شة

 تدريs المحاور 
تذكر اأن التدريn في المحاور 
 iة في ن�ا� الإحدا.يا.Éالث

. Mي الأبعاد مت�صاو.Éالث

راب� الدر�س الرBمي
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عملية إيجاد المسافة بين نقطتين، وإيجاد نقطة منتصف قطعة مستقيمة في الفضاء تشبهان عملية إيجاد المسافة، ونقطة 
منتصف قطعة مستقيمة في المستوى الإحداثي .

 A( x   1 ,  y   1 ,  z   1 ) , B( x   2 ,  y   2 ,  z   2 ) ø«à£≤ædG ø«H áaÉ°ùªdG ≈£©oJ
:á¨«°üdÉH

AB =   √ """"""""""""""    ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2    

:á¨«°üdÉH AB  
___

  p `d M ∞°üàæªdG á£≤f ≈£©Jh
M (  

 x  1  +   x  2 
 _ 2   ,   

 y  1  +   y  2 
 _ 2   ,   

 z  1  +   z  2 
 _ 2  )  

رحلة: تتحرè العربة في الشكل المجاور على 
تين تسمح للمتنزهين  ¬Zسلسلة مشدودة، ترب� بين من

بالمرور فوç مناظر طبيعية خلابة. إذا مُثلت المنZتان 
بالنقطتين: (50 ,12 ,10) , (30 , 92 ,70)، وكانت 

اüحدا<يات معطاة باúقدام، فأجب عما يأتي:
تóين  ¬Zأوجد طول السلسلة اللازمة للرب� بين المن  (a  

 . òإلى أقرب قدم
استعمل صي_ة المسافة بين نقطتين.   

=   √ """""""""""""    ( x  2  -  x  1 )  2  +  (  y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2   ABáaÉ°ùªdG á¨«°U

=   √ """""""""""""    (70 - 10)  2  +  (92 - 12)  2  +  (30 - 50)  2    ( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) = (70, 92, 30) , ( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) = (10, 12, 50)

≈ 101.98§ q°ùH

تين. أي أننا نحتاÕ إلى حبلٍ طوله ft 102 تقريبًا للربط بين المنصَّ   

تين.  ¬Zالمسافة بين المن �Zأوجد إحدا<يات منت  (b  

استعمل صيغة نقطة المنتصف في الفضاء .   

=  (   
 x  1  +  x  2 

 _ 
2
   ,   

 y  1  +  y  2 
 _ 2   ,   

 z  1  +  z  2 
 _ 2   ) M∞°üàæªdG á¨«°U

=  (   10 + 70 _ 2   ,   12 + 92 _ 2   ,   50 + 30 _ 2   ) ( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) = (70, 92, 30) , ( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) = (10, 12, 50)

= (40, 52, 40)
أي أن إحداثيات منتصف المسافة بين المنصتين هي (40 ,52 ,40)   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

;ائرات: تفرض أنظمة السلامة ألاَّ تقل المسافة بين الطائرات عن mi 0.5 في أثناء طيرانها، إذا علمت أن   (2  
 طائرتين تطيران فوق إحدى المناطق، وفي لحظةٍ معينةٍ كانت إحداثيات موقِعَي الطائرتين:

(28000 ,250- ,450) , (30000 ,150 ,300)، مع العلم بأن الإحداثيات معطاة بالأقدام، فأجب عما يأتي:

هل تخالف الطائرتان أنظمة السلامة؟  (A  

، وانفجرت في منتصف المسافة بين الطائرتين، فما إحداثيات نقطة الانفجار؟ ñنارية ñإذا أطلقت ألعاب  (B  

: الميل = 5280 قدمًا ñإرشاد   

�شيغتا الم�شافة ونقطة المنت�ش� في الف�شا% مفهوم اأ�شا�شي

O y

x

z

B(x 2 , y 2 , z2)

A(x    1 , y 1 , z1)

M

الم�شافة بين نقطتين ونقطة منت�ش� قطعة م�شتقيمة في الف�شا% مثال 2 من واق� ا«ياةمثال 2 من واق� ا«ياة

50 ft

30 ft

0

 ,á≤gÉ°ûdG äÉjÉæÑdG ¿Éµ°S ™àªà°ùj
 ,á©ØJôªdG øcÉeC’G »a É k°Uƒ°üN

 Qƒ°ùédÉc áæjóªdG øe AGõLCG IógÉ°ûªH
. ïdEG ... ≥FGóëdGh ,QhôªdG ácôMh
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المتجهات في الف�شا% إذا كان v متجهًا في الفضاء في وضع قياسي، وكانت (  v  1  ,  v  2  ,  v  3  ) نقطة نهايته، فlننا نعبّر 
 عنه بالصورة الإحداثية 〈  v  1  ,  v  2  ,  v  3 〉 ،كما يُعبّر عن المتجه الصفري بالصورة الإحداثية 〈0 ,0 ,0〉 = 0 ، 

وعن متجهات الوحدة القياسية بالصورة الإحداثية i = 〈1, 0, 0〉, j = 〈0, 1, 0〉, k = 〈0, 0, 1〉 ، كما في 
 i, j, k على صورة توافق خطي لمتجهات الوحدة v الشكل 1.4.4 ، ويمكن التعبير عن الصورة الإحداثية للمتجه 

. 〈 v  1  ,  v  2  ,  v  3  〉 =  v  1 i +  v  2  j +  v  3  k  :كما يأتي

مث»ل بيانيًّا كلاًّ من المتجهين اùتيين في نظام اüحدا<يات الثلا<ي اúبعاد:
v = 〈3, 4, -2〉  (a  

عيِّن النقطة (2- ,4 ,3) ، ثم مثِّل المتجه v بيانيًّا، بحيث تكون    
النقطة (2- ,4 ,3) نقطة نهايته. 

p = 4 i + 3 j + k  (b  

عيِّن النقطة (1 ,3 ,4) ، ثم مثِّل المتجه p بيانيًّا، بحيث تكون    
النقطة (1 ,3 ,4) نقطة نهايته.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

مث»ل بيانيًّا كلاًّ من المتجهين اùتيين في نظام اüحدا<يات الثلا<ي اúبعاد:
u = 〈-4, 2, -3〉  (3A 

w = -i -3 j + 4 k  (3B 

 ، Öنه يمكن أن تُجرى عليها عمليات الجمع، والطرlإذا كُتبت المتجهات في الفضاء على الصورة الإحداثية، ف
والضرب في عدد حقيقي كما هي الحال في المتجهات في المستوى الإحداثي.

: ¿EÉa , É v«≤«≤M GkOóY k ¿Éch ,AÉ°†ØdG »a ø«¡éàe b = 〈  b   1  ,  b   2  ,  b  3  〉, a =   〈 a  1  ,  a  2  ,  a  3  〉 ¿Éc GPEG
a + b = 〈  a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2  ,  a  3  +  b  3  〉 جم� متجهين 
a - b = a + (-b) = 〈  a  1  -  b  1  ,  a  2  -  b  2  ,  a  3  -  b  3  〉 ;رw متجهين 
     k a = 〈 k a  1  , k a  2  , k a  3  〉  حقيقيٍّ  Qفي عدد  Q¦شرب متج�

 تعيين متج¦ في الف�شا%مDDثال 3

O

( 3 , 4 , -2 )

y

x

z

v

O y

x

z

p

( 4 , 3 , 1 )

العمليات على المتجهات في الف�شا% مفهوم اأ�شا�شي

ال�شكل 1.4.4

y

x

z

(v1, v2, v3 )

v1

v2

v3

xv
k

i
j

(0, 0, 1)

(1, 0, 0) (0, 1, 0)
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:  y = 〈 3 , -6 , 2 〉, w = 〈 -1 , 4 , -4 〉 , z = 〈 -2 , 0 , 5 〉:أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات
4 y + 2 z  (a  

= 4〈 3 , -6 , 2 〉 + 2〈-2 , 0 , 5 〉4 y + 2 z¢VqƒY
= 〈 12 , -24 , 8〉 + 〈-4 , 0 , 10 〉»≤«≤M OóY »a É k¡éàe Üô°VG
= 〈 8 , -24 , 18 〉ø«¡éàªdG ™ªLG

2 w - z + 3 y  (b  

= 2〈 -1 , 4 , -4 〉 - 〈 -2 , 0 , 5 〉 + 3〈 3 , -6 , 2 〉2w - z + 3y¢VqƒY
= 〈 -2 , 8 , -8 〉 + 〈 2 , 0 , -5 〉 + 〈 9 , -18 , 6 〉»≤«≤M mOóY »a m¬éàe Üô°VG
= 〈 9 , -10 , -7 〉äÉ¡éàªdG ™ªLG

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
:  y = 〈 3 , -6 , 2 〉, w = 〈 -1 , 4 , -4 〉 , z = 〈 -2 , 0 , 5 〉:أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات

3 y + 3 z - 6 w  (4B  4 w - 8 z  (4A 

   
 
 ' AB  وكما في المتجهات ذات البُعدين، نجد الصورة الإحداثية للمتجه

الذي نقطة بدايته A( x  1  ,  y  1  ,  z  1 ) ونقطة نهايته B(  x  2  ,  y  2  ,  z  2  ) ، وذلك 
بطرÖ إحداثيات نقطة البداية من إحداثيات نقطة النهاية.

 
 
 ' AB   = 〈  x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 ,  z  2  -  z  1  〉

،   |   ' AB  | =   √ """"""""""""""    ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  (  z  2  -  z  1 )  2   :وعندها يكون
 وهذا يعني أنه إذا كان: ' AB   = 〈 a  1  ,  a  2  ,  a  3 〉     ، فlن:

| 
 
 ' AB  | =    √ """""  a  1  2  +  a  2  2  +  a  3  2          

u =    
 
 ' AB   _ 

| 
 
 ' AB  |

ويكون متجه الوحدة u باتجاه    ' AB     هو   

 ، B ( 3 , 6 , -6 ) ونقطة نهايته ، A ( -4 , -2 , 1 ) الذي نقطة بدايته      $ AB  حدا<ية، وطولüورة اZأوجد ال
.   

 
  $ AB  م أوجد متجه الوحدة باتجاه>

= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1  ,  z  2  -  z  1 〉   
 
 ' AB  ¬éàªd á«KGóME’G IQƒ°üdG

= 〈3-(-4), 6-(-2), -6-1〉=〈7, 8, -7〉( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) = (-4, -2, 1) , ( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) = (3, 6, -6)

   هو :
 
 ' AB    ن طولlوباستعمال الصورة الإحداثية، ف

=   √ """"""   7  2  +  8  2  +  (-7)  2     | 
 
 ' AB  | 

 
  $ AB  = 〈7, 8, -7〉

= 9   √ " 2  

ويستعمل هذا الطول والصورة الإحداثيةÅ لإيجاد متجه وحدة u باتجاه   ' AB     كما يأتي:
=    

 
 ' AB   _ 

| 
 
 ' AB  |

  u  
 
  $ AB  √ÉéJÉH IóMh ¬éàe

=   
〈 7 , 8 , -7 〉

 _ 
9   √ " 2  

   =    7   
 √ " 2   _ 

18
   ,   4   √ " 2   _ 

9
   ,   

-7   √ " 2   
 _ 

18
    

 
  $ AB  = 〈7, 8, -7〉 , | 

 
  $ AB | = 9  √ & 2  

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الZورة اüحدا<ية، وطول   $ AB     المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته ، <م أوجد متجه الوحدة باتجاه   $ AB     في كلĄ مما  يأتي:

A (-1 , 4 , 6) , B ( 3 , 3 , 8 )  (5B   A (-2 , -5 , -5 ) , B( -1 , 4 , -2 )  (5A 

العمليات على المتجهات في الف�شا% مDDثال 4 اإر�شادات للدرا�شة

 العمليات على المتجهات 
 ≈∏Y äÉ«∏ª©dG ¢üFÉ°üN

 AÉ°†ØdG »a äÉ¡éàªdG
 »a É¡°ùØf ¢üFÉ°üîdG »g

.»KGóME’G iƒà°ùªdG

O y

x

z

B(x 2 , y 2 , z 2 )

A( x 1 , y 1 , z 1)

امDDثال 5 Zالتعبير عن المتجهات في الف�شا% جبري
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( 1 ∫Éãe) :بعادúحدا<يات الثلا<ي اüعي»ن كل نقطة مما يأتي في نظام ا
 (1, -2, -4)   

(3, 2, 1)   

 (-5, -4, -2)   

(-2, -5, 3)   

(2, -2, 3)   

(-16, 12, -13)   

أوجد طول القطعة المستقيمة المعطاة نقطتا نهايتها وبدايتها، <م أوجد 
( 2 ∫Éãe) :مما يأتي Ąفها في كلZإحدا<يات نقطة منت

 (-4, 10, 4), (1, 0, 9)   

(-6, 6, 3), (-9, -2, -2)   

 (8, 3, 4), (-4, -7, 5)   

(-7, 2, -5), (-2, -5, -8)   

ارون: في لحظةٍ ما أثناء تدريب عسكري، كانت إحداثيات  Wي;   
موقع طائرة (19300 ,121- ,675)، وإحداثيات موقع طائرةٍ أخرى 

(16100 ,715 ,289-) ، علمًا بأن الإحداثيات معطاة بالأقدام.  
( 2 ∫Éãe)

بة إلى أقرب قدم . أوجد المسافة بين الطائرتين مقرَّ  (a  

عيّن إحداثيات النقطة التي تقع في منتصف المسافة بين   (b  
الطائرتين في تلك اللحظة.

مثّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهات اùتية في نظام اüحدا<يات الثلا<ي 
( 3 ∫Éãe) :بعادúا

a = 〈0, -4, 4〉   

b = 〈-3, -3, -2〉   

c = 〈-1, 3, -4〉   

d = 〈4, -2, -3〉   

v = 6i + 8j -2k   

w = -10i + 5k   

m = 7i -6j + 6k   

n = i -4j -8k   

 أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات : 
  . a = 〈-5 , -4 , 3 〉, b = 〈6 , -2 , -7 〉, c = 〈-2 , 2 , 4 〉

( 4 ∫Éãe)
6a - 7b + 8c   

7a - 5b   

2a + 5b - 9c   

6b + 4c - 4a   

8a - 5b - c   

-6a + b + 7c   

 أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات : 
  . x = -9i + 4j + 3k , y = 6i - 2j - 7k , z = -2i + 2j + 4k

( 4 ∫Éãe)
7x + 6y   

3x - 5y + 3z   

4x + 3y + 2z   

-8x - 2y + 5z   

-6y - 9z   

-x - 4y - z   

 Ąالمُعطاة نقطتا بدايته ونهايته، في كل      $ AB   حدا<ية، وطولüورة اZأوجد ال
( 5 ∫Éãe) .  

 
  $ AB   مما يأتي، <م أوجد متجه الوحدة في اتجاه

A(-5, -5, -9), B(11, -3, -1)   

A(-4, 0, -3), B(-4, -8, 9)   

A(3, 5, 1), B(0, 0, -9)   

A(-3, -7, -12), B(-7, 1, 8)   

A(2, -5, 4), B(1, 3, -6)   

A(8, 12, 7), B(2, -3, 11)   

A(3, 14, -5), B(7, -1, 0)   

A(1, -18, -13), B(21, 14, 29)   

تدرب وحل ا½�شائل

1(

2(

3(

4(
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11(
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18(

19(

20(

21(

22(

23(

24(

25(

26(

27(

28(

29(

30(

31(

32(

33(

34(

35(

36(

37(

38(

39(
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ا يأتي: −−−  ، فأوجد إحدا<يات النقطة P في كلĄ مم¬
 MP  �Zمنت N إذا كانت

M(3, 4, 5), N (  7 _ 
2
  , 1, 2)   

M(-1, -4, -9), N(-2, 1, -5)   

M(7, 1, 5),  N (5, -   1 _ 
2
   , 6)   

M (  3 _ 
2
  , -5, 9) ,  N (-2, -   13 _ 

2
  ,   11 _ 2  )   

ع هاشم لحمل بالونٍ كدليل في استعراض رياضي. إذا  �: تَطَوَّ Xتطو   

كان البالون يرتفع ft 35 عن سطح الأرض، ويمسك هاشم بالحبل 
الذي ثبت به البالون على ارتفاع ft 3 عن سطح الأرض، كما في 

الشكل أدناه، فأوجد طول الحبل إلى أقرب قدمٍ.
z

35 ft

10 ft

4 ft

3 ft y

x
�~7G

حدّد نوâ المثلq الذي رÍوسه هي النقاà الثلاÔ في كلĄ مما يأتي �قائم 
:�âضلاúالزاوية، أو متطاب� الضلعين، أو مختل� ا

A(3, 1, 2) , B(5, -1, 1) , C(1, 3, 1)   

A(4, 3, 4) , B(4, 6, 4) , C(4, 3, 6)   

A(-1, 4, 3) , B(2, 5, 1) , C(0, -6, 6)   

كرات: استعمل قانون المسافة بين نقطتين في الفضاءÅ لكتابة صيغة    
. r وطول نصف قطرها ،(h, k, () عامة لمعادلة كرة مركزها 

"إرشاد: الكرة هي مجموعة نقاط في الفضاء تبعد بعدًا ثابتًا )نصف 
القطر( عن نقطة ثابتة )المركز(".

استعمل الZي_ة العامة لمعادلة الكرة التي وجدتها في السjال ü Å48يجاد 
معادلة الكرة المعطى مركزها، وطول ن�Z قطرها في كلĄ مما يأتي:

مركزها (3 ,2- ,4-) ، طول نصف قطرها  4   

مركزها (1- ,0 ,6) ، طول نصف قطرها      2 _ 1   

مركزها (4 ,3- ,5) ، طول نصف قطرها      3 " √    

مركزها (1- ,7 ,0) ، طول نصف قطرها  12   

م�شائل مهارات التفكÕ العليا

: إذا كانت M هي نقطة منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين  تحدٍّ   
النقطتين:M  1 (-1, 2, -5),  M  2 (3, 8, -1)   ، فأوجد إحداثيات 

.  M  1 M منتصف القطعة المستقيمة
اكتب: اذكر موقفًا يكون فيه استعمال النظام الإحداثي الثنائي    

الأبعاد أكثر منطقية، وËخر يكون فيه استعمال النظام الإحداثي الثلاثي 
الأبعاد أكثر منطقية.

مراجعة تراكمية

 Ąالمُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كل      $ AB   حدا<ية وطولüورة اZأوجد ال
( 1 -2 ¢SQódG) :ا يأتي مم¬

A(6, -4), B(-7, -7)   

A(-4, -8), B(1, 6)   

A(-5, -12), B(1, 6)   

ي  óلمتجه Ąخط»ي òالمعطاة نقطتا بدايته ونهايته على صورة تواف�      $ DE   اكتب
( 1 -2 ¢SQódG) :ا يأتي الوحدة i , j في كلĄ مم¬

D (-5,   2 _ 3  ) , E (-   4 _ 
5
  , 0)   

D (-   1 _ 
2
  ,   4 _ 7  ) , E (-   3 _ 

4
  ,   5 _ 7  )   

D(9.7, -2.4), E(-6.1, -8.5)   

تدريب على اختبار

ما نوع المثلث الذي رÍوسه هي النقاط    
A(0, 3, 5) , B(1, 0, 2) , C(0, -3, 5) ؟

قائم الزاوية  A  

متطابق الضلعين  B  

متطابق الأضلاع  C  

مختلف الأضلاع  D  

40(

41(

42(

43(

44(

45(

46(

47(

48(

49(

50(

51(

52(

53(

54(

55(

56(

57(

58(

59(

60(

61(
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ال�صرj الداخ�ي وال�صرj الاتجاKي ل�متجهاn في الف�صا%
Dot and Cross Products of Vectors in Space

ا إذا كان خط­ا سير طائرتين متواÛيين  يستعمل طارç المتجهاتÅ ليتحق� مم­
 Òقلاع، ونقطتين تصلان إليهما بعد فترüوذل� بمعرفة إحدا?يات نقطَتَي ا Åلا êأ

Ûمنية معينة.
 Êا\aالداخ�ي في الف�صا% إيجاد ال\رب الداخلي لمتجهين في ال jال�صر

يشبه إيجادì لمتجهين في المستوî، وكما هي الحال مع المتجهات في 
المستوî، يتعامد متجهان Qير aÉريين في الa\اÊ، إذا وفق� إذا كان حاÉل ضربهما الداخلي aÉرًا.

� ال�صرe الداخلي للمتج�ين:a = 〈 a  1  ,  a  2  ,  a  3  〉 , b = 〈 b  1 ,  b  2 ,  b  3 〉  في ال��صاء كالآتي: يُعَرَّ

 a · b =  a  1  b  1  +  a  2  b  2  +  a  3  b  3 � ويكون المتج�ان =ير ال�ص�ريين a , b متعامدين � اإ3ا وفق� اإ3ا كان 
a · b = 0

د ما إذا كانا متعامدين أم ل: أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م حد»
u = 〈-7, 3, -3〉, v = 〈5, 17, 5〉  (a  

= -7(5) + 3 (17) + (-3)(5)u · v

= -35 + 51 + (-15) = 1

وبما أن u · v ≠ 0 ، فlن Q u , vير متعامدين .   

u = 〈3, -3, 3〉, v = 〈4, 7, 3〉  (b  

= 3(4) + (-3)(7) + 3 (3)u · v

= 12 + (-21) + 9 = 0

وبما أن u · v = 0 ، فlن u , v متعامدان.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
د ما إذا كانا متعامدين أم ل: أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م حد»

u = 〈4, -2, -3〉, v = 〈1, 3, -2〉  (1B  u = 〈3, -5, 4〉, v = 〈5, 7, 5〉  (1A 

. cos θ =   a · b _ 
|a| |b|

وكما هو في المتجهات في المستوî، إذا كانθ q هي ال~اوية بين متجهين Qير aÉريين  a , b في الa\اÊ فlن    

.òمن عشرة òإلى أقرب جزء ،  u = 〈3 , 2 , -1〉 , v = 〈-4 , 3 , -2〉:إذا كان ، u , v بين θ أوجد قياس الزاوية
=   u · v _ 

|u| |v|
  cos θاوية بين متج�ينyال

=   
〈3, 2, -1〉 · 〈-4, 3, -2〉

  __  
|〈3, 2, -1〉| |〈-4, 3, -2〉|

  cos θu = 〈3, 2, -1〉 , v = 〈-4, 3, -2〉

=   -4 _ 
  √ & 14     √ & 29  

  cos θمن المتج�ين Xالداخلي� و:ول كل eاأو/د ال�صر

=  cos  -1    -4 _ 
  √ && 406   

   ≈ 101.5°θθ وحُل بالن�صبة اإلى � Qب�ص

أي أن قياس ال~اوية بين u , v هو °101.5 تقريبًا.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

. òعشرية òإلى أقرب من~لة ،  u = -4i + 2j + k , v = 4i + 3kأوجد قياس ال~اوية بين المتجهين�  (2  

در�صh ال�صرe الداخلي 
 . Iلمتج�ين في الم�صتو

الدر�س  (1-3)

اأ/دُ ال�صرe الداخلي   ■
لمتج�ين� والyاوية بين�ما 

في ال��صاء .
اأ/دُ ال�صرe التجاهي   ■

للمتج�اi � واأ�صتعمله في 
اإيجاد الم�صاحاi والحجو�.

ال�صرe التجاهي

cross product

 rمتوا5ي ال�ص�و

parallelepiped

ال�صرe القيا�صي الثÉ.ي

triple scalar product

ال�صرj الداخ�ي والمتجهاn المتعامدة في الف�صا% مفهوم اأ�شا�شي

ا(يجاد ال�صرj الداخ�ي لتحديد المتجهاn المتعامدة مDDثال 1

ال�اوية بين متجهين في الف�صا%مDDثال 2

O

101.5° y

x

z

v

u

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH1-L6
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ال�شرب الاتجاهي هو نوع Ëخر من الضرب بين المتجهات في الفضاء، وبخلاف الضرب 
 ،a × b هو متجه وليس عددًا، ويُرمز له بالرمز a , b ن الضرب التجاهي لمتجهينlالداخلي، ف

. a , b ا على المستوى الذي يحوي المتجهين ويُقرأ a cross b ، ويكون المتجه a × b عموديًّ

 a , b ø«¡éàª∏d »gÉéJ’G Üô°†dG ¿EÉa , a =  a  1 i +  a  2 j +  a  3 k , b =  b  1 i +  b  2 j +  b  3 k  :¿Éc GPEG
a × b = ( a  2  b  3  -  a  3  b  2 )i - ( a  1  b  3  -  a  3  b  1 )j + ( a  1  b  2  -  a  2  b  1 )k  :¬éàªdG ƒg

 ، i, j, k إذا طبَّقنا قاعدة حساب قيمة محدّدة من الدرجة الثالثة على المحدّدة أدناه، والتي تتضمن متجهات الوحدة
. a × b ننا نتوصل إلى القاعدة نفسها للمتجهlف ، a , b من Ąوإحداثيات كل

 1 ∞°üdG »a i , j , k IóMƒdG äÉ¡éàe ™°VƒH 
 2 ∞°üdG »a a äÉ«KGóMEG ™°VƒH 
 3 ∞°üdG »a b äÉ«KGóMEG ™°VƒH

=   
i
 
 

  a  1    
 b  1 

   
j

 
 

  a  2    
 b  2 

   
k

 
 

  a  3    
 b  3 

   a × b

  
 a  2 

   
 b  2 

   
 a  3 

   
 b  3  

   i-   
 a  1 

   
 b  1 

   
 a  3 

   
 b  3  

   j+   
 a  1 

   
 b  1 

   
 a  2 

   
 b  2  

   k 

a × b = ( a  2   b  3  -  a  3   b  2 ) i - ( a  1   b  3  -  a  3   b  1 ) j + (  a  1   b  2  -  a  2   b  1 ) k

.u , v يعامد كلاًّ من u × v م بيّن أن> ،u = 〈3, -2, 1〉 , v = 〈-3, 3, 1〉 :أوجد الضرب التجاهي للمتجهين

=    
i
 

  
 3    

-3
    

j
 

  
 -2    

3
   

k
 

 
 1   

1
   u × vu = 3i - 2j + k , v = -3i + 3j + k

=   -2    
3
   1   

1
   i -    3    

-3
   1   

1
   j +    3    

-3
   -2    

3
   káãdÉãdG áLQódG IO qóëe áª«b OÉéjEG IóYÉb

= (-2 - 3)i - [3 - (-3)]j + (9 - 6)ká«fÉãdG áLQódG IO qóëe áª«b óLhCG
= -5i - 6j + 3k§ q°ùH
= 〈-5, -6, 3〉á«KGóME’G IQƒ°üdG

ا، أوجد الضرب الداخلي  ولإثبات أن u × v يعامد كلاًّ من u , v جبريًّ
. u , v من Ąمع كل  u × v لـ

(u × v) · u

 = 〈-5, -6, 3〉 · 〈3, -2, 1〉

 = -5(3) + (-6)(-2) + 3(1)

 = -15 + 12 + 3 = 0 $

(u × v) · v

 = 〈-5, -6, 3〉 · 〈-3, 3, 1〉

 = -5(-3) + (-6)(3) + 3(1)

 = 15 + (-18) + 3 = 0 $

 u × v نlبما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتين يساوي صفرًا، ف
. v , u من Ąعمودي على كل

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
: u , v يعامد كلاًّ من u × v ممايأتي، <م بيّن أن Ąفي كل u , v أوجد الضرب التجاهي للمتجهين

u = 〈-2, -1, -3〉, v = 〈5, 1, 4〉  (3B  u = 〈4, 2, -1〉, v = 〈5, 1, 4〉  (3A 

a b

a × b

ال�شرب الاتجاهي للمتجهات في الف�شا%مفهوم اأ�شا�شي

اإيجاد ال�شرب الاتجاهي لمتجهينمDDثال 3 تنبي¦ �
ال�شرب الاتجاهي  

 ≈∏Y »gÉéJ’G Üô°†dG ≥Ñ£j
 äÉ«KGóME’G ΩÉ¶f »a äÉ¡éàªdG

 ’h ,§≤a OÉ©HC’G »KÓãdG
 »a äÉ¡éàªdG ≈∏Y ≥Ñ£j

.»KGóME’G iƒà°ùªdG

O y

x

z

v

u

u × v

اإر�شادات للدرا�شة

 ≈∏Y ÉvjOƒªY º«≤à°ùªdG ¿ƒµj 
 ≈∏Y ÉvjOƒªY ¿Éc GPEG ,iƒà°ùe

 Gòg »a ™≤j mº«≤à°ùe πc
.¬©e ™WÉ≤àjh iƒà°ùªdG
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للضرب الاتجاهي تطبيقات هندسية عديدة، فمثلًا مقدار المتجه |u × v| يُعبِّر عن مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه 
u , v ضلعان متجاوران كما في الشكل 1.5.1 .

أوجد مساحة متوازي اúضلاâ الذي فيه: u = 2i + 4j - 3k , v = i - 5j + 3k  ضلعان متجاوران.
u × v أوجد الخطوة 1 

=    
i
 
 

 2   
1
    

j
 

  
 4    

-5
    

k
 

  
 -3    

3
   v×uu = 2i + 4j - 3k , v = i - 5j + 3k

=    4    
-5

   -3    
3
   i -   2   

1
   -3    

3
   j +   2   

1
    4    

-5
   káãdÉãdG áLQódG IO qóëe áª«b OÉéjEÉH

= -3i - 9j - 14ká«fÉãdG áLQódG IO qóëe áª«b OÉéjEÉH

u × v أوجد طول الخطوة 2 
=   √ '''''''''   (-3)  2  +  (-9)  2  +  (-14)  2   |u × v|AÉ°†ØdG »a ¬éàe ∫ƒW

=   √ '' 286   ≈ 16.91§ u°ùH

أي أن مساحة متوازي الأضلاع في الشكل 1.5.1 ، تساوي 16.91 وحدةً مربعةً تقريبًا.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه:  u = -6i -2j + 3k , v = 4i +3j + k ضلعان متجاوران .  (4  

ال�شرب القيا�شي الثÒثي إذا التقت ثلاثة متجهات في مستويات مختلفة في نقطة البداية، فlنها تكوّن أحرفًا متجاورة 
ل متوازي سطوÖ، وهو عبارة عن مجسمٍ له ستة أوجهٍ، كل وجهٍ منها على شكل متوازي أضلاع كما في الشكل 1.5.2 

.Öأدناه، إن القيمة المطلقة للضرب القياسي الثلا<ي لهذه المتجهات يُمثِّل حجم متوازي السطو

 , t =  t  1 i +  t  2  j +  t  3 k , u =  u  1 i +  u  2  j +  u  3 k , v =  v  1 i +  v  2  j +  v  3 k :¿Éc GPEG

t · (u × v) =    

 t  1 

 
 

  u  1    
 v  1 

    

 t  2 

 
 

  u  2    
 v  2 

    

 t  3 

 
 

  u  3    
 v  3 

    »JB’Éc ±ô©oj t, u, v äÉ¡éàª∏d »KÓãdG »°SÉ«≤dG Üô°†dG ¿EÉa

 t = 4i - 2j - 2k , u = 2i + 4j - 3k , v = i - 5j + 3k  :الذي فيه Öأوجد حجم متوازي السطو
أحرæ متجاورة.

=   
4
 
 
 2   

1
   

-2
 

  
 4    

-5
   

-2
 

  
 -3    

3
   t · (u×v)

t = 4i - 2j - 2k 
u = 2i + 4j - 3k 
v = i - 5j + 3k

=    4    
-5

   -3    
3
   (4) -   2   

1
   -3    

3
   (-2) +   2   

1
    4    

-5
   (-2)3 × 3 áÑJôdG øe áaƒØ°üªdG IO qóëe áª«b óLhCG

= -12 + 18 + 28 = 34§ q°ùH
أي أن حجم متوازي السطوÖ في الشكل 1.5.2 هو |t · (u × v)| ، ويساوي 34 وحدةً مكعبةً.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
 t = 2j - 5k , u = -6i - 2j + 3k , v = 4i + 3j + k  :الذي فيه Öأوجد حجم متوازي السطو  (5  

أحرف متجاورة.

 في الف�شا%مDDثال 4 Q�Òم�شاحة متوا­6 اأ�ش

ال�شكل 1.5.1

O

z

y

x

v

u

ال�شرب القيا�شي الثÒثيمفهوم اأ�شا�شي

حجم متوا­6 ال�شطوwمDDثال 5

ال�شكل 1.5.2

z

y

v

u

t

O

x
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د ما إذا  أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م حد»
( 1 ∫Éãe) :كانا متعامدين أم ل

u = 〈3, -9, 6〉, v = 〈-8, 2, 7 〉   

u = 〈5, 0, -4〉, v = 〈6, -1, 4〉   

u = 〈-7, -3, 1〉, v = 〈-4, 5, -13〉   

u = 〈11, 4, -2〉, v = 〈-1, 3, 8〉   

u = 6i - 2j - 5k, v = 3i - 2j + 6k   

u = 9i - 9j + 6k, v = 6i + 4j - 3k   

كيميا%: تقع إحدى ذرتَي الهيدروجين في جُزيء الماء عند     
 〈 55.5- ,55.5 ,55.5 〉، والأخرى عند 〈 55.5- ,55.5- ,55.5- 〉، 
وذلك في الوقت الذي تقع فيه ذرة الأكسجين في نقطة الأصل. أوجد 
الزاوية بين المتجهين اللّذين يكوّنان رابطة الأكسجين – الهيدروجين 

( 2 ∫Éãe) .ٍبة إلى أقرب جزءٍ من عشرة مقرَّ

 rمما يأتي، وقرّب النات Ąفي كل u , v بين المتجهين θ أوجد قياس الزاوية
( 2 ∫Éãe) :òمن عشرة òإلى أقرب جزء

u = 〈 6, -5, 1〉, v = 〈-8, -9, 5〉   

u = 〈-8, 1, 12〉, v = 〈-6, 4, 2〉   

u = 〈10, 0, -8〉, v = 〈3, -1, -12〉   

u = -3i + 2j + 9k, v = 4i + 3j - 10k   

أوجد الضرب التجاهي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م بي»ن 
( 3 ∫Éãe) : u , v من Ąعمودي على كل u × v أن

u = 〈-1, 3, 5〉, v = 〈2, -6, -3〉   

u = 〈4, 7, -2〉, v = 〈-5, 9, 1〉   

u = 〈3, -6, 2〉, v = 〈1, 5, -8〉   

u = -2i - 2j + 5k, v = 7i + j - 6k   

أوجد مساحة متوازي اúضلاâ الذي فيه u , v ضلعان متجاوران في كلĄ مما 
( 4 ∫Éãe) :يأتي

u = 〈-9, 1, 2〉 , v = 〈6, -5, 3〉   

u = 〈4, 3, -1〉 , v = 〈7, 2, -2〉   

u = 6i - 2j + 5k , v = 5i - 4j - 8k   

u = i + 4j - 8k , v = -2i + 3j - 7k   

 Ąمتجاورة في كل æأحر t , u , v الذي فيه Öأوجد حجم متوازي السطو
( 5 ∫Éãe) :مما يأتي

t = 〈-1, -9, 2〉, u = 〈4, -7, -5〉, v = 〈3, -2, 6〉   

t = 〈2, -3, -1〉, u = 〈4, -6, 3〉, v = 〈-9, 5, -4〉   

t = i + j - 4k, u = -3i + 2j + 7k, v = 2i - 6j + 8k   

t = 5i - 2j + 6k, u = 3i - 5j + 7k, v = 8i - j + 4k   

ا يأتي: ا غير صفري يعامد المتجه المُعطى في كلĄ مم¬ أوجد متجهًّ

〈3, -8, 4〉   

〈-1, -2, 5〉   

6, -   1 _ 
3
   , -3   

〈7, 0, 8〉   

إذا عُلم كل̄ من v , u · v ، فأوجد حالةً ممكنةً للمتجه u في كلĄ مما يأتي:
v = 〈2, -4, -6〉, u · v = -22   

v =    1 _ 2   , 0, 4 , u · v =   31 _ 2    

v = 〈-2, -6, -5〉, u · v = 35   

حدّد ما إذا كانت النقاà المعطاة واقعةً على استقامةò واحدةò أم ل؟
(-1, 7, 7), (-3, 9, 11), (-5, 11, 13)   

(11, 8, -1), (17, 5, -7), (8, 11, 5)   

حدّد ما إذا كان كل متجهين مما يأتي متوازيين أم ل:
m = 〈2, -10, 6〉, n = 〈3, -15, 9〉   

a = 〈6, 3, -7〉, b = 〈-4, -2, 3〉   

 ، y z الذي يقع في المستوى u اكتب الصورة الإحداثية للمتجه   
.y وطوله 8، ويصنع زاويةً قياسها °60 فوق الاتجاه الموجب للمحور

حدّد ما إذا كان الشكل الرباعي ABCD المُعطاة إحدا<يات رÍوسه متوازي 
د ما إذا كان مستطيلًا  أضلاâ أم ل، وإذا كان كذلك، فأوجد مساحته، وحد»

أم ل:
A(3, 0, -2), B(0, 4, -1), C(0, 2, 5), D(3, 2, 4)   

A(7, 5, 5), B(4, 4, 4), C(4, 6, 2), D(7, 7, 3)   

تدرب وحل ا½�شائل

1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

9(

10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(

24(

25(

26(

27(

28(

29(

30(

31(

32(

33(

34(

35(

36(

37(
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عر�س جو­: أقلعت طائرتان معًا في عرض جوي، فأقلعت    
الأولى من موقع إحداثياته (0 ,2- ,0) ، وبعد 3 ثوانٍ وصلت موقعًا 
إحداثياته (15 ,10- ,6)، في حين أقلعت الثانية من موقع إحداثياته 

(0 ,2 ,0)، وبعد 3 ثوانٍ وصلت موقعًا إحداثياته (15 ,10 ,6). 
ح إجابتك. هل يتوازى خطَّا سير الطائرتين؟ وضِّ

إذا كان: u = 〈3, 2 , -2〉 , v = 〈-4, 4, 5〉 ، فأوجد كلاًّ مما يأتي إن أمكن:

u · (u × v)   

v × (u · v)   

 Öمتجاورة لمتوازي السطو æتُمث»ل <لا<ة أحر v, w, u إذا كانت   
، فما قيمة c؟ òمكعبة òفي الشكل المجاور، وكان حجمه 7 وحدات

u〈c, -3, 1〉

w〈1, 0, -2〉

v〈-2, -1, 4〉
z

y

x

O

م�شائل مهارات التفكÕ العليا

تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أحيانًا، أو صحيحة    
ر إجابتك . دائمًا، أو غير صحيحة أبدًا، برِّ

¯لأي متجهين غير صفريين وغير متوازيين، يوجد متجه عمودي على    
هذين المتجهين¤.

: إذا كان: u = 〈4, 6, c〉 , v = 〈-3, -2, 5〉 ، فأوجد  تحدٍّ   
. u × v = 34i - 26j + 10k :التي تجعل c قيمة

ر لماذا لا يمكن تعريف الضرب الاتجاهي في  تبرير: فسِّ   
المستوى.

اكتب: بيِّن طرق الكشف عن توازي متجهَين أو تعامدهما.   

مراجعة تراكمية

أوجد طول كل قطعةò مستقيمةò مما يأتي، والمعطاة نقطتا طرفيها، <م أوجد 
( 1 -4 ¢SQódG) :فهاZإحدا<يات نقطة منت

(1, 10, 13), (-2, 22, -6)   

(12, -1, -14), (21, 19, -23)   

(-22, 24, -9), (10, 10, 2)   

ا يأتي، <م حدّد ما إذا  أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مم¬
( 1 -3 ¢SQódG)  :كانا متعامدين أم ل

〈-8, -7〉 · 〈1, 2〉   

〈-4, -6〉 · 〈7, 5〉   

〈6, -3〉 · 〈-3, 5〉   

أوجد محZلة كل زوòÕ من المتجهات اùتية، مُستعملًا قاعدة المثلq أو 
( 1 -1 ¢SQódG)  .م حدّد اتجاهها بالنسبة ل±فقي> ،âضلاúمتوازي ا

  

b

a

  

  

c

d

  

تدريب على اختبار

أي° مما يأتي متجهان متعامدان؟   

〈1, 0, 0〉 , 〈1, 2, 3〉  A  

〈1, -2, 3〉 , 〈2, -4, 6〉  B  

〈3, 4, 6〉 , 〈6, 4, 3〉  C  

〈3, -5, 4〉 , 〈6, 2, -2〉  D  

ما حاصل الضرب الاتجاهي للمتجهين:    
u = 〈3, 8, 0 〉 , v = 〈- 4, 2, 6〉 ؟

48i - 18j + 38k  A  

48i - 22j + 38k  B  

46i - 22j + 38k  C  

46i - 18j + 38k  D  

38(

39(

40(

41(

42(

43(

44(

45(

46(

47(

48(

49(

50(

51(

52(

53(

54(

55(
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مفاKي  اأ�صا�صية

الدر�ص 1- 1) nمقدمة في المتجها

يُعبَّر عن اتجا  المتجه بالyاوية بين المتجه� والأفقي. ومقدار   •
المتجه هو :وله.

لة� ويمكن اإيجاد   Uم� متج�ين هو متجه يُ�صمى المح�ص/ nنات  •
.�Éاعد, متوا5ي الأ�صB اأو �kاعد, المثلB با�صتعمال

a

b
a + b

قاعدة
متوا­6
�Òالا�ش

  

a + b

a
b

قاعدة
الDمثلث 

المتجهاn في الم�صتوM الا(حداثي 
الدر�ص 2- 1)
.〈x , y〉 ال�صور, الإحدا.ية للمتجه في الو�ص� القيا�صي هي  •

ال�صور, الإحدا.ية للمتجه في الو�ص� =ير القيا�صي الذي   •
 نق�ة بدايته A( x  1 ,  y  1 ) � ونق�ة ن�ايته B( x  2 ,  y  2 ) هي: 

. 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉
يُع�ى :ول المتجه v = 〈 v  1 ,  v  2 〉 بال�صي�ة   •

|v| =   √ """"""  ( v  1  )  2  + ( v  2  )  2    
 k متج�ين� وكان  a = 〈 a  1 ,  a  2 〉 , b = 〈 b  1  ,  b  2  〉:اإ3ا كان  •

 �  a + b = 〈 a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2 〉:ا� فاإن Vا حقيقيKعدد 
a - b = 〈  a  1  -   b  1  ,   a  2  -  b  2 〉 � k a = 〈k a  1 , k a  2 〉

يمكن ا�صتعمال متجَ�ي الوحد, j � i  للتعبير عن المتجه   •
. ai + bj ,على ال�صور v = 〈a, b〉

ال�صرj الداخ�ي 
الدر�ص 3- 1 �
 �  a = 〈  a  1  ,   a  2  〉:الداخلي للمتج�ين eال�صر � يُعرَّ  •
a · b =  a  1   b  1  +  a  2   b  2   :بال�صي�ة b = 〈  b  1  ,   b  2 〉

اإ3ا كانθ h 5اوية بين متج�ين =ير 8ص�ريين a , b � فاإن:   •

cos θ =   a · b _ 
|a| |b|

   

المتجهاn في الف�صا% الثÒثي الاأبعاد 
الدر�ص 4 - 1 �
� A(  x  1  ,   y  1  ,   z  1  ) تع�ى الم�صافة بين النق�تين  •

 B (  x  2  ,   y  2  ,   z  2 )  بال�صي�ة: 

AB =   √ $$$$$$$$$$$$$$    ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2   
تع�ى نق�ة منت�ص�  AB −−  بال�صي�ة:   •

M  (  
 x  1  +  x  2 

 _ 2   ,    
 y  1  +  y  2 

 _ 2   ,   
 z  1  +  z  2 

 _ 2  )  

ال�صرj الداخ�ي وال�صرj الاتجاKي لمتجهين في الف�صا%  

الدر�ص 5 - 1 �

 �  a = 〈  a  1  ,   a  2  ,   a  3  〉:الداخلي للمتج�ين eال�صر � Qيُعر  •
a · b =   a  1  b  1  +  a  2   b  2  +  a  3   b  3  بال�صي�ة b = 〈  b  1 ,  b  2 ,  b  3 〉
 � a =  a  1 i +  a  2  j +  a  3 k , b =  b  1 i +  b  2  j +  b  3 k :اإ3ا كان    • 

 فاإن ال�صرe التجاهي للمتج�ين a , b هو a × b � وي�صاوي 
 ( a  2  b  3  -  a  3  b  2  )i - ( a  1  b  3  -  a  3  b  1 )j + ( a  1  b  2  -  a  2  b  1 )k

nالمفردا
كمية Bيا�صية عددية 8س 10

المتجه 8س 10

كمية متج�ة 8س 10

�Bعة م�صتقيمة متج�ة 8س 10

نق�ة البداية 8س 10

نق�ة الن�اية 8س 10

:ول المتجه 8س 10

الو�ص� القيا�صي 8س 10

اتجا  المتجه 8س 10

التجا  الربعي 8س 11

التجا  الحقيقي 8س 11

المتج�اi  المتوا5ية 8س 11

المتج�اi  المت�صاوية 8س 11

المتج�ان المتعاك�صان 8س 11

المح�صلة 8س 12

Bاعد, المثلk 8س 12

Bاعد,  متوا5ي  الأ�ص�É 8س 12

المتجه ال�ص�ري 8س 13

المركباi 8س 14

المركباi المتعامد, 8س 14

ال�صور, الإحدا.ية 8س 18

متجه الوحد, 8س 20

متج�ا الوحد, القيا�صيَّان 8س 20

يW 8س 21 Uتواف� خ�

ال�صرe الداخلي 8س 26

المتج�ان المتعامدان 8س 26

ال�ص�ل 8س 29

ن�ا� الإحدا.ياi الثÉ.ي 
الأبعاد 8س 33

المحور z 8س 33

الثTمن 8س 33

الثÉ.ي المرتب 8س 33

ال�صرe التجاهي 8س 40

متوا5ي ال�ص�وr 8س 41

ال�صرe القيا�صي الثÉ.ي 8س 41

اختبر مفرداتك 
حدّد ما إذا كانت العبارات اùتية صحيحة أم خاطþة، وإذا كانت خاطþة 

فاستبدل ما تحته خ� لتZبح العبارة صحيحة:
نقطة نهاية المتجه هي الموقع الذي يبدأ منه .  1(  

إذا كان� a = 〈-4, 1〉 , b = 〈3, 2〉 ، فlن ال\رب الداخلي   2(  
للمتجهين هو (2)3 + (1)4- .

 A( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) , B( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) عندما تكون  −−
 AB  نقطة منتصف  3(  

.   (  
 x  1  +  x  2 

 _ 2  ,   
 y  1  +  y  2 

 _ 
2
  ,   

 z  1  +  z  2 
 _ 

2
هي (     

 B(2, -4) ونقطة نهايته ، A(-1, 2) الذي نقطة بدايته r طول المتجه  4(  
هو 〈6- ,3〉 .

يتساوîَ متجهان إذا وفق� إذا كان لهما الطول نaسه، والاتجاì نaسه.  5(  

إذا تعامد متجهان Qير aÉريين، فlن قياس ال~اوية بينهما 180°.  6(  

لتجد متجهًا يعامد أي متجهين على الأقل في الa\اÊ، أوجد ال\رب   7(  
الاتجاهي للمتجهين الأÉليين.

طرÖ متجه يكافÿ إضافة معكوس المتجه.  8(  

. v =   
|u|

 _ u   نlف ،u ìباتجا òÒمتجه وحد v إذا كان  9(  

دليل الدرا�صة والمرا0عة

ملخ�س الف�شل

د الكميات المتجهة، والكميات القياسية في كلĄ مما يأتي: حد»
.çالشر ì50 باتجا mi/h بسرعة Òتسير سيار  10(  

.20 ft طولها Òشجر  11(  

 ،qتية باستعمال قاعدة المثلùمن المتجهات ا Õلة كل زوZأوجد مح
ب المحZلة إلى أقرب جزء من عشرة من  أو قاعدة متوازي اúضلاâ. قر»
د اتجاهها بالنسبة ل±فقي، مستعملًا المسطرة، والمنقلة. السنتمتر، <م حد»

 12(  

 

c

d

  

 13(  h

j
  

 14(  
b

a

  

 15(  w

v

  

لة لناتr جمع المتجهين واتجاهها في كلĄ مما يأتي: «Zأوجد طول المح
.ç150 جهة الشر m 70 جهة ال`رب، ?م m  16(  

N 8 للخلف، ?م N 12 للخلف.  17(  

أوجد محZلة المتجهين s, r مستعملًا قاعدة المثلq، أو قاعدة متوازي 
ب المحZّلة إلى أقرب جزء من عشرة من السنتمتر، <م  اúضلاâ. قر»

د اتجاهها بالنسبة ل±فقي مستعملًا المسطرة، والمنقلة. حد»

sr

 pقاعدة المث�

اسحب r ، بحيث تلتقي نقطة نهاية r مع نقطة بداية 
s ، فتكون المحصلة هي المتجه الذي يبدأ من نقطة 

.s وينتهي عند نقطة نهاية ، r بداية

 �Òقاعدة متوا­6 الاأ�ص

اسحب s ، بحيث تلتقي نقطة بدايته مع نقطة 
 r, s ي الأضلاع الذي فيهÛم أكمل متوا? ، r بداية
ضلعان متجاوران، فتكون المحصلة هي المتجه 

الذي يكوّن قطر متواÛي الأضلاع.
فيكون طول المحصلة cm 3.4 ، وقياس Ûاويتها 

˚59 مع الأفقي.

دليل الدرا�صة والمرا0عة

مDDثال 1

1-1)10 - 17 nال�صفحا
 nمقدمة في المتجها

مرا0عة الدرو�ص

s

r

r + s

sr

r + s
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مفاهيم اأ�شا�شية
مقدمة في المتجهات )الدر�س 1- 1)

 QGó≤eh .»≤aC’Gh ,¬éàªdG ø«H ájhGõdÉH ¬éàªdG √ÉéJG øY ôsÑ©oj  •
.¬dƒW ƒg ¬éàªdG

 √OÉéjEG øµªjh ,á∏ u°üëªdG ≈ª°ùoj ¬éàe ƒg ø«¡éàe ™ªL èJÉf  •
.´Ó°VC’G …RGƒàe IóYÉb hCG ,å∏ãªdG IóYÉb ∫Éª©à°SÉH

a

b
a + b

قاعدة
متوا­6
�Òالا�ش

  

a + b

a
b

قاعدة
الDمثلث 

المتجهات في الم�شتوى الاإحداثي )الدر�س 2- 1)
.〈x , y〉 »g »°SÉ«≤dG ™°VƒdG »a ¬éàª∏d á«KGóME’G IQƒ°üdG  •

 …òdG »°SÉ«≤dG ô«Z ™°VƒdG »a ¬éàª∏d á«KGóME’G IQƒ°üdG  •
 :»g B( x  2 ,  y  2 ) ¬àjÉ¡f á£≤fh , A( x  1 ,  y  1 ) ¬àjGóH á£≤f 

. 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉
 á¨«°üdÉH v = 〈 v  1 ,  v  2 〉 ¬éàªdG ∫ƒW ≈£©oj  •

|v| =   √ """"""  ( v  1  )  2  + ( v  2  )  2    
 k ¿Éch ,ø«¡éàe  a = 〈 a  1 ,  a  2 〉 , b = 〈 b  1  ,  b  2  〉:¿Éc GPEG  •

 ,  a + b = 〈 a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2 〉:¿EÉa ,É v«≤«≤M GkOóY 
a - b = 〈  a  1  -   b  1  ,   a  2  -  b  2 〉 , k a = 〈k a  1 , k a  2 〉

 ¬éàªdG øY ô«Ñ©à∏d  j , i IóMƒdG » n¡éàe ∫Éª©à°SG øµªj  •
. ai + bj IQƒ°üdG ≈∏Y v = 〈a, b〉

ال�شرب الداخلي )الدر�س 3- 1 )
 ,  a = 〈  a  1  ,   a  2  〉:ø«¡éàª∏d »∏NGódG Üô°†dG ± sô©oj  •
a · b =  a  1   b  1  +  a  2   b  2   :á¨«°üdÉH b = 〈  b  1  ,   b  2 〉

 :¿EÉa , a , b ø«jôØ°U ô«Z ø«¡éàe ø«H ájhGR θ âfÉc GPEG  •

cos θ =   a · b _ 
|a| |b|

   

المتجهات في الف�شا% الثÒثي الاأبعاد )الدر�س 4 - 1 )
, A(  x  1  ,   y  1  ,   z  1  ) ø«à£≤ædG ø«H áaÉ°ùªdG ≈£©J  •

 :á¨«°üdÉH  B (  x  2  ,   y  2  ,   z  2 ) 

AB =   √ $$$$$$$$$$$$$$    ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2   
 :á¨«°üdÉH  −− AB  ∞°üàæe á£≤f ≈£©J  •

M  (  
 x  1  +  x  2 

 _ 2   ,    
 y  1  +  y  2 

 _ 2   ,   
 z  1  +  z  2 

 _ 2  )  

ال�شرب الداخلي وال�شرب الاتجاهي لمتجهين في الف�شا%  
)الدر�س 5 - 1 )

 ,  a = 〈  a  1  ,   a  2  ,   a  3  〉:ø«¡éàª∏d »∏NGódG Üô°†dG ± qô©oj  •
a · b =   a  1  b  1  +  a  2   b  2  +  a  3   b  3  á¨«°üdÉH b = 〈  b  1 ,  b  2 ,  b  3 〉
 , a =  a  1 i +  a  2  j +  a  3 k , b =  b  1 i +  b  2  j +  b  3 k :¿Éc GPEG    • 

 …hÉ°ùjh , a × b ƒg a , b ø«¡éàª∏d »gÉéJ’G Üô°†dG ¿EÉa 
 ( a  2  b  3  -  a  3  b  2  )i - ( a  1  b  3  -  a  3  b  1 )j + ( a  1  b  2  -  a  2  b  1 )k

دليل الدرا�شة والمراجعة

ملخ�س الف�شل

د الكميات المتجهة، والكميات القياسية في كلĄ مما يأتي: حد»
تسير سيارة بسرعة mi/h 50 باتجاه الشرق.  10(  

.20 ft شجرة طولها  11(  

 ،qتية باستعمال قاعدة المثلùمن المتجهات ا Õلة كل زوZأوجد مح
ب المحZلة إلى أقرب جزء من عشرة من  أو قاعدة متوازي اúضلاâ. قر»
د اتجاهها بالنسبة ل±فقي، مستعملًا المسطرة، والمنقلة. السنتمتر، <م حد»

 12(  

 

c

d

  

 13(  h

j
  

 14(  
b

a

  

 15(  w

v

  

لة لناتr جمع المتجهين واتجاهها في كلĄ مما يأتي: «Zأوجد طول المح
m 70 جهة الغرب، ثم m 150 جهة الشرق.  16(  

N 8 للخلف، ثم N 12 للخلف.  17(  

أوجد محZلة المتجهين s, r مستعملًا قاعدة المثلq، أو قاعدة متوازي 
ب المحZّلة إلى أقرب جزء من عشرة من السنتمتر، <م  اúضلاâ. قر»

د اتجاهها بالنسبة ل±فقي مستعملًا المسطرة، والمنقلة. حد»

sr

قاعدة المثلث 

اسحب r ، بحيث تلتقي نقطة نهاية r مع نقطة بداية 
s ، فتكون المحصلة هي المتجه الذي يبدأ من نقطة 

.s وينتهي عند نقطة نهاية ، r بداية

 �Òقاعدة متوا­6 الاأ�ش

اسحب s ، بحيث تلتقي نقطة بدايته مع نقطة 
 r, s ثم أكمل متوازي الأضلاع الذي فيه ، r بداية
ضلعان متجاوران، فتكون المحصلة هي المتجه 

الذي يكوّن قطر متوازي الأضلاع.
فيكون طول المحصلة cm 3.4 ، وقياس زاويتها 

˚59 مع الأفقي.

دليل الدرا�شة والمراجعة

مDDثال 1

مقدمة في المتجهات )ال�شفحات 17 - 10)1-1

مراجعة الدرو�س

s

r

r + s

sr

r + s



äÉ¡éàªdG   الف�شل 1 46

 Ąالمعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كل     $ AB  حدا<ية، وطولüورة اZأوجد ال
مما يأتي:

A(-1, 3), B(5, 4)  18(  

A(7, -2), B(-9, 6)  19(  

A(-8, -4), B(6, 1)  20(  

A(2, -10), B(3, -5)  21(  

إذا كان: p = 〈4, 0 〉 , q = 〈-2 , -3 〉, t = 〈-4 , 2〉 ، فأوجد كلاًّ 
ا يأتي: مم¬

2q - p  22(  

p + 2t  23(  

t - 3p + q  24(  

2p + t - 3q  25(  

أوجد متجه وحدة u باتجاه v في كلĄ مما يأتي:
v = 〈3, -3〉  27(  v = 〈-7, 2〉  26(  

v = 〈9, 3〉  29(  v = 〈-5, -8〉  28(  

 أوجد الZورة اüحدا<ية، وطول    $ AB     الذي نقطة بدايته 
. B(4, -1) ونقطة نهايته ، A(3, -2)

= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉 
 
 ( AB  á«KGóME’G IQƒ°üdG

= 〈4 - 3, -1 - (-2)〉¢VqƒY
= 〈1, 1〉ìôWG

.    $ AB  أوجد طول المتجه
=   

 
 √ $$$  a  2 + b  2   | 

 
 ( AB  |áaÉ°ùªdG ¿ƒfÉb

=   
 
 √ $$$  1  2  +  1  2   ¢VqƒY

=   √ $ 2   ≈ 1.4§ q°ùH

ا  ا يأتي، <م تحق¬� مم¬ أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مم¬
إذا كانا متعامدين أم ل:

u = 〈-3, 5〉, v = 〈2, 1〉  30(  

u = 〈4, 4〉, v = 〈5, 7〉  31(  

u = 〈-1, 4〉, v = 〈8, 2〉  32(  

u = 〈-2, 3〉, v = 〈1, 3〉  33(  

ا يأتي: أوجد الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلĄ مم¬
u = 〈5, -1〉, v = 〈-2, 3〉  34(  

u = 〈-1, 8〉, v = 〈4, 2〉  35(  

  ،  x = 〈2, -5〉 , y = 〈-4, 7〉:أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 
<م تحق� مما إذا كانا متعامدين أم ل.

=  x  1   y  1  +  x  2   y  2 x · y»∏NGódG Üô°†dG
= 2(-4) + (-5)(7)¢VqƒY
= -8 + (-35) = -43§ q°ùH

بما أن x · y ≠ 0 ، فkن المتجهين y ، x  غير متعامدين.

دليل الدرا�شة والمراجعة

مDDثال 2

المتجهات في الم�شتوى الاإحداثي )ال�شفحات 25 - 18)1-2

مDDثال 3

ال�شرب الداخلي )ال�شفحات 31 - 26)1-3

عي»ن كل نقطة من النقاà اùتية في الفضاء الثلا<ي اúبعاد:
 (1, 2, -4)  36(  

(3, 5, 3)  37(  

 (5, -3, -2)  38(  

(-2, -3, -2)  39(  

يها في كلĄ مما يأتي،  óأوجد طول القطعة المستقيمة المُعطاة نقطتا طرف
<م أوجد إحدا<يات نقطة منتZفها.

 (-4, 10, 4), (2, 0, 8)  40(  

(-5, 6, 4), (-9, -2, -2)  41(  

 (3, 2, 0), (-9, -10, 4)  42(  

(8, 3, 2), (-4, -6, 6)  43(  

مثّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهات اùتية في الفضاء:
a = 〈0, -3, 4〉  44(  

b = -3i + 3j + 2k  45(  

c = -2i - 3j + 5k  46(  

d = 〈-4, -5, -3〉  47(  

عيّن النقطة (4- ,4 ,3-) في الفضاء الثلا<ي اúبعاد .
حدّد موقع النقطة (4 ,3-) في المستوx y î بوضع إشارة، <م عيّن نقطةً 

. z للمحور òأسفل هذه النقطة، وباتجاه مواز òتبعد 4 وحدات
z

y

x

O

(-3, 4, -4)

-3

4

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م حدّد ما إذا 
كانا متعامدين أم ل.

u = 〈2, 5, 2〉, v = 〈8, 2, -13〉  48(  

u = 〈5, 0, -6〉, v = 〈-6, 1, 3〉  49(  

 أوجد الضرب التجاهي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م بي»ن أن 
:  u , v يعامد كلاًّ من u × v

u = 〈1, -3, -2〉, v = 〈2, 4, -3〉  50(  

u = 〈4, 1, -2〉, v = 〈5, -4, -1〉  51(  

  ، u = 〈-4, 2, -3〉 :أوجد الضرب التجاهي للمتجهين
. u , v يعامد كلاًّ من u × v م بيّن أن> ، v = 〈7, 11, 2〉

 =    
2
   

11
   

-3
    

2
   i -   

-4
    

7
   

-3
    

2
   j +   

-4
    

7
    

2
   

11
   ku × v

= 〈37, -13, -58〉

= 〈37, -13, -58〉 · 〈-4, 2, -3〉(u × v) · u

= -148 - 26 + 174 = 0 )

= 〈37, -13, -58〉 · 〈7, 11, 2〉(u × v) · v

= 259 - 143 - 116 = 0 )

بما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتين يساوي 
u , v من Ąعمودي على كل u × v نlصفرًا، ف

دليل الدرا�شة والمراجعة

مDDثال 4

 )ال�شفحات 38 - 33)1-4 المتجهات في الف�شا% الثÒثي الاأبعاد 

مDDثال 5

ال�شرب الداخلي وال�شرب الاتجاهي للمتجهات في الف�شا%  )ال�شفحات 43 - 39(1-5
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 Ąالمعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كل     $ AB  حدا<ية، وطولüورة اZأوجد ال
مما يأتي:

A(-1, 3), B(5, 4)  18(  

A(7, -2), B(-9, 6)  19(  

A(-8, -4), B(6, 1)  20(  

A(2, -10), B(3, -5)  21(  

إذا كان: p = 〈4, 0 〉 , q = 〈-2 , -3 〉, t = 〈-4 , 2〉 ، فأوجد كلاًّ 
ا يأتي: مم¬

2q - p  22(  

p + 2t  23(  

t - 3p + q  24(  

2p + t - 3q  25(  

أوجد متجه وحدة u باتجاه v في كلĄ مما يأتي:
v = 〈3, -3〉  27(  v = 〈-7, 2〉  26(  

v = 〈9, 3〉  29(  v = 〈-5, -8〉  28(  

 أوجد الZورة اüحدا<ية، وطول    $ AB     الذي نقطة بدايته 
. B(4, -1) ونقطة نهايته ، A(3, -2)

= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉 
 
 ( AB  á«KGóME’G IQƒ°üdG

= 〈4 - 3, -1 - (-2)〉¢VqƒY
= 〈1, 1〉ìôWG

.    $ AB  أوجد طول المتجه
=   

 
 √ $$$  a  2 + b  2   | 

 
 ( AB  |áaÉ°ùªdG ¿ƒfÉb

=   
 
 √ $$$  1  2  +  1  2   ¢VqƒY

=   √ $ 2   ≈ 1.4§ q°ùH

ا  ا يأتي، <م تحق¬� مم¬ أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مم¬
إذا كانا متعامدين أم ل:

u = 〈-3, 5〉, v = 〈2, 1〉  30(  

u = 〈4, 4〉, v = 〈5, 7〉  31(  

u = 〈-1, 4〉, v = 〈8, 2〉  32(  

u = 〈-2, 3〉, v = 〈1, 3〉  33(  

ا يأتي: أوجد الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلĄ مم¬
u = 〈5, -1〉, v = 〈-2, 3〉  34(  

u = 〈-1, 8〉, v = 〈4, 2〉  35(  

  ،  x = 〈2, -5〉 , y = 〈-4, 7〉:أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 
<م تحق� مما إذا كانا متعامدين أم ل.

=  x  1   y  1  +  x  2   y  2 x · y»∏NGódG Üô°†dG
= 2(-4) + (-5)(7)¢VqƒY
= -8 + (-35) = -43§ q°ùH

بما أن x · y ≠ 0 ، فkن المتجهين y ، x  غير متعامدين.

دليل الدرا�شة والمراجعة

مDDثال 2

المتجهات في الم�شتوى الاإحداثي )ال�شفحات 25 - 18)1-2

مDDثال 3

ال�شرب الداخلي )ال�شفحات 31 - 26)1-3

عي»ن كل نقطة من النقاà اùتية في الفضاء الثلا<ي اúبعاد:
 (1, 2, -4)  36(  

(3, 5, 3)  37(  

 (5, -3, -2)  38(  

(-2, -3, -2)  39(  

يها في كلĄ مما يأتي،  óأوجد طول القطعة المستقيمة المُعطاة نقطتا طرف
<م أوجد إحدا<يات نقطة منتZفها.

 (-4, 10, 4), (2, 0, 8)  40(  

(-5, 6, 4), (-9, -2, -2)  41(  

 (3, 2, 0), (-9, -10, 4)  42(  

(8, 3, 2), (-4, -6, 6)  43(  

مثّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهات اùتية في الفضاء:
a = 〈0, -3, 4〉  44(  

b = -3i + 3j + 2k  45(  

c = -2i - 3j + 5k  46(  

d = 〈-4, -5, -3〉  47(  

عيّن النقطة (4- ,4 ,3-) في الفضاء الثلا<ي اúبعاد .
حدّد موقع النقطة (4 ,3-) في المستوx y î بوضع إشارة، <م عيّن نقطةً 

. z للمحور òأسفل هذه النقطة، وباتجاه مواز òتبعد 4 وحدات
z

y

x

O

(-3, 4, -4)

-3

4

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م حدّد ما إذا 
كانا متعامدين أم ل.

u = 〈2, 5, 2〉, v = 〈8, 2, -13〉  48(  

u = 〈5, 0, -6〉, v = 〈-6, 1, 3〉  49(  

 أوجد الضرب التجاهي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م بي»ن أن 
:  u , v يعامد كلاًّ من u × v

u = 〈1, -3, -2〉, v = 〈2, 4, -3〉  50(  

u = 〈4, 1, -2〉, v = 〈5, -4, -1〉  51(  

  ، u = 〈-4, 2, -3〉 :أوجد الضرب التجاهي للمتجهين
. u , v يعامد كلاًّ من u × v م بيّن أن> ، v = 〈7, 11, 2〉

 =    
2
   

11
   

-3
    

2
   i -   

-4
    

7
   

-3
    

2
   j +   

-4
    

7
    

2
   

11
   ku × v

= 〈37, -13, -58〉

= 〈37, -13, -58〉 · 〈-4, 2, -3〉(u × v) · u

= -148 - 26 + 174 = 0 )

= 〈37, -13, -58〉 · 〈7, 11, 2〉(u × v) · v

= 259 - 143 - 116 = 0 )

بما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتين يساوي 
u , v من Ąعمودي على كل u × v نlصفرًا، ف

دليل الدرا�شة والمراجعة

مDDثال 4

 )ال�شفحات 38 - 33)1-4 المتجهات في الف�شا% الثÒثي الاأبعاد 

مDDثال 5

ال�شرب الداخلي وال�شرب الاتجاهي للمتجهات في الف�شا%  )ال�شفحات 43 - 39(1-5
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ت بسرعةٍ  ى لاعب كرة قدم الكرة برأسه، فارتدَّ كرة قدم: تلقَّ  52(  
ابتدائيةٍ مقدارها ft/s 55 ، وبزاويةً قياسها °25 فوق الأفقي كما 

في الشكل أدناه. أوجد مقدار كلĄ من المركبتين الأفقية، والرأسية 
( 1 -1 ¢SQódG) .للسرعة

25°55 ft/s

;يران: تهبط طائرة بسرعة مقدارها mi/h 110 ، وبزاوية قياسها   53(  
°10 تحت الأفقي، أوجد الصورة الإحداثية للمتجه الذي يُمثّل سرعة 

( 1 -2 ¢SQódG) .الطائرة

10°

10°
110 mi/h

�شناديق: يدفع عامل صندوقًا بقوةٍ ثابتةٍ مقدارها N 90 بزاوية 45°   54(  
في الشكل أدناه. أوجد الشغل المبذول بالجول لتحريك الصندوق 

  ( 1 -3 ¢SQódG) .)8  )مع إهمال قوة الاحتكاك m

-45°

45°
F

اأقمار ا�شطناعية: إذا مَثَّلت النقطتان: (38426- ,32461 ,28625)،  55(   
(43015 ,29218- ,31613-) موقِعَي قمرين اصطناعيين، ومَثَّلَتِ 

النقطة (0 ,0 ,0) مركز الأرض، وعلمت أن الإحداثيات معطاة 
بالميل، وأن طول نصف قطر الأرض يساوي mi 3963 تقريبًا، فأجب 

( 1 - 4 ¢SQódG) :ا يأتي عمَّ

أوجد المسافة بين القمرين.  (a  

إذا وضع قمر ثالث في منتصف المسافة بين القمرين، فما   (b  
إحداثيات موقعه؟

اشرÖ إمكانية وضع قمر ثالث في الإحداثيات التي أوجدتها في   (c  
. b الفرع

استعمل الضرب القياسي الثلاثي لحساب حجم غرفةٍ أبعادها   56(   
 3 m, 4 m, 5 m 

”إرشاد: اعتبر متوازي المستطيلات حالةً خاصةً من متوازي 
  ( 1 -5 ¢SQódG) ."Öالسطو

تطبيقات وم�شائل

دليل الدرا�شة والمراجعة
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 ،qتية باستعمال قاعدة المثلùمن المتجهات ا Õلة كل زو «Zأوجد مح
ب المحZلة إلى أقرب جزءò من عشرةò من  أو قاعدة متوازي اúضلاâ، قر»

د اتجاهها بالنسبة ل±فقي مستعملًا المسطرة، والمنقلة. السنتمتر، <م حد»
 (2   (1  

d

c

  
q

p

  

 Ąالمعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كل      " AB   حدا<ية، وطولüورة اZأوجد ال
مما يأتي:

A (  1 _ 
2
  ,   3 _ 

2
  ) , B(-1, 7)  (4  A(1, -3), B(-5, 1)  (3  

كرة قدم: ركض لاعب بسرعة Å 4 m/s للتصدي لكرة قادمة من   (5  
الاتجاه المعاكس لحركته، فضربها برأسه بسرعة m/s 30 ، وبزاوية 

قياسها °25 مع الأفقي، فما محصّلة سرعة الكرة، واتجاه حركتها؟

25°
30 m/sec

4 m/sec

أوجد متجه وحدة باتجاه u في كلĄ مما يأتي:
u = 〈6, -3〉  (7  u = 〈-1, 4〉  (6  

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م بيّن ما إذا كانا 
متعامدين أم ل:

u = 〈2, -5〉, v = 〈-3, 2〉  (8  

u = 〈4, -3〉, v = 〈6, 8〉  (9  

u = 10i - 3j, v = i + 8j  (10 

 u = 〈1, 3〉 , v = 〈-4, 2〉 :اختيار من متعدد: إذا علمت أن  (11 
 u فأي° مما يأتي يُمثّل ناتج جمع متجهين متعامدين أحدهما مسقط ،

على v ؟
u =    2 _ 

5
   , -   3 _ 

5
    +    3 _ 

5
   ,   18 _ 

5
    A  

u =    2 _ 
5
   ,   3 _ 

5
    +    3 _ 

5
   ,   12 _ 

5
    B  

u =  -   4 _ 
5
   ,   2 _ 

5
   +    9 _ 

5
   ,   13 _ 

5
    C  

u =  -   2 _ 
5
   ,   1 _ 

5
    +    7 _ 

5
   ,   14 _ 

5
    D  

 ، a = 〈2 , 4 , -3〉 , b = 〈-5, -7, 1〉 , c = 〈8, 5, -9〉 :إذا كان
فأوجد كلاًّ مما يأتي: 

2a + 5b - 3c  (12 

b - 6a + 2c  (13 

بالونات الهوا% ال�شاخن: أُطلق 12 بالونًا تحوي هواءً ساخناً في   (14 
أحد المهرجانات، وبعد عدة دقائق من الإطلاق، كانت إحداثيات 

البالونين الأول والثاني هي: (10 ,15 ,29-) , (30 ,25 ,20) كما في 
الشكل أدناه ، علمًا بأن الإحداثيات معطاة بالأقدام.

y

x

O

-30

z

20-20

(20, 25, 30)
(-29, 15, 10)

20 -20

40

أوجد المسافة بين البالونين الأول والثاني في تلك اللحظة.  (a  

إذا كان البالون الثالث عند نقطة منتصف المسافة بين البالونين   (b  
الأول والثاني، فأوجد إحداثياته.

ا يأتي: أوجد الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلĄ مم¬

u = 〈-2, 4, 6〉, v = 〈3, 7, 12〉  (15 

u = -9i + 5j + 11k, v = -5i - 7j - 6k  (16 

أوجد الضرب التجاهي للمتجهين u , v في كلĄ مما يأتي، <م بيّن أن 
: u , v يعامد كلاًّ من u × v

u = 〈1, 7, 3〉, v = 〈9, 4, 11〉  (17 

u = -6i + 2j - k, v = 5i - 3j - 2k  (18 

اختبار الف�شل


