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Congruent Triangles

المثلثات المتطابقة� اعمل المطوية التالية لتن�ي� م �0ات� 0و� المثلثات  م¢�م اأف�ار
المتطابقة. ابداأ بث l اأورا� ر6ض� بياFا وورBة مقواة من الحF �mف�ض�.

�صع اأورا� الا6ض� الدياFا Aو�  1
الورBة المقواة ، .� ا:وP الأورا� 

لت}ضكل مثلثKا ، كما Aا ال}ضكل، .� 
B|س الور� الزائد.

m الحاAة، بحيk ت}ضكل الأورا�  Yب/ 2
ا، واكتd عنوان الف|ضل Aا  KتاAد
�N كل در6س  RBال|ضفحة الأولى، ور

وعنواA �Fا باBا ال|ضفحات.



لماذا؟لماذا؟
 لياقة� ت�ضتعمل المثلثات 
لتقوية اإF}ضا$ات ومعدات كثياة، 
من بينها اأجهزة اللياBة الددFية 

مثل Gياكل الدراجات.

�فيما �صب��فيما �صب�
در6ضت القط� الم�ضتقيمة 

والزوايا والع Bات بين 
Bيا6ضاتها.

�وال&¤�وال&¤

اأ:دق الع Bات الsا�ضة   
بالزوايا الداخلية والزوايا 

الsارجية للمثلثات.
اأ0دد العنا�ضا المتنا;اة Aا   

مثلثات متطابقة، واأباGن 
على تطابق المثلثات.

اأتعا� خ|ضائ|س المثلثات   
المتطابقة ال¦ضلعين 

والمثلثات المتطابقة 
الأ�ض �.

10 الف�صل 3 المثلثات المتطابقة
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مراجعة �صريعةاختبار �صريع

1 مثال 
eÉ»� كل Ûاوية مما يأتي Îل� قاýمة 

 �«eÉ رجة، ثم`eة أو م öأو حاد
GBC∆ بحسب أ�°عه.

تقع النقطة  G خارج الزاوية القائمة ABF∠؛   ∠ABG  (a  

لذا تكون ABG∠ زاوية  منفرجة.
تقع النقطة D داخل الزاوية القائمة FBA∠؛ لذا   ∠DBA  (b  

 تكون DBA∠ زاوية حادة.
بما أن أطوال أضلع المثلث جميعها متطابقة 

إذن هو متطابق الأضلع.

�öeÉ كل Ûاوية مما يأتي Îل� قاýمة 
 �«eÉ رجة، ثم`eة أو م öأو حاد

SQP∆ بحسب أ�°عه.  

∠TQV  2(   ∠VQS  1(  

 ∠PQV  3(  
ت�صاميم ورقية� اطْو قطعة   4(  

مستطيلة من الورç كما في الشكل 
المجاور، بحيث تتشكل زاوية قائمة 

من جهة الطي، ثم صنِّف كلًّ من الزوايا 
المرقمة إلى قائمة أو منفرجة أو حادّة. 

S T

V

P
Q

R

3 مثال 
.J (5 , 2), K(11 , -7) طتينaeأوجد المسافة بين ال

=    √ $$$$$$$$$   ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2   JK ةAضي�ة الم�ضا�

بين Fقطتين

عوّ�س   2  [ 2 - (7-)] +  2  (5 - 11)   $$$$$$$$$ √   =

=    √ $$$$$  6  2  +  (-9)  2   rا:ا

ب�ضّ�  117 $$ √   =   81 + 36 $$$ √   =

أوجد المسافة بين الaeطتين في كلٍّ مما يأتي: 
 R (8, 0), S(-9, 6)  8(   X (-2, 5), Y (1, 11)  7(   

 àمت منى خريطة المملكة برسم خطو خرائ�� قسَّ  9(  

رأسية وأفقية، بحيث تمثل الوحدة عليها 35 كيلومترًا. 
إذا كان موقع المدينة التي تسكنها منى على الخريطة عند 

النقطة (0 , 0)، وكانت مدينة نجران تقريبًا عند النقطة 
(2.2 ,5)، فاحسب المسافة بين المدينتين إلى أقرب 

كيلومتر تقريبًا. 

2 مثال 
 ëا كاÙÎ ،ل الم�اورbYفي ال 

 .m∠7 فأوجد ،m∠4 = 42°

7∠ و 1∠ زاويتان متبادلتان خارجيًّا؛ لذا فهما زاويتان 
لن زاوية مستقيمة؛ لذا فهما زاويتان  متطابقتان. 1∠ و 4∠ تشكِّ

 متكاملتان. ينتج مما سبق أن 7∠ و 4∠ متكاملتان؛ 
إذن: m∠7 = 180° − 42°، أي 138°

a

b

1 2
34

6
7

5
8

ر� استعمل الشكل أدناه لإيجاد المت`يِّر المطلوب في كلٍّ  Vجب
ح إجابتك:  من السؤالين الآتيين. ووضِّ

1 2
5 6

87
3 4

 

m∠6 = 72° ّوأن ،m∠3 = (x - 12)° :ّإذا علمت أن x أوجد قيمة  5(  

،m∠4 = (2y + 32)° ّإذا علمت أن ، y أوجد قيمة  6(   

 .m∠5 = (3y - 3)° ّوأن

A B

D
F

G

C

اأجd عن الختدار ال%تا ، ا�Fا المااجعة ال�ضايعة Bدل الإجابة عن الختدار.

3 الت¥يئة للف�صل 

2
1

3

 �ت�صخي�س ال�صتعداد
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ت�ص¢ي� المثلثات
Classifying triangles

لماذا؟لماذا؟
يعدُّ المثلث عنصرًا زخرفيًّا مميزًا في العمارة التقليدية في 
المملكة العربية السعودية، كما يلح� ذلك في صاøت 

المسافرين بمطار الملك خالد الدولي بمدينة الرياض.

ا ل�واياها� يكتب المثلث ABC على الصورة ABC! ، وتُسمى عناصره باستعمال  Oت�ص¢ي� المثلثات وفق
الأحرA , B , C æ كما يلي:

AB , BC , CA :هي !ABC أضلع  •

 A , B , C :الرؤوس هي  •

∠ABC أو ∠B , ∠BCA أو ∠C , ∠BAC أو ∠A :الزوايا هي  •

وتُصنفّ المثلثات بطريقتين: وفقًا لزواياها أو أضلعها. وتحتوي جميع المثلثات على زاويتين حادتين على 
الأقل، وتُستعمل الزاوية الثالثة لتصنيف المثلث.

اأ�ص� اإلىمف¥و¡ اأ�صا�صي

مثلB kائ� الزاويةمثلk منفاo الزاويةمثلk 0اد الزوايا

اإ0دI الزوايا Bائمةاإ0دI الزوايا منفاجة3 5وايا 0ادة

ا ل�واياها Oت�ص¢ي� المثلثات وفق

يمكن تصنيف أي مثلث وفقًا لزواياه إلى أحد التصنيفات السابقة، بمعرفة قياسات زواياه.

:ìا لزوايا ðaمن الم�ل�ين الآتيين وف ă°ك �öeÉ

60°

90° 30°  (b  

70°

70°

40°

 (a  

قياس إحدى زوايا هذا المثلث °90 ، وبما أن   زوايا المثلث الثلÔ حادّة؛ لذا فالمثلث حادُّ الزوايا.  
إحدى زواياه قائمة، فlنه مثلث قائم الزاوية.

B

CA

1 ا ل�واياهامثال  Oت�ص¢ي� المثلثات وفق

�فيما �صب��فيما �صب�
در6ضت Bيا6س الزوايا 

وت|ضنيفها.

�مهارة 6ضابقة�

�وال&¤�وال&¤
اأ6ضتعمل ت|ضني� المثلثات   
ا لأ�ض عها اأو 5واياGا  KقAو

. Mهولةmم Mي�B ادmا اإيA

�المفردات�المفردات
المثلk الحاد الزوايا

acute triangle

المثلk المنفاo الزاوية

obtuse triangle

المثلk القائ� الزاوية

right triangle

المثلk المتطابق الأ�ض �

equilateral triangle

المثلk المتطابق ال¦ضلعين

isosceles triangle

المثلk المsتل� الأ�ض �

 scalene triangle

3- 1
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تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
:ìا لزوايا ðaمن الم�ل�ين الآتيين وف ă°ك �«eÉ

60°

60°
60°

 (1B  

49°

97°

34°

 (1A

Î !PQR �«eÉل� حادö الزوايا أو متطاب� الزوايا أو مe`رÕ الزاوية أو قاýم الزاوية:
تقع النقطة S داخل PQR∠ ، وحسب مسلّمة جمع قياسات الزوايا 

 m∠PQR = m∠PQS + m∠SQR :يكون 
 m∠PQR = 45° + 59° = 104° :بالتعوي� 

وبما أن إحدى زوايا PQR! منفرجة، فlنه منفرج الزاوية.
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

استعمل الشكل أعله لتصنيف PQS! إلى: حاد الزوايا أو متطابق الزوايا أو منفرج الزاوية أو قائم   (2 

الزاوية. 

ا لأ�صلاع¥ا� يمكن كذلك تصنيف المثلثات بحسب عدد الأضلع المتطابقة فيها.  Oت�ص¢ي� المثلثات وفق
وللدøلة على تطابق ضلعين في مثلث، يوضع عدد متساوٍ من الشرطات الص`يرة على الضلعين المتطابقين.

اأ�ص� اإلىمف¥و¡ اأ�صا�صي

مثلk مsتل� الأ�ض � مثلk متطابق ال¦ضلعين مثلk متطابق الأ�ض �

ل توجد اأ�ض � متطابقة �ضلعان على الأBل متطابقان 3 اأ�ض � متطابقة

ا لأ�صلاع¥ا Oت�ص¢ي� المثلثات وفق

اإن المثلk المتطابق الأ�ض � 0الة خا�ضة من المثلk المتطابق ال¦ضلعين.

ا �ú°عه. ðaل الم�اور وفbYفي ال qالم�ل �«eÉ �فن العمارة
في المثلث ضلعان قياس كلٍّ منهما cm 55 ؛ أيْ أنّه في المثلث ضلعين متطابقين.  

فيكون المثلث متطابق الضلعين.
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

قيادة ال�صيارة وال�صلامة� صنِّف شكل زرِّ ضوءِ الخطر في الهام� يمين الصفحة وفقًا لأضلعه.  (3 

� åه لç مأ س åه

2 ا ل�واياهامثال  Oت�ص¢ي� المثلثات �صمن اأ8ص�ال مختلفة وفق

45°

45°

59°

31°

P S R

Q

� åه لç مأ س åه

ا لأ�صلاع¥ا Oت�ص¢ي� المثلثات وفق

55cm

55cm

45cm

� åه لç مأ س åه

ل  Sا العديد من ال�ضيارات، تُ}ض�A
اأ�ضوا$ الsطا بال¦ض�� على 5رّ 
ود. يكون 7ضكل  Rالمق eاB ض�يا�

wGا الزر عادة مثلثKا اأ0ما اأو 
ا كما Aا ال}ضكل  Kا �ض�ياVباتقالي

اأع  .

ل wGا الزر ت¦ضا$  Sعندما ي}ض�
اأ�ضوا$ اإ7ضارات الFعطا� 

بطايقة تحwياية، وبنم� 
خا�س ي�ضهّل رو'ية ال�ضيارة من 

دل ال�ضائقين ال%خاين. PB

2cm2cm

2cm

مراجعة المفردات

 � ال�اوية الحادة
5اوية يقل Bيا6ضها عن 90°

 � ال�اوية القائمة
5اوية Bيا6ضها 90°

 � ال�اوية الم¢فرجة
 5اوية Bيا6ضها اأكدا 

من 90°

3
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â°�úل� متطاب� اÎ !JKM �«eفص ، JL تص�eطة مah M phا كاÙÎ
Î xجابت�. أو متطاب� ال]لعين أو م�تل� اâ°�ú. وو�»

.JM = ML من تعريف نقطة المنتصف
م�ضلمة جم� Bيا6ضات القط� الم�ضتقيمة  JM + ML = JL   

عوّ�س  ML + ML = 1.5   

ب�ضّ�  2ML = 1.5   
اB�ض� الطاAين على 2  ML = 0.75   

 JM = ML = 0.75

 KM = ML = 0.75  ّنlف ،KM # ML وبما أن
وهكذا تكون قياسات أضلع المثلث الثلثة متساوية، أي أن الأضلع الثلثة متطابقة؛ لذا فlن المثلث متطابق 

الأضلع.
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

ح إجابتك. صنِّف KML! إلى متطابق الأضلع أو متطابق الضلعين أو مختلف الأضلع. ووضِّ  (4 

يمكنك استعمال خصائ� المثلثات المتطابقة الأضلع والمتطابقة الضلعين؛ لإيجاد قيمٍ مجهولةٍ كما في المثال الآتي:

جبر� أوجد قياسات أ�°â الم�لq المتطاب� ال]لعين  
ABC في الbYل الم�اور. 

.x أوجد قيمة  �الخطوة 1

مُعطى  AC = CB   

عوّ�س  4x + 1 = 5x - 0.5   

ا:ا4x r من الطاAين  1 = x - 0.5   
اجم� 0.5 اإلى الطاAين  1.5 = x   

عوّض لإيجاد طول كل ضلع من أضلع المثلث:  �الخطوة 2
مُعطى  AC = 4x + 1   

x = 1.5  = 4(1.5) + 1 = 7   
مُعطى   CB = AC   

AC = 7   = 7   
مُعطى  AB = 9x - 1   

x = 1.5   = 9(1.5) - 1   
ب�ضّ�   = 12.5   

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
.FGH أوجد قياسات أضلع المثلث المتطابق الأضلع  (5 

4 ا لأ�صلاع¥امثال  Oت�ص¢ي� المثلثات �صمن اأ8ص�ال مختلفة وفق

K

0.75

1.3 L

J

M
1.5

� åه لç مأ س åه

A

4x + 1

9x - 1

5x - 0.5
C

B

5 اإيجاد قيم مج¥ولةمثال 

� åه لç مأ س åه

F

2y + 5

5y - 19

3y - 3

H

G

اإر8صادات للدرا�صة

 � Uتحق 
للتحقق من الإجابة Aا 
المثا� 5 ، اختدا ما اإ3ا 
كاFت CB = AC عندما 

�س ب@ 1.5 مكان A xا  UعوF
العدارة x - 0.5 5 التا 

 .CB تمثل 
CB = 5x - 0.5        

 = 5�1.5� - 0.5 

= 7 "              
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✓ تاأكDDDDد

 .ìا لزوايا ðaمن الم�ل�ات الآتية وف ă°ك �öeÉ �فنU العمارة

60°

60°

60°

60°

60°

60°

 3(   

25°25°

130°

 2(   

45°

90° 45°

 1(  

.ìا لزوايا ðaمن الم�ل�ات الآتية وف ă°ك �«eÉ
 !ABD  4(  

 !BDC  5(  

 !ABC  6(  

ا �ú°عه. ðaمن الم�ل�ين الآتيين وف ă°ك �«eÉ
12 cm

5 cm

13 cm

 8(   7(  

ÙÎا كاph الaeطة v Kي مeتص�  FH ، فصe»� ك°ă من الم�ل�ات الآتية في الbYل
:â°�úأو متطاب� ال]لعين أو م�تل� ا â°�úل� متطاب� اÎ الم�اور

 !FGH  9(  

 !GJL  10(  

 !FHL  11(  

جبر� أوجد قيمة x وأIوال اâ°�ú الم�fولة في كلٍّ من الم�ل�ين الآتيين:.

 R

SQ

6x - 5

3x + 10

5x

 13(   
40

M

NL
3x - 4

2x + 7

 12(  

مجوهرات� افترض أن لديك سلكًا مرنًا من الفوøذ غير قابل    14(  

له لتعمل قرطًا. إذا كان الجزء المثلث من القرà متطابق  للصدأ، وتريد أن تُشكِّ
 ،1.5 cm الضلعين، وأبعاده كما في الصورة، وطول جزء العلقة 

ر إجابتك. فكم سنتمترًا من السلك تحتاج لعمل القرà؟ برِّ

1 المثال 

2 Aالمثال 
60˚ 60˚

60˚ 30˚

120˚ 30˚
CD

B

3 المثال 

4 المثال 

5

5

8

3

2.5

7

G

J

L

HF
K

5 المثال 

4x-0.8 3x+0.2

2x+0.1

fBÉ�D*
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تدرj وحل الم�صائل

:ìا لزوايا ðaمن الم�ل�ات الآتية وف ă°ك �«eÉ

55°

90° 35°

 17(   

65°

50°

65°

 16(    
25°

115°
40°

 15(  

45° 45°

90°
 20(   

25° 70°

85°  19(   

60° 60°

60°
 18(  

:ìا لزوايا ðaمن الم�ل�ات الآتية وف ă°ك �«eÉ
 !UYZ  21(  

 !BCD  22(  

 !ADB  23(  

 !UXZ  24(  

 !UWZ  25(  

 !UXY  26(  

ا �ú°عه: ðaمن الم�ل�ين الآتيين وف ă°ك �«eÉ
  28(    27(  

 ، DF  تص�eم E طةaeوال ، BD تص�eي مv C طةaeال phا كاÙÎ
ا �ú°عfا: ðaمن الم�ل�ات الآتية وف ă°ك �«eفص

 !ADF  30(   !ABC  29(  

 !ABD  32(   !ACD  31(  

جبر� إذا علمت أن المثلث FGH! متطابق الأضلع،   33(  

فأوجد قيمة x وطول كل ضلع من أضلعه. 

1 المثال 

2 المثال 

60°

60°
43°

20°

60° 120°
47°

40°X

U

Y Z

W

45°

45°
55°

86°39°

B

C

A

D

3 المثال 

B C

A F

E

D4

8

5

10 4 المثال 

F

GH

6x + 1 3x + 10

9x - 8

5 المثال 
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فنU ت�ص�يلي� صنِّف كلًّ من المثلثات المرقمة   34(  

في الشكل وفق زواياه ثم وفق أضلعه. استعمل 
المثلث القائم الزاوية لتصنيف الزوايا، والمسطرة 

لقياس الأضلع. 

 ،ìواياÛ ل الم�اور وف�bYرة في الvمن الم�ل�ات ال[ا ă°ك �«eÉ
ثم وف� أ�°عه:

!BDC  37(  !EBC  36(  !ABE  35(  

ه وف� أ�°عه:  «̀eÉفي كلٍّ من السؤالين الآتيين، و !XYZ â°وال أ�Iأوجد أ �ه¢د�صة اإحدا/ية

 X(7, 6), Y(5, 1), Z(9, 1)  39(   X(-5, 9), Y(2, 1), Z(-8, 3)  38(  

برها¤� اكتب برهانًا ذا عمودين تبين فيه أنّ BCD! متطابق الزوايا، إذا كان ACE! متطابق الزوايا،   40(   

. BD ‖ AE وكانت
C

B D

A E
2

1

3

جبر� أوجد قيمة x وأIوال أ�°â الم�لq في كلٍّ مما يأتي:

. FG = 3x - 10 , GH = 2x + 5 , HF = x + 20 :مثلث متطابق الأضلع فيه !FGH  41(  

 ، x سبعة على مثلَي ST ويزيد ، x ثلثة على أربعة أمثال RS متطابق الأضلع. ويزيد !RST  42(   

 . x واحدًا على خمسة أمثال TR ويزيد
)43  تمثيلات متعددة� في هذه المسألة ستكتشف العلقة بين قياسَي   

الزاويتين اللتين تقابلن ضلعين متطابقين في مثلث، ومجموع زوايا المثلث 
المتطابق الضلعين. 

ا� ارسم أربعة مثلثات متطابقة الضلعين، منها مثلث حادّ الزوايا ومثلث قائم الزاوية، ومثلث  Zه¢د�صي  (a  

منفرج الزاوية. وفي كلٍّ من هذه المثلثات سمِّ الرأسيْن المقابلين للضلعين المتطابقين A , C ، وسمِّ الرأس 
الثالث B. ثم ق� زوايا كل مثلث، واكتب على كل زاوية قياسها.

نه عمودًا تكتب فيه مجموع قياسات هذه الزوايا. ا� رتِّب قياسات الزوايا في جدول. وضمِّ Zجدولي  (b  

ا� خمّن العلقة بين قياسَيْ الزاويتين اللتين تقابلن الضلعين المتطابقين في مثلث متطابق  Zلف�ي  (c  

الضلعين، ثم خمّن مجموع قياسات زوايا المثلث المتطابق الضلعين.
ا� إذا كان قياس إحدى الزاويتين اللتين تقابلن الضلعين المتطابقين في مثلث متطابق الضلعين  Zجبري  (d  

ر إجابتك. هو x ، فاكتب عبارتين جبريتين تمثِّلن قياسَيْ الزاويتين الأخريين. وفسِّ

1

4

5 2
3

A

B

DE
C

75°
75°

15°15°

B

A C
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م�صائل م¥ارات التف�ير العليا

اكت�ص� الخطاأ� تقول ليلى: إن DFG! منفرج الزاوية،   44(  

لكن نوال ø توافقها الرأي وتقول: إن عدد الزوايا الحادة في المثلث 
أكثر من عدد الزوايا المنفرجة؛ لذا فlن المثلث حادّ الزوايا. أيتّهما 

كانت إجابتها صحيحة؟ فسر إجابتك. 
 xا. وو� ðحيحة أبدÉ يرP ا أو ðمýحيحة داÉ ا أو ðhحيحة أحياÉ ال�ملة في كلٍّ مما يأتي phا كاÙÎ ر ما تبرير� قر»

Îجابت�. 
المثلث المتطابق الزوايا هو مثلث قائم الزاوية أيضًا.   45(  

المثلث المتطابق الأضلع هو مثلث متطابق الضلعين أيضًا.  46(  

� إذا كان طوø ضلعين من أضلع مثلث متطابق الأضلع 5x + 5 وحدات ، 7x - 5 وحدات، فما  تحد\  47(  

ر إجابتك. محيطه؟ فسِّ
ر لماذا يُعد تصنيف المثلث المتطابق الزوايا أنه مثلث حاد متطابق الزوايا، تصنيفًا غير ضروري؟ � فسِّiاكت  48(  

جبر� اشترى خالد معجمًا من معرض الكتب بعد تخفي�   49(  

نسبته %40 . إذا كان ثمنه قبل التخفي� 84.50 رياøً، فكم 
رياøً وفّر خالد؟ 

øً33.80 ريا  C  øً50.70 ريا  A  

øً32.62 ريا  D  øً44.50 ريا  B  

ما ميل المستقيم الذي معادلته  2x + y = 5 ؟   50(  

-1  C  2  A  

-2  D    
2
 
5   B  

تدريi على اختبار

مراجعة تراكمية

ا يأتي: �مهارة 6ضابقة� أوجد المسافة بين المستaيمين المتواÛيين في كلٍّ مم¬
 y = x + 2 , y = x - 4  52(                                   x = -2 , x = 5  51(  

كرة قد¡� رسم مصطفى الخطَّيْن الجانبيَّين لتخطيط ملعب كرة قدم، ووضع علمات على أحدهما، بحيث كانت  53(   

ر لماذا تكون هذه الأعمدة متوازية. �مهارة 6ضابقة�  المسافة بين أي علمتين متتابعتين m 9، ثم أنشأ أعمدة عند هذه العلمات. فسِّ
د ال`رß والeتي�ة في كل جملة HرIية فيما يأتي: �مهارة 6ضابقة� حد»

إذا كان الرجل كهلً، فlن عمره 40 سنة على الأقل.   54(  

 .x = 2 نl2 ، فx + 6 = 10 إذا كان  55(  

ا�صتعد للدر�س اللاح�

�öeÉ كل ÛوÕ من الزوايا مما يأتي Îل� مت�ادلتين داخليăا أو مت�ادلتين خارجيăا أو متeاJرتين 
أو متحال`تين:

9∠ و 4∠   57( 5∠ و 3∠    56(  

1∠ و 11∠   59( 11∠ و 13∠    58(  

22°
38°

120°

G

F

D

  

12 11
9 10

4 3
1 2

5 6
8 7

16 15
13 14

g

h

k
i
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6وايا المثلثات
Angles of Trangles

لماذا؟لماذا؟ 
م  يرعى أحد معاهد التقنية مسابقة سنوية، حيث يصمِّ

ت برمجة هذا  الطلب روبوتًا Ëليًّا يؤدّي مهامّ مختلفة. وقد تمَّ
الروبوت الآلي في أحد اøختبارات ليتحرك في مسار على شكل 
مثلث. على أن يكون مجموع قياسات الزوايا التي ينعطف فيها 

الروبوت الآلي عند نقاà اøرتكاز الثلÔ ثابتًا دائمًا.
� تُعبِّر نظرية مجموع pرية مجمو� قيا�صات 6وايا المثل�J

قياسات زوايا المثلث عن العلقة بين الزوايا الداخلية لأيّ مثلث.

اأ�ص� اإلى�Jرية 3.1

مmمو� Bيا6ضات 5وايا المثلk ي�ضاوي 180°  �التعبير اللف�ي

m∠A + m∠B + m∠C = 180°   �مثال

pرية مجمو� قيا�صات 6وايا المثل�J

يتطلب برهان نظرية مجموع قياسات زوايا المثلث استعمال مستقيم مساعِد، والمستaيم المساعد هو مستقيم 
إضافي � أو قطعة مستقيمة إضافية � يتم رسمه للمساعدة على تحليل العلقات الهندسية، وكما تُبرر العبارات 

واøستنتاجات المُستعملة في البرهان، فlن خصائ� المستقيم المساعِدِ يجب تبريرها. 

pرية مجمو� قيا�صات 6وايا المثل�J

!ABC �المعطيات

m∠1 + m∠2 + m∠3 = 180° �jالمطلو

.BC åِموازيًا ل # $$$% AD    ارسم المستقيم A من النقطة �البرها¤

المبرراتالعبارات

!ABC  1(  

BAD∠ , 4∠ زاويتان متجاورتان على مستقيم.  2(  

BAD∠ , 4∠ متكاملتان.  3(  

m∠4 + m∠BAD = 180°  4(  

m∠BAD = m∠2 + m∠5  5(  

m∠4 + m∠2 + m∠5 = 180°  6(  

∠4 & ∠1 , ∠5 & ∠3  7(  

m∠4 = m∠1, m∠5 = m∠3  8(  

m∠ 1 + m∠2 + m∠3 = 180°  9(  

مُعطى  1(  

تعريف الزاويتين المتجاورتين على مستقيم  2(  

الزاويتان المتجاورتان على مستقيم متكاملتان  3(  

تعريف الزاويتين المتكاملتين  4(  

مسلّمة جمع قياسات الزوايا  5(  

بالتعوي�  6(  

ا  نظرية الزاويتين المتبادلتين داخليًّ  7(  

تعريف تطابُق الزوايا  8(  

بالتعوي�  9(  

برها¤

$�F(*�£�~{

1 5�4*�f��F

 2 5�4*�f��F

3 5�4*�f��F
�فيما �صب��فيما �صب�

ا  KقAدر6ضت ت|ضني� المثلثات و
لقيا6ضات اأ�ض عها و5واياGا.

�3-1 �الدر6س 

�وال&¤�وال&¤
اأ:دق �Fاية مmمو�   
.kيا6ضات 5وايا المثلB
اأ:دق �Fاية الزاوية   

.kارجية للمثلsال

�المفردات�المفردات
د Pالم�ضتقي� الم�ضاع

auxiliary line

الزاوية الsارجية

exterior angle

الزاويتان الداخليتان 
الدعيدتان

remote interior angles

الداGان الت�ضل�ضلاّ

flow proof

النتيmة
corollary

3- 2

A

B

C

A

B C

D

1 3

24 5
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يمكن استعمال نظرية مجموع قياسات زوايا المثلث لإيجاد الزاوية الثالثة في المثلث إذا عُلم قياسا زاويتيه الأخُريين.

}vا أربعة øع�ين. ¬̀ h òرة في تدريب عل� تمريراتbل مسار الbYي�ي»ن ال �كرة قد¡
أوجد قياسات الزوايا المرقمة.  

A

B

1
2

3
20°

78°

E

C

D
61°

،20°, 78°   ABC في المثلث A, C المعطيات: في الشكل أعله، قياس الزاويتين  � اف¥م
 قياس الزاوية E في المثلث CED يساوي 61°

المطلوب:  إيجاد قياسات الزوايا المرقمة.
أوجد  m ∠ 3 باستعمال نظرية مجموع زوايا المثلث مستعملً قياسَيْ الزاويتين الُأخريين   �خط�

في  ABC". ثم استعمل نظرية الزاويتين المتقابلتين بالرأس لإيجاد m ∠ 2، وعندها يمكنك 
 "CDE في m∠ 1 إيجاد

kمو� 5وايا المثلmاية م�F  m∠3 + m∠BAC + m∠ACB = 180°  � Uل Sح  

عوّ�س   m∠3 + 20° + 78° = 180°   

ب�ضّ�    m∠3 + 98° = 180°   

ا:اr 98 من الطاAين     m∠3 = 82°   

.m∠ 2 = 78° نlمتطابقتان؛ لأنهما زاويتان متقابلتان بالرأس؛ لذا ف ∠ ACB , ∠2  

.m∠ 1 لإيجاد !CDE في m∠CED و m∠2 استعمل  

kمو� 5وايا المثلmاية م�F  m∠ 1 + m∠2 + m∠CED = 180°   

عوّ�س  m∠ 1 + 78° + 61° = 180°   

ب�ضّ�  m∠ 1 + 139° = 180°   

ا:اr 139 من الطاAين  m∠ 1 = 41°   

180° åِمساويًا ل !ABC , "CDE يجب أن يكون مجموع قياسات زوايا كلٍّ من  �� Uتحق

 !ABC : m∠3 + m∠BAC + m∠ACB = 82° + 20° + 78° = 180°  

 !CDE : m∠1 + m∠2 + m∠CED = 41° + 78° + 61° = 180°  

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
مة فيما يأتي: أوجد قياسات الزوايا المرق¬

  (1B  J K

M

L

3 28°
71°

57°

2

1
 (1A

ر وتحاّ�"  Uتماين "ما nيدم
Aا لعدة كاة القدم بين 

عدة م�اGا اأ6ضا6ضية لعملية 
التمايا، 0يk تكون جمي� 

التماياات Aا التدريd على 
7ضكل مثلثات ، وwGا Gو الأ6ضا6س 

Aا جمي� 0اكات الكاة، 
وبالإ�ضاAة اإلى 3ل�، على 

ا بعد  KورA اأن يتحا� dال ع
تمايا  الكاة. 

1pرية مجمو� 6وايا المثل�J ا�صتعمال

Y

V

W

X
Z

58°

65°

67°

7
64 5 9

8

 

اإر8صادات للدرا�صة

 تج�ئة الم�صاألة 
تmُزاأ الم�ضائل الماكدة 

اإلى م�ضائل يمكن 
التعامل م� كلX منها 
ب�ضهولة� مما ي�ضاعد 
على 0لUها. Aمث A Kا 

المثا� 1� علي� اأن 
تmد m∠2 اأولB Kدل اأن 

m∠1 ادmتحاو� اإي

✓

✓
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� بالإضافة إلى الزوايا الداخلية الثلÔ، يمكن أن يكون للمثلث Ûوايا pرية ال�اوية الخارجية للمثل�J
 ëداخليتا ëاويتاÛ خارجية كل° منها تتشكل من أحد أضلع المثلث وامتداد ضلع مجاور له. ولكل زاوية خارجية

بعيدتاë غير مجاورتين لها.

A

B

C

f£/41

f£�1*21

2

3

4،!ABC åِ4∠ زاوية خارجية ل   
وزاويتاها الداخليتان البعيدتان    

هما 3∠ , 1∠ .  

اأ�ص� اإلى�Jرية 3.2

 Rا Nيا6ضB مو�mي�ضاوي م kا مثلA ارجيةsيا6س الزاوية الB
الزاويتين الداخليتين  الدعيدتين. 

m∠A + m∠B = m∠1  �مثال

�Jرية ال�اوية الخارجية

في ال�رvاë التسلسلي تُستعمل عبارات مكتوبة في مستطيلت، وأسهم تبيِّن التسلسل المنطقي لهذه العبارات. 
ر العبارة المكتوبة داخله، ويمكنك برهنة نظرية الزاوية الخارجية  ويُكتب أسفل كل مستطيل السبب الذي يبرِّ

باستعمال البرهان التسلسليِّ كما يأتي.

�Jرية ال�اوية الخارجية

!ABC �المعطيات

m∠A + m∠B = m∠1 �jالمطلو

 �برها¤ ت�صل�صلي

البرها¤

!ABC
¢��E

k�j�D*�J*H5���mE�fJ�F

�¦J�gD+

r�D+

m∠A + m∠B + m∠2 = 180m∠1 + m∠2 = 180

�£�g~zE�¢���£4Hmg�D*��£gJH*yD*��J�

�£g�E�g�D*��£gJH*yD*��J�

�£�g~zE�¢���4HmgE��gJH*5�∠1, ∠2

�g�E�gE��£�g~zE�¢���4Hmg�D*��gJH*yD*
�g�E�gE ∠1, ∠2

m∠A + m∠B = m∠1

m∠A + m∠B + m∠2 = m∠1 + m∠2 

قرا%ة الريا�صيات

البرها¤ بالمخط� 
 الت�صل�صلي 

يُ�ضمّى الداGان الت�ضل�ضلا 
اأ0ياKFا الداGان بالمsط� 

الت�ضل�ضلا.

اإر8صادات للدرا�صة

 البرها¤ الت�صل�صلي 
يمكن اأن يكتd الداGان 

الت�ضل�ضلاّ ب|ضورةPM راأ6ضيّة 
اأو اأAقيّة.

A

BC
1

A

B

C D
12
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يمكن إيجاد قياسات الزوايا المجهولة باستعمال نظرية الزاوية الخارجية.

اللياقة البدJية� أوجد قياJKL Ü∠ في الو�� ال}ï ي[fر فيه 
المتدرب في الصورة.

�Fاية الزاوية الsارجية  m∠KLM + m∠LMK = m∠JKL  

عوّ�س  x + 50 = 2x - 15  

ا:اx r من الطاAين  50 = x - 15  
اجم� 15 اإلى الطاAين  65 = x  

.m∠JKL � �2�65� - 15��لذا فlن 115° � 
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

ت¢�يم خ�اJة الملاب�س� تثبِّت لطيفة جسور الرفوæ على جدار  (2 

 خزانتها. ما قياس 1 ∠ التي يصنعها الجسر مع جدار الخزانة؟ 

الeتي�ة هي نظرية يكون برهانها مبنيًّا على نظريةٍ أخرى، ويمكن استعمال النتيجة كأي نظرية أخرى لتبرير 
خطوات برهانٍ Ëخر، أو حلّ أسئلة ذات علقة، وفيما يلي نتائج مباشرة لنظرية مجموع زوايا المثلث:

pمجمو� 6وايا المثل
اأ�ص� اإلى Jتيجتا¤

3.1 الزاويتان الحادتان Aا اأي مثلB kائ� الزاوية متتامتان.

مثال� اإ3ا كاFت B ∠Cائمة، Aاإن A , ∠B ∠ 5اويتان متتامتان.

3.2  توجد 5اوية Bائمة وا0دة، اأو 5اوية منفاجة وا0دة على الأكثا 
.kا اأي مثلA

مثال� اإ3ا كاFت B ∠Lائمة، Aاإن J , ∠K ∠ 5اويتان 0ادتان.

�صتبرهن ال¢تيجتين 3.2 , 3.1 في ال�صو)الين 24 , 23

أوجد قياس كلٍّ من الزوايا المرقّمة في الشكل المجاور.
5اويتان 0ادتان Aا مثلB kائ� الزاوية  m∠1 + m∠TYZ = 90°  

عوّ�س  m∠1 + 52° = 90°  
ا:اr 52 من الطاAين  m∠1 = 38°  

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
 ∠4  (3C   ∠3  (3B   ∠2   (3A

J K

L

M

x°

50°(2x - 15)°

ا�صتعمال �Jرية ال�اوية الخارجية2

المدرj المتخ�ص�س  
يعل�U مدرUبو اللياBة الددFية 
المتدربين :اائق متنوعة 

ويحفزوFه� على اأدائها، ومن 
المه� اأن يحمل Gو'ل$ المدربون 

7ضهادات تs|ض|س Aا مmا� 
عمله�.

� åه لç مأ س åه

40˚

1

3 اإيجاد قيا�صات ال�وايا في مثلثات قائمة ال�اويةمثال 

T W

XY

Z

1 2

38°
52°

34

� åه لç مأ س åه
اإر8صادات للدرا�صة

 التحق� من المعقولية 
عندما تmد Bيا6ضات 5وايا 

ا اأن  Kتاأكد دائم ،kمثل
مmمو� wG  القيا6ضات 

ي�ضاوي 180°. 

A

B

C

J

L

K
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✓ تاأكDDDDد

مة في كلٍّ من السؤالين الآتيين:  öكلٍّ من الزوايا المرق Üأوجد قيا
A

BF

E D

C

48°
1

2

339°

 2(   

59°

63°

1

 1(  

� تbYل دعامة المaعد م� بaية الfيbل م�ل�ðا كما vوe;كرا�صي ال�صا
مو�x فåي الbYل الم�اور. أوجد ك°ă من الaياسات الآتية:

 m∠4  4(   m∠2  3(  

 m∠3  6(   m∠1  5(  

ا عل� الbYل الم�اور، أوجد الaياسات التالية:  ðمعتمد
  m∠1  7(  

 m∠3  8(  

 m∠2  9(  

تدرj وحل الم�صائل

مة في كلٍّ من السؤالين الآتيين:  öالزوايا المرق Üأوجد قيا
31°

1
3

2

22°

L

N

Q
P

M  11(   

59°

1

61°

 10(  

;ائرات� يمكن تمثيل خطّ الطيران في رحلةٍ ما باستعمال ضلعَي مثلث كما في النموذج أدناه، علمًا بأن   12(  

المسافة التي تقطعها الطائرة صعودًا تساوي المسافة التي تقطعها هبوطًا.

173°

��D*�fJH*5�ÉB(°*�fJH*5

  

صنِّف النموذج بحسب الأضلع والزوايا.   (a  

إذا كانت زاويتا الإقلع والهبوà متطابقتين، فأوجد قياس كلٍّ منهما.   (b  

1 المثال 

102°

1
53°

2

3

4

2 المثال 

3 المثال 

29°

1
3

2 17°

1 المثال 
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أوجد ك°ă من الaياسات الآتية:
  m∠ABC  15(   m∠4  14(   m∠1  13(  

148°

(x - 5)°
(2x - 15)°

A

B

C

  
123°

4   27°

52°

1   

أوجد ك°ă من الaياسات الآتية:
 m∠2  17(   m∠1  16(  

 m∠5  19(   m∠3  18(  

 m∠6  21(   m∠4  20(  

ب�صت¢ة� استَنبَْتَ مهندس زراعيّ زهور أقحوان   22(   

في حوض على شكل مثلث متطابق الضلعين. إذا رغب 
المهندس في أن يكون قياس A∠ ثلثة أمثال قياس كلٍّ 

من B , ∠C∠، فما قياس كل زاوية في هذا المثلث؟ 

 ëاvة ال�رaريI ð°مما يأتي مستعم ă°ن كvبر �براهين

الم}كورة. 
النتيجة 3.2 باستعمال البرهان الحر   24( النتيجة 3.1 باستعمال البرهان التسلسلي    23(  

مة فيما يأتي: öكلٍّ من الزوايا المرق Üأوجد قيا

30°
130°

110°

2 1

3
4
6

7
8

5

 26(  

35°

70°

1

2

34

 25(   

ر إجابتك.   جبر� صنفّ المثلث في الشكل المجاور وفقًا لزواياه. وفسِّ  27(   

م استنتاجك إذا  ا لها إذا كانت خطأً، ودعِّ ر ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحةً أم خطأً، واذكر مثاøً مضادًّ قرِّ  28(  

كانت صحيحة: 
" إذا كان مجموع زاويتين حادتين في مثلث أكبر من 90 ، فlن المثلث حادّ الزوايا ".   

2 المثال 

25° 51° 28°

35°

5 6

4

123

3 المثال 

B C

A

ي|ضل :و� 6ضا� G5اة الأBحوان 
  wG 30 ، وتنق�ض�in اإلى

 dا بح�ض Kالنداتات اإلى 13 �ضنف
اأ7ضكا� اأG5ارGا. 

(15x + 1)°

(6x + 5)°
(4x - 1)°
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�صيارات� انظر إلى الصورة المجاورة:   29(  

 .m∠1 , m∠2 أوجد  (a  

إذا قلَّ ارتفاع غطاء السيارة عن اøرتفاع الذي يظهر في الصورة، فما أثر   (b  

ر إجابتك.  ذلك في m∠1 ؟ فسِّ
إذا قلَّ ارتفاع غطاء السيارة عن اøرتفاع الذي يظهر في الصورة، فما أثر   (c  

ر إجابتك.  ذلك في m∠2 ؟  فسِّ

برها¤� برvن ك°ă مما يأتي باستعمال Iريaة ال�رvاë الم}كورة:

برهان ذو عمودين   30(  

المعطيات� RSTUV شكل خماسيّ.   

�jالمطلو   
m∠S + m∠STU + m∠TUV + m∠V + m∠VRS = 540° 

R

S

T

UV    

برهان تسلسلي   31(  

∠3 & ∠5 �المعطيات   

 m∠1 + m∠2 = m∠6 + m∠7 �jالمطلو   

1

2

3 4 5

6

7   

)32  تمثيلات متعددة� في هذه المسألة ستستكشف مجموع قياسات الزوايا الخارجية للمثلث.   

ا� ارسم خمسة مثلثات مختلفة، ومُدّ الأضلع  Zه¢د�صي  (a    

وسمِّ الزوايا كما في الشكل المجاور، على أن يكون ضمن المثلثات 
التي رسمتها على الأقل مثلث منفرج الزاوية، وËخر قائم الزاوية، 

ومثلث حادّ الزوايا. 
ل القياسات  ا� قِِ� الزوايا الخارجية لكل مثلثٍ. وسجِّ Zجدولي  (b  

ومجموعها لكل مثلثٍ في جدول. 
ن مجموع الزوايا الخارجية للمثلث، واكتب تخمينك. ا� خمِّ Zلف�ي  (c  

ا. ا� عبِّر عن التخمين الذي وصلتَ إليه في الجزء  c جبريًّ Zجبري  (d  

ا لإثبات التخمين الذي توصلتَ إليه. ا� اكتب برهانًا حرًّ Zتحليلي  (e   

م�صائل م¥ارات التف�ير العليا

اكت�ص� الخطاأ� قام خالد بقياس زوايا المثلث وكتبها كما في الشكل.  33(  

ح بطريقتين مختلفتين على الأقل  فقال عادل: إنّ هناك خطأً في هذه القياسات. وضِّ
كيف توصّل عادل إلى هذه النتيجة. 

ر كيف يمكنك إيجاد القياسات المجهولة في الشكل المجاور؟ � فسِّiاكت  34(  

12

70°

71°

1

2
3

B

A

C

37°

93°
130°

110°a°
c°

b°

ت¢بي¦ �

 قيا�س ال�وايا 
عند ا6ضتعما� المنقلة 

لقيا6س 5اوية ما، اجعل 
ا  K0 منطدق nخّ� التدري

على اأ0د �ضلعا الزاوية، 
ا  Kوماكز المنقلة منطدق

على راأ6س الزاوية. 
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� أوجد قيمة كلٍّ من y , z في الشكل المجاور.  تحد\  35(  

تبرير� إذا كانت الزاوية الخارجية المجاورة لA åِ∠ حادة، فهل ABC! حادّ الزوايا أم قائم الزاوية أم   36(  

منفرج الزاوية أم أنه ø يمكن تحديد نوعه؟ وضح إجابتك.  

جبر� أيُّ المعادøت الآتية تكافÿ المعادلة   37(   

 7x - 3�2 - 5x� = 8x ؟ 

2x - 6 = 8  A  

22x - 6 = 8x  B  

-8x - 6 = 8x  C  

22x + 6 = 8x  D  

 a, b أيُّ العبارات التالية تصف العلقة الصحيحة بين الزاويتين  38(  
في الشكل أدناه؟ 

a + b = 90°  C  a + b < 90°  A  
a + b = 45°  D  a + b > 90°  B  

تدريi على اختبار

مراجعة تراكمية

eÉ»� ك°ă من الم�ل�ات الآتية Îل� حاد الزوايا أو متطاب� الزوايا أو مe`رÕ الزاوية أو قاýم الزاوية: �مهارة 6ضابقة�
 46°

44°

 41(   

18°
150°

12°

 40(   60° 60°

60°

 39(  

ه¢د�صة اإحدا/ية� أوجد المسافة بين الaeطة P والمستaيم ! في كلٍّ من السؤالين الآتيين. �مهارة 6ضابقة� 

المستقيم # يمرّ بالنقطتين (3 ,1) , (2- ,0)، وإحداثيَّا النقطة P هما (4 ,4-).   42(  
المستقيم # يمرّ بالنقطتين (0 ,3) , (0 ,3-)، وإحداثيَّا النقطة P هما (3 ,4).   43(  

ا�صتعد للدر�س اللاح�

 اكتب ال�اÉية المستعملة �اhøعbاÜ، التماثل، التعد�ï في كل ع�ارة مما يلي:
  AB & AB  44(  

إذا كان 1∠ & 2∠ ، فlن 2∠ & 1∠ .   45(  

إذا كانت 4∠ & 2∠ , 2∠ & 3∠ ، فlن 4∠ & 3∠ .   46(  

135°

(5y + 5)°

(4z + 9)° (9y - 2)°

  

a b
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المثلثات المتطابقة
Congruent triangles

لماذا؟لماذا؟
تقوم عدّة مصانع بصنع مسجّلت سيارات 

بواجهات متحركة يصعب نزعها لحمايتها من 
السرقة، علمًا بأن شكل هذه الواجهات وأبعادها 

تطابق شكل المكان الذي تثبت فيه وأبعاده تمامًا؛ 
وذلك لتثبيتها في لوحة أجهزة السيارة بدقة.

التطاب� والع¢ا9صر المت¢ا>رة�  إذا كان 
لشكلين هندسيين الشكل نفسه والقياسات نفسها 

.ëاaنّهما متطابlف

<ير متطابقةمتطابقة

1 2 3
4 5

 الأ7ضكا� 3 ,2 ,1 لها ال}ضكل Fف�ض�

والقيا6ضات Fف�ضها، على الاغ� من اأFها ¯ اأو�ضا� ºتلفة.

ال}ضك ن 5 ,4 لهما ال}ضكل Fف�ض�، لكنهما ºتلفان ¯ القيا6ضات. 

في أيِّ م]لعين متطابaين تتطابق العeاÉر المتeاJرة، والعناصر المتناظرة تتضمن الزوايا والأضلع.

اأ�ص� اإلى مف¥و¡ اأ�صا�صي
تعري� الم®صلعات المتطابقة

يتطابق م¦ضلعان اإ3ا وAق� اإ3ا كاFت  � التعبير اللف�ي
عنا�ضاGما المتنا;اة متطابقة.

مثال�  الزوايا المتنا;اة
∠C " ∠K  ∠B " ∠J  ∠A " ∠H  

الأ�ض � المتنا;اة  

    
___

 CA  "   
___

 KH     
___

 BC  "    
__

 JK      
___

 AB   "   
___

 HJ  

عدارة التطابق  

#ABC " #HJK  

A

B
C

K

H

J

�Jموذج

هناك عباراتُ تطابقٍ أخرى للمثلثين أعله، وعبارات التطابق الصحيحة للمضلعات المتطابقة تظهر الرؤوس 
المتناظرة بالترتيب نفسه.

عدارة غيا �ضحيحة

#ABC " #HKJ

عدارة �ضحيحة

#BCA " #JKH

�فيما �صب��فيما �صب�
در6ضت الزوايا المتطابقة 

وا6ضتعمالتها.

�مهارة 6ضابقة�

�وال&¤�وال&¤
اأ6ُضمّا العنا�ضا المتنا;اة   
Aا الم¦ضلعات المتطابقة 

واأ6ضتعملها. 
دت تطابق مثلثين  R.ُاأ  

با6ضتعما� تعاي� التطابق. 

المفرداتالمفردات
 التطابق

Congruent

 الم¦ضلعات المتطابقة
Congruent Polygons

 العنا�ضا المتنا;اة
 Corresponding Parts

3- 3
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بيöن أöë الم]ل¬عين الم�اورين متطابaاë، بتعيين جمي� العeاÉر المتeاJرة المتطابaة. ثمö اكتب ع�ارة التطاب�.
 ∠P " ∠G, ∠Q " ∠F,  �ال�وايا

∠R " ∠E, ∠S " ∠D   
  ___

 PQ  "   ___
 GF ,   ___

 QR  "   __
 FE ,  �الأ�صلا�

  __
 RS  "   ___

 ED ,   __
 SP  "   ___

 DG   
 وبما أنّ جميع العناصر المتناظرة للمضلعين متطابقة، فlنّ 

. GFED المضلع " PQRS المضلع
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

P

M

Q
50°

78°

52°

50

39 40

     

L

J

K
50° 78°

52°50 39

40

 (1B   

X
W

Y

Z     

A D

B C  (1A 

أداة الربط ”إذا وفقط إذا“ التي وردت في تعريف المضلعات المتطابقة تعني أن كلًّ من العبارة الشرطيّة وعكسها 
صحيحتان؛ لذا إذا كان المضلعان متطابقين، فlنّ عناصرهما المتناظرة متطابقة. وإذا كانت العناصر المتناظرة 

متطابقة فlن المضلعين متطابقان.

 x ,  y فأوجد قيمة كلٍّ من ، !ABC " !DFE ëا كاÙÎ ل الم�اورbYفي ال
العنا�ضا المتنا;اة متطابقة  ∠F " ∠B  

تعاي� التطابق  m∠F = m∠B  
عوّ�س  8y - 5 = 99  

اجم� 5 اإلى الطاAين  8y = 104  
اB�ض� الطاAين على 8  y = 13  

العنا�ضا المتنا;اة متطابقة  FE " BC  
تعاي� التطابق  FE = BC  

عوّ�س  2y + x = 38.4  
عوّ�س  2(13) + x = 38.4  
ب�ضّ�  26 + x = 38.4  

ا:اr 26 من الطاAين  x = 12.4  
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

،#RSV " #TVS في الشكل المجاور إذا كان  (2  

 . x , y فأوجد قيمة كلٍّ من

G

ED

F

S

P
Q

R

1 تعر� الع¢ا9صر المت¢ا>رة المتطابقة مثال 

جوها¤ كارل فردري� 
 جاو�س �1777م – 1855م� 

Bدّم جاو6س رمز التطابق ليديّن 
اأن :اAا المعادلة مت�ضاويان 

 . V تلفين 7ضكsا مF0تّى ولو كا
وBد 0قق اإmFا5ات عديدة Aا 
الايا�ضيات والفيزيا$ تت¦ضمن 
باGاKFا للن�اية الأ6ضا6ضية Aا 

الmدا.

� åه لç مأ س åه

2 تعيين الع¢ا9صر المت¢ا>رة المتطابقة مثال 

A

B

C
36°

99°

45°
54

32.1 38.4

D

E

F

(8y - 5)°

2y + x

� åه لç مأ س åه

R

V

S2y - 1

78°
x°

T
24

24.5

اإر8صادات للدرا�صة

ا�صتعمال عبارة التطاب� 
 يمكن� ا6ضتعما� عدارة 

التطابق لم�ضاعدت� 
على معاAة الأ�ض � 

المتنا;اة. 
!ABC " !DFE

  
−−
 BC  "   −− FE 
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اإ/بات تطاب� المثلثات إن نظرية مجموع قياسات زوايا المثلث التي تعلمتها في الدرس 2-3 تقود إلى نظرية 
أخرى حول الزوايا في مثلثين.

اأ�ص� اإلى�Jرية 3.3

اإ3ا تطابقت 5اويتان Aا مثلMk م� 5اويتين Aا مثلMk ا%خا،  �التعبير اللف�ي
 Aاإنّ الزاوية الثالثة Aا المثلk الأو� تطابق الزاوية 

الثالثة Aا المثلk الثاFا.

 ، ∠C " ∠K , ∠B " ∠J �اإ3ا كاFت  � مثال
. ∠A " ∠L �Aاإنّ

ة ال�اوية الثالثة Uري�J

6ضتداGن wG  الن�اية Aا ال�ضو'ا� 17

 êاديل الطعاeيطووا م  ëة أöمو ح`لة مدرسي«]eر مöقر �ت¢�يم الحفلات
 عل� Éورة جيب م�ل�ي حت� يتمebوا من و�� vدية بسيطة فيه. 

. m∠SRT فأوجد ، ∠NPQ " ∠RST ,  m∠NPQ � 40° :phا كاÙÎ
 بما أنّ NPQ " ∠RST∠ ، ولأن جميع الزوايا القائمة متطابقة 

(NQP " ∠RTS∠) ، فlنّ QNP " ∠SRT∠ بحسب نظرية الزاوية 
.m∠QNP = m∠SRT الثالثة؛ إذن

الزاويتان الحادّتان Aا المثلk القائ� الزاوية متتامّتان  m∠QNP + m∠NPQ = 90°  

عوّ�س  m∠QNP + 40° = 90°  
ا:اr °40 من الطاAين  m∠QNP = 50°  

.m∠SRT = m∠QNP = 50° :نlوبالتعوي� ف
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

 ، ∠NXR åِفًا ل في الشكل أعله، إذا كانت  WNX " ∠WRX∠، وكان WX منصِّ  (3 
وكان m∠WNX = 88° ,  m∠NXW = 49° ، فأوجد m∠NWR. وف�ِّ إجابتك. 

ا Ùا عمودين. ðhاvاكتب بر
    ___

 DE  "   ___
 GE   ,   ___

 DF  "   ___
 GF   , ∠D " ∠G  � المعطيات

∠DFE " ∠GFE

#DEF " #GEF    �jالمطلو

�البرها¤

المبرراتالعبارات

DE " GE , DF " GF  1(  

EF " EF  2(  

∠D " ∠G, ∠DFE " ∠GFE  3(  

∠DEF " ∠GEF  4(  

#DEF " #GEF  5(  

معطيات   1(  

)2  خاصية اøنعكاس للتطابق  

معطيات  3(  

نظرية الزاوية الثالثة  4(  

تعريف المضلعات المتطابقة  5(  

W

N

Q S P T

X

R

ا�صتعمال �Jرية ال�اوية الثالثة3

 ا6ضتعما� بع¦س المهارات 
الأ6ضا6ضية عند :ا مناديل 
المائدة يُ¦ضفا لم�ضةK من 

الmما� والأFاBة على اأي 0فلة. 
 wالطيات تاأخ  wG وكثيا من

.k7ضكل المثل

E

D

F

G

4 اإ/بات تطاب� مثلثينمثال 

اإر8صادات للدرا�صة

 خا9صيUة الJع�ا�س 
عندما ي}ضتا� مثلثان 

Aا �ضل�، ا6ضتعمل 
خا�ضيّة الFعكا6س 

للتطابق� لتثدت اأن 
ال¦ضل� الم}ضتا� يطابق 

Fف�ض�.

A B

C

J

K

L
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✓ تاأكDDDDد

 في كلٍّ من السؤالين الآتيين، بيöن أöë الم]لعين متطابaاë بتعيين جمي� العeاÉر المتeاJرة المتطابaة، ثمö اكتب 
ع�ارة التطاب�:  

 A B

CD

E F

GH

 2(   X R

Y SZ

 1(  

S R

Q

(2y - 40)°

3x - 9

 
L

M N

(y + 10)°

2x + 11

في الbYلين الم�اورين، ÙÎا كاLMN " !QRS ë! فأوجد: 
 .x قيمة  3(  

 .y قيمة  4(  

ر Îجابت�.  في كلٍّ من السؤالين الآتيين، أوجد قيمة x ، وفس»
 

51°

65°
L

X Y

Z

NM

(4x)°
 6(   

H

FGB

A C
80°

(2x)°

 5(  

ا. برها¤� اكتب برهانًا حرًّ  7(  

∠WXZ " ∠YXZ, ∠XZW " ∠XZY ,    
___

 WX  "   __
 YX  ,    ___

 WZ  "   __
 YZ  �المعطيات

 #WXZ " #YXZ  �jالمطلو

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

4 المثال 
X

Z YW

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
اكتب برهانًا ذا عمودين.  (4 

 ∠J " ∠P , JK " PM  �المعطيات  

 KM ص�eت L ، JL " PL  

#JLK " #PLM    �jالمطلو  

علقة تطابق المثلثات علقة انعكاس وتماثل وتعدٍّ كما في تطابق القطع المستقيمة والزوايا.
اأ�ص� اإلىال¢�رية 3.4

خا9صيUة الJع�ا�س للتطاب�
! ABC " ! ABC

خا9صية التما/ل للتطاب�
. !EFG " ! ABC ّاإنA ، ! ABC " !EFG اإ3ا كان

­ للتطاب� Uة التعد Uخا9صي
. ! ABC " ! JKL ّاإنA ، ! ABC " !EFG , !EFG " ! JKL اإ3ا كان

خ�صائ�س تطاب� المثلثات

6ضتداGن عنا�ضا wG  الن�اية Aا الأ6ض_لة 21 , 20 , 18

� åه لç مأ س åه

LJ

K

M

P

      
     
  

 
     
 
 

B

L
A

C

K

J

E
F

G
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تدرj وحل الم�صائل

 في كل من السؤالين الآتيين، بيöن أë الم]لعين متطابaاë بتعيين جمي� العeاÉر المتeاJرة المتطابaة، ثمö اكتب 
ع�ارة التطاب�. 

 

105°

105° 111°

111°

107°

107°
108°

108°

109°

109°

A H I

J

F

B

G

E

CD

4 4

4 4

3

3

55

5 5

 9(   

T

R S

J
L

K  8(  

ا يأتي: ÙÎا كاë الم]ل� BCDE ! الم]ل� RSTU، فأوجد قيمة كلٍّ مم¬
B C

DE

U T

SR
49°

(2x + 9)°

4w - 7

(2y - 31)°

3z + 10 2w + 13

z + 16

(y + 11)°

11
12

  

 w  13(   z  12(   y  11(   x  10(  

أوجد قيمة كلٍّ من x ,  y في اúسþلة الآتية:

52°

(6x + 14y)°

(15x - 8y)°  16(   
18°

(3x + y)°

(5x - y)°

148°  15(   
x°y°

45°

 14(  

برها¤� اكتب برهانًا ذا عمودين للنظرية 3.3.   17(  

برها¤� رتِّب العبارات المستعملة في برهان العبارة الآتية ترتيبًا صحيحًا. وقدّم تبريرًا لكل عبارة.  18(  

"تطابق المثلثات علقة تماثل". �النظرية 3.4(   
#RST " #XYZ �المعطيات
#XYZ " #RST   �jالمطلو

�البرها¤

????

∠X " ∠R, ∠Y " ∠S,
∠Z " ∠T,
XY " RS, YZ " ST,
XZ " RT

∠R " ∠X, ∠S "∠Y,
∠T " ∠Z,
RS " XY, ST " YZ,
RT " XZ#RST " #XYZ#XYZ " #RST

برها¤� اكتب برهانًا ذا عمودين:   19(  

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

4 المثال 

T

R S

Z

X Y

 
.∠B تنصّف     ___

 BD   �المعطيات  
   ___

 BD  ⊥   
___

 AC  
∠A " ∠C   �jالمطلو  

C

D B

A
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برها¤� اكتب برهانًا من النوع المذكور لكل جزء من النظرية 3.4.

  . ) برهان حرّ ( تطابق المثلثات علاقة تعدٍّ  20(  

  تطابق المثلثات علاقة انعكاس.  ) برهان تسلسلي (  21(  

:x , y ه، ثم أوجد قيمة جبر� ارسم شكلً يمثّل المثلثين المتطابقين في كلٍّ من السؤالين الآتيين وسمِّ

!ABC " !DEF , AB = 7 , BC = 25 , AC = 11 + x , DF = 3x - 13 , DE = 2y - 5  22(  

!LMN " !RST , m∠L = 49° , m∠M = (10y)° , m∠S = 70° , m∠T = (4x + 9)°  23(  

رايات� في مهرجان رياضي، كان سعيد مسؤولً عن إحاطة منطقة مساحتها ft  2  100  مخصصة لجلوس   24(  

 منها متطابق الضلعين.   المُعلقين والإعلاميين، فاستعمل حبلًا وثبّت عليه رايات على شكل مثلثات متطابقة، كلٌّ
1 ft = 12 in �اإر7ضاد

4 in.

6 in.

A

B

C
D

E

F

اكتب سبعة أزواج من القطع المستقيمة المتطابقة في الصورة.  (a  

  طها سعيد بحبل الرايات مربّعة الشكل، فكم سيكون طول الحبل؟ إذا كانت المنطقة التي حوَّ  (b  

  ما عدد الرايات المثبتة بالحبل؟  (c  

دة� في هذه المسألة ستكتشف العلاقة بين مساحات المضلعات المتطابقة: U25  تمثيلات متعد(  

ا� اكتب عبارة شرطيّة تمثل العلاقة بين مساحتَي مثلثين متطابقين. Zلف�ي  (a  

ا� اكتب عكس عبارتك الشرطيّة. وهل العبارة العكسيّة صحيحة أم خطأ؟ وضّح تبريرك. Zلف�ي  (b  

ا� ارسم - إنْ أمكن - مستطيلين لهما المساحة نفسها، ولكنهّما غير متطابقين، Zه¢د�صي  (c   

وإذا كان ذلك غير ممكن فوضح السبب.

ا� ارسم - إنْ أمكن - مربعين لهما المساحة نفسها، ولكنهّما غير متطابقين، Zه¢د�صي  (d   

وإذا كان ذلك غير ممكن فوضح السبب.
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اأJما�� صُمّم النمط المجاور باستعمال مضلعات منتظمة.   26(  

ما المضلعان المنتظمان اللذان استُعمل في التصميم؟  (a  

سمِّ زوجًا من المثلثات المتطابقة.  (b  

سمِّ زوجًا من الزوايا المتطابقة.  (c  

إذا كان CB = 2 in ، فكم يكون AE؟ وضح إجابتك.  (d  

ما قياس EDC∠؟ وضح إجابتك.  (e  

م�صائل م¥ارات التف�ير العليا

.x , y فأوجد قيمة كلٍّ من . #PQS " #RQS إذا كان � تحد\  27(  

 phا كاÙÎ ا. أما ăم]اد ðøم�ا õفأع� ،ðخطأ phا كاÙÎو .ðخطأ êحيحة أÉ كل ع�ارة مما يأتي phا كاÙÎ د ما öحد �تبرير
Éحيحة، فو�Î xجابت�. 

إذا تطابق زوجان من الزوايا المتناظرة لمثلثين، وتطابقت الأزواج الثلثة من أضلعهما المتناظرة، فlنّ   28(  

المثلثين  متطابقان.
إذا كانت أزواج الزوايا المتناظرة الثلثة لمثلثين متطابقة، فlنّ المثلثين متطابقان.   29(  

 .FEBC المضلع " ABED ا لإثبات أن المضلع � اكتب برهانًا حرًّ تحد\  30(  

د ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحةً دائمًا أو صحيحةً أحيانًا أو ليست صحيحةً أبدًا.  � حدِّiاكت  31(   

ووضح إجابتك.
   "المثلثان المتطابقا الأضلع يكونان متطابقين" 

هي:   #ABC ورؤوس    ، #HIJ  "  #ABC أن:  علمت  )32  إذا   

؟   HJ الضلع  طول  فما   ، A(-1, 2), B(0, 3), C (2, -2)

 √ '  2     C   5  A  

25  D        √ '   B  

جبر� أي° مما يأتي عامل لx  2  + 19x - 42  åِ؟   33(  

 x - 2  C   x + 14  A  

 x - 14  D   x + 2  B  

تدريi على اختبار

D E

A B

C

P S

Q

Rx 2y

2x 3y + 8

D E F

A B C

29
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مراجعة تراكمية

�3-2 في الYكل الم�اور أوجد كلă من القياساÓ الآتية� �الدر6س 
 m∠2  34(  

 m∠1  35(  

 m∠3  36(  

 ، J(-7, 10), K(15, 0), L(-2, -1) وسه هيÍر ïالذ "JKL âأوجد أطوال أضلا  �ه¢د�صة اإحدا/يUة  37(   

 �3-1  �الدر6س  وصنفّه وفقًا úطوال أضلاعه.

@دØّ ما ÙÎا كانp كل �KارÒ مما يiتي �Éي�ةً Øاýمًا أو أ@يانًا أو ليس�É pي�ةً أبدًا� �مهارة 6ضابقة�
   تكون ال~اويتان المتجاورتان على خ� مستقيم متكاملتين.  38(  
   إذا كانت ال~اويتان متكاملتين فlن إحداهما تكون منفرجة.  39(  

ا�صتعد للدر�س اللاح�

  انقل البرهان اùتي وأكمله:  40(  
   
___

 MN  #   ___
 PQ  ,   ___

 PQ  #   __
 RS  �المعطيات  

   
___

 MN  #   __
 RS   �jالمطلو  

�البرها¤  

المبرراتالعبارات
       ؟         (a

MN = PQ , PQ = RS  (b

       ؟           (c

   
___

 MN  #   __
 RS   (d

معطيات  (a

       ؟         (b

       ؟         (c

تعريف القطع المستقيمة المتطابقة  (d

 

15°

1

2

3

74°

R SM

N P

Q
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SSS , SAS اإ/بات تطاب� المثلثات
Proving Triangles Congruent - SSS, SAS

لماذا؟لماذا؟
تُعدّ السبورة المزدوجة التي على شكل الحرA æ طريقة مناسبة لعرض المعلومات، 

ø لأنها تُطوى عند التخزين فقط، ولكن لأنهّا تكون ثابتةً تمامًا عند وضع الذراعين 
الجانبيَّين في موقعيهما. وعندما يكون للذراعين الطول نفسه، ويتم تثبيتهما على أبعاد 

متساوية من القمة على الجانبين، فlن السبورة المفتوحة تشكّل مثلثين متطابقين هما 
. !ABC , !XYZ

� في هذا الدرس ستكتشف أنه لي� من  SSS م�صلمة التطاب� بثلا/ة اأ�صلا�
الضروري أن تبين تطابق الأضلع المتناظرة وتطابق الزوايا المتناظرة في مثلثين لتثبت أنهما متطابقان.

تبيّن السبورة المزدوجة أنّه إذا كانت أطوال الأضلع المتناظرة لمثلثين متساوية، فlن المثلثين متطابقان. وهذا ما 
تنّ� عليه المسلمة الآتية:

اأ�ص� اإلىم�صلمة 3.1

اإ3ا تطابقت اأ�ض � مثلMk م� الأ�ض � المنا;اة لها Aا مثلMk ا%خا، Aاإنّ المثلثين متطابقان.

   
___

 AB  "   ___
 DE  ,  مثال اإ3ا كان 

   
___

 BC  "   __
 EF  , 

    ___
 AC  "   ___

 DF 

 !ABC " !DEF ّاإنA    

 (SSS) التطاب� بثلا/ة اأ�صلا�

ا تسلسليăا. ðhاvاكتب بر
.GK نقطة منتصف L ، GH " KJ , HL " JL المعطيات: 

 !GHL " !KJL إثبات أن  �eالمطلو

�البرها¤

¢��E

¢��E

SSS

�~|g�´*�f��F��J� ¢��E
GL ! KL GK �~|g�E�f��F�¤G L

"GHL ! "KJL

GH ! KJ

HL ! JL

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
اكتب برهانًا تسلسليًّا.   (1 

.QR " SR ،متطابق الضلعين، فيه !QRS  �المعطيات    

.T عند النقطة QS تنصّف RT   
!QRT " !SRT ّإثبات أن  �jالمطلو   







C

A X
Y

B

Z

1 ا�صتعمال الم�صلمة SSS لإ/بات تطاب� مثلثينمثال 

L KG

H J

Q ST

R

قرا%ة  الريا�صيات

 اخت�صارات ريا�صية 
 side @ Pاخت|ضار ل S 

 اأو �ضل�، و A اخت|ضار
@ Angle اأو 5اوية. Pل

�فيما �صب��فيما �صب�
در6ضت اإ.دات تطابق المثلثات 
با6ضتعما� تعاي� التطابق. 

(3-3 (الدر�س 

�وال&¤�وال&¤
 SSS اأ6ضتعمل الم�ضلمة  

لختدار تطابق المثلثات. 
 SAS اأ6ضتعمل الم�ضلمة  

لختدار تطابق المثلثات. 

�المفردات�المفردات
الزاوية المح|ضورة

Included Angle

3- 4

اإر8صادات للدرا�صة

 من|ض� Bطعة م�ضتقيمة 

عدارة عن Bطعة اأو 
م�ضتقي� اأو م�ضتوI يقط� 

القطعة عند منت|ضفها.

A

B

C

D

E

F
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 . A(1, 1), B(0, 3), C (2, 5) :هي ABC إحداثيات رؤوس المثلث � اإجابة مطولة
 . E (1, -1), F (2, -5), G (4, -4) :هي EFG ورؤوس المثلث

مثِّل كل المثلثين في مستوى إحداثيٍّ واحدٍ.  (a

ر إجابتك. استعمل هذا التمثيل؛ لتخمين ما إذا كان المثلثان متطابقين أم ø. وفسِّ  (b

.b اكتب برهانًا منطقيًّا باستعمال الهندسة الإحداثية لتدعم تخمينك في الجزء  (c

�اقراأ �صو)ال الختبار
 !ABC , !EFG أن ترسم كلًّ من a في هذه المسألة يُطلب إليك عمل ثلثة أشياء؛ إذ يتعين عليك في الجزء

في مستوى إحداثيٍّ واحدٍ. وفي الجزء b أن تضع تخمينًا يبين ما إذا كان ABC " !EFG! أم ø، اعتمادًا 
على الرسم. وأخيرًا عليك في الجزء c أن تثبت صحّة تخمينك.

�حل �صو)ال الختبار

F

A
E

B

Cy

xO

G

 (a يتضح من الرسم أن المثلثين مختلفان في (b
ن أنهما ليسا  الشكل؛ لذا يمكن أن نخمِّ

متطابقين.

c) استعمل صي`ة المسافة لبيان أن أطوال بع� الأضلع المتناظرة غير متساوية.

AB =    
 √ $$$$$$$$  (0 - 1 )  2  + (3 - 1 )  2    EF =   √ $$$$$$$$$  (2 - 1 )  2  + [-5 - (-1) ]  2   

 =    
 √ $$$ 1 + 4   =   

 √ $ 5    =    
 √ $$$ 1 + 16   =   

 √ $ 17  

BC =    
 √ $$$$$$$  (2 - 0 )  2  + (5 - 3 )  2    FG =    

 √ $$$$$$$$$  (4 - 2 )  2  + [-4 - (-5) ]  2   

 =    
 √ $$$ 4 + 4   =   

 √ $ 8    =    
 √ $$$ 4 + 1   =   

 √ $ 5  

AC =    
 √ $$$$$$$  (2 - 1 )  2  + (5 - 1 )  2    EG =    

 √ $$$$$$$$$  (4 - 1 )  2  + [-4 - (-1) ]  2   

 =    
 √ $$$ 1 + 16   =   

 √ $ 17    =    
 √ $$$ 9 + 9   =   

 √ $ 18  

وبما أن AB = FG , AC = EF، في حين أن BC ≠ EG ، فlن شروà مسلمة التطابق SSS غير متحققة؛ إذن   
.!ABC & !EFG

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
إحداثيات رؤوس المثلث JKL هي J(2, 5), K(1, 1), L(5, 2) . ورؤوس المثلث NPQ هي  (2  

. N(-3, 0), P(-7, 1), Q(-4, 4)

مثِّل كل المثلثين في مستوى إحداثيٍّ واحدٍ.  (A  

ر إجابتك. استعمل هذا التمثيل؛ لتخمين ما إذا كان المثلثان متطابقين أم ø. وفسِّ  (B  

.B ا باستعمال الهندسة الإحداثية لتدعم تخمينك في الجزء اكتب برهانًا منطقيًّ  (C  

2 على اختبار معيار­ مثال 

� åه لç مأ س åه

قرا%ة  الريا�صيات

 الرمو6 
 تقااأ العدارة 

 !ABC " !EFG

المثلABC k ل يطابق 
.EFG kالمثل
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م�صلمة التطاب�� �صلعا¤ وال�اوية المح�صورة بي¢¥ما ^�^� تُسمّى الزاوية المتكونة من ضلعين متجاورين 
حين  لمضلع Ûاوية محصورة. تأمّل الزاوية المحصورة والمتكونة من عقربَي الساعة في كل الوضعين الموضَّ

    __
 JL  ,   

___
 PR   ح� أنه كلما شكّل العقربان زاويةً لها القياس نفسه، فستكون المسافتان بين طرفَي العقربينøأدناه، و

متساويتين.

12

9 3

6

12

9 3

6

J
P

KK

R L

!PKR " !JKL

أيُّ مثلثين يتكونان من زوجين من الأضلع المتساوية في الطول وزاويتين محصورتين متساويتين في القياس 
يكونان متطابقين. وهذا يوضح المسلمة الآتية:

اأ�ص� اإلىم�صلمة 3.2

التعديا اللف�ا�  اإ3ا :ابق �ضلعان و5اوية مح|ضورة بينهما Aا مثل�F kائاGا

Aا مثلk ا%خا، Aاإنّ المثلثين متطابقان.

    ___
 AB  "   

___
 DE  ,  اإ3ا كان  � مثا�

∠B " ∠E , 
    ___

 BC  "   __
 EF  ,

. !ABC " !DEF ّاإنA  

�SAS
م�صلمة التطاب�� �صلعا¤ وال�اوية المح�صورة بي¢¥ما

ا با�صتعمال الم�صلUمة 
SSS�اإ�Jصا% ه¢د�صي Oا مر�صوم Oيطاب� مثلث pصا% مثل�Jاإ

. !ABC الذي يطابق !XYZ ÿلتنش SSS ثم استعمل المسلمة ،!ABC ارسم مثلثًا وسمّه

X Z
!

الخطوة 1  عيّن النقطة X على المستقيم !. ثم 
___     على ! كما يأتي:

 XZ  "   ___
 AC   ÿأنش

•  ركز رأس الفرجار في النقطة A ، وافتحه حتى 
.C يصل القلم إلى النقطة

ز رأس  •  باستعمال فتحة الفرجار نفسها، ركِّ
الفرجار في X، وارسم قوسًا يقطع المستقيم ! 

.Z وسمِّ نقطة التقاطع

X Z
!

الخطوة 2  أنشÿ قوسًا طول نصف 
 ، X ومركزه ،AB قطره

وقوسًا Ëخر طول نصف 
  Z ومركزه ،BC قطره

�مستعملً الفرجار كما في 
الخطوة � �.

X

Y

Z
!

الخطوة 3  سمِّ نقطة تقاطع القوسين 
__    لتشكل 

 XY  ,   
__

 ZY   وارسم . Y
 .!XYZ

A C

B

A

B

C

D

E

F
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الة حاملة المصابيx  ال[اvرة  öaت�دو دعامات الس �اإ�صا%ة
föا مbوhة من م�ل�ات متطابaة. فÙkا  hفي الصورة وكأ

ا Ùا عمودين  ðhاvفاكتب بر ،   ___
 WX  #   ___

 ZY  ,   ___
 WX  ||   __

 ZY  ëكا
. !WXZ " !YZX :ëلإث�ات أ

�البرها¤

المبرراتالعبارات
  ___

 WX  "   
___

 ZY  (1
  ___

 WX  ‖   
__

 ZY  (2
∠WXZ " ∠XZY  (3

  ___
 XZ  "   

___
 ZX  (4

!WXZ " !YZX  (5

معطى  (1
معطى  (2

نظرية الزوايا الداخلية المتبادلة  (3
خاصية اøنعكاس للتطابق  (4

SAS  (5

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
;يرا¤ 8صراعي� في الصورة المجاورة يبدو جناحا الطائرة الشراعية  (3 

 ، ∠FGH تنصّف JG ،    ___
 FG  "   

___
 GH   ذا كانتlأنهما مثلثان متطابقان. ف 

 .!FGJ " !HGJ ّفأثبت أن

يمكنك أيضًا أن تنشÿ مثلثات متطابقة إذا عُلم طوø ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما.

ف¢يو الإ�صا%ة� Aا �ضناعة 
و  TنيA ال|ضور المتحاكة، يقوم

 �Bالإ�ضا$ة بتحديد موا
الم|ضابيح التا يتطلدها 

الفيل�. ويقوم Gو'ل$ الفنيون 
بالتاأكد من اأن الزوايا التا 

ي}ضكلها ال¦ضو$ Aا موا�ضعها 
ال|ضحيحة.

WW

ZZ YY

XX

ا�صتعمال SAS لإ/بات تطاب� المثلثات3

F G

H

J

ا با�صتعمال م�صلمة التطاب� "�صلعا¤ وال�اوية المح�صورة بي¢¥ما (SAS) "اإ�Jصا% ه¢د�صي Oا مر�صوم Oيطاب� مثلث pصا% مثل�Jاإ

. !ABC الذي يطابق !RST ÿلتنش SAS ثم استعمل المسلمة ، !ABC ه ارسم مثلثًا وسمِّ

R T
m

الخطوة 1: عيِّن النقطة R على المستقيم 
. m على    

__
 RT   "   ___

 AC   ÿثم أنش . m

R

K

N T
m

 الخطوة 2: أنشR " ∠A ÿ∠ ، باستعمال 
__    ضلعًا للزاوية، والنقطة R رأسًا لها كما يأتي:

 RT  
•  ضع رأس الفرجار على النقطة A ، وارسم قوسًا 

. D , E سمِّ نقطتَي التقاطع . ∠ A يقطع ضلعَي
•  باستعمال فتحة الفرجار نفسها، ضع رأس 

 m المستقيم çوارسم قوسًا يبدأ فو R الفرجار عند
. N ويقطعه، سمِّ نقطة التقاطع

ل الفتحة حتى  •  ضع رأس الفرجار عند E وعدِّ
.D يصل رأس القلم إلى

•  دون ت`يير فتحة الفرجار، ضع رأس الفرجار 
عند النقطة N ، وارسم قوسًا يقطع القوس الذي 

. RK ثم ارسم ،K رسمته سابقًا في النقطة

R N

K

S

T
m

الخطوة 3:  أنشRS  " AB ÿ ، ثم ارسم 
.!RST لتشكّل ST

A CE

D

B
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✓ تاأكDDDDد

الخدا� الب�صر­� في الشكل المقابل المربع ABCD يطابق المربعات  1(  

الثلثة الأخرى التي تشكّل النمط. 
ما عدد المثلثات المختلفة القياس التي استُعملت  لعمل هذا النمط؟  (a  

 .!ABC " !CDA لإثبات أن SSS استعمل مسلمة التطابق  (b  

اإجابة مطولة� إحداثيات رؤوس ABC! هي:   2(  

(A (-3, -5) , B (-1, -1) , C �-1, -5 . ورؤوس XYZ! هي 

 . X (5, -5) , Y (3, -1) , Z(3, -5)

مثِّل كل المثلثين في مستوى إحداثيٍّ واحدٍ.  (a  

ر إجابتك. استعمل هذا التمثيل لتخمين ما إذا كان المثلثان متطابقين أم ø. وفسِّ  (b  

.b اكتب برهانًا منطقيًّا باستعمال الهندسة الإحداثية يدعم تخمينك في الفرع  (c  

ريا�صة� في الشكل المجاور، إذا كان:   3(  

__   ، MOP! متطابق الأضلع، فاكتب برهانًا 
 LP  "   

___
 NO  , ∠LPM " ∠NOM 

 .!LMP " !NMO ّا لإثبات أن حرًّ

اكتب برهانًا ذا عمودين.   4(  

−
BA " −DC , ∠BAC " ∠DCA  �المعطيات   

  −BC  " −DA      �jالمطلو   

1 Aالمثال 

BD

C

2 المثال 

PO

MN L

3 المثال 

A B

D C

ϰ المثال 

اإر8صادات للدرا�صة

البراهين الت�صل�صلية  
يمكن كتابة الدااGين 

الت�ضل�ضلية اإما راأ6ضيVا واإما 
اأAقيVا.

ا تسلسليăا لما يأتي. ðhاvاكتب بر
 DB  
 المعطيات�  X منتصف  ___

AC  
و X منتصف  ___

!DXC " !BXA   �jالمطلو

�البرها¤





DB   X 

AC       X  

∠DXC " ∠BXA

#DXC " #BXA CX " AX

DX " BX







SAS

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
قضبان الإطار الداخلية تقسمه إلى ثمانية أجزاء. إذا كان:   (4 

 . !XTV " !UTV فبين أن ،∠XTV " ∠UTV َو   ___
 TU  "  __

 TX 

ϰ ا�صتعمال تطاب� المثلثين ب®صلعين و6اوية مح�صورة  SAS في البراهينمثال 

D A

C B

X

U

V

X

T
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تدرj وحل الم�صائل

برها¤� اكتب برهانًا من النوع المذكور في كلٍّ من السؤالين الآتيين:    

برهان ذو عمودين   6( برهان حر°    5(  

    ___
 AB  "   ___

 ED  ,   ___
 CA  "   ___

 CE  �المعطيات     
___

 QR  "   
__

 SR  ,  �المعطيات    

    ___
 BD  تنصّف    ___

 AC        __
 ST  "   

___
 QT       

!ABC " !EDC    �jالمطلو    !QRT " !SRT     �jالمطلو   

B C D

A E   

Q R

T S   

ج�صور� جسر الرياض المعلق طوله   7(  

m 763، وهو مثبت بحبال معدنيّة 

معلقة بدِعامتين خرسانيتين. كما هو 
مبين بالشكل، بحيث يلتقي الحبلن 
المعدنيان العلويان في النقطة C عند 

منتصف المسافة بين الدعامتين، إذا 
كانت  AB = ED: فأثبت أن المثلثين 

المبيّنين في الشكل المجاور متطابقان. 
Î xجابت�:  öفي كلٍّ من السؤالين الآتيين، وو� !MNO " !QRS ëا كاÙÎ د ما öحد

M(2, 5), N(5, 2), O(1, 1), Q(-4, 4), R(-7, 1), S(-3, 0)  8(  

M(0, -1), N(-1, -4), O(-4, -3), Q(3, -3), R(4, -4), S(3, 3)  9(  

برها¤� اكتب برهانًا من النوع المحدد في كلٍّ من السؤالين الآتيين:    

برهان حر°   11( برهان ذو عمودين    10(  

المعطيات�  R نقطة المنتصف لكلٍّ من      
___

 BD  ⊥   
___

 AC  ,  �المعطيات    

   
___

 QS  ,    __
 PT          

___
 AC    تنصّف    ___

 BD      
!PRQ " !TRS    �jالمطلو    !ABD " !CBD     �jالمطلو   

P S

Q T

R

  B

A D C

  

برها¤� اكتب برهانًا تسلسليًّا   12(  

___    ؛ L نقطة المنتصف 
 JM  "    

___
 NK   �المعطيات    

   __
 JN  ,    ___

 KM  لكلٍّ من  
 ∠MJL " ∠KNL  �jالمطلو   

1 المثال 

A

B C D

E

2 المثال 

3 المثال 

ϰ Jالمثال  K

L

M N
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@دØّ ما ÙÎا كاë المثلثاë في كلٍّ من اúسþلة الآتية متطابقين أø ê� و�Î xجابت��
  15(    14(    13(  

  اإ8صارة تح|يرية� استعمل الشكل المجاور.  16(  

  ما اسم المجسم الذï تمثّله إشارة التحذير.  (a  

 .!ACB " !ACD ّفأثبت أن ،    ___
 AB  "   

___
 AD  ,    ___

 CB  "   
___

 CD   إذا كان  (b  

لماذا يبدو المثلثان غير متطابقين في الشكل؟  (c  

برها¤� اكتب برهانًا تسلسليăا.   17(  

!TPQ " !SPR   �المعطيات    

∠TQR " ∠SRQ  
!TQR " !SRQ  �jالمطلو   

في الشكل المجاور ABCD م~رعة مربعة الشكل، ويريد أخوان فصلها  18(  

  باستعمال سياج على أحد القطرين.
. BD = AC اكتب برهانًا ذا عمودين لإثبات أن  (a  

. ∠BDC " ∠BDA ّاكتب برهانًا ذا عمودين لإثبات أن  (b  

  برها¤� اكتب برهانًا ذا عمودين.  19(  

    __
 YX  "   

___
 WZ  ,   

__
 YX  ‖   

___
 ZW   �المعطيات   

!YXZ " !WZX   �jالمطلو   

ا. ăاكتب برهانًا حر �برها¤  20(  

   
___

 HL  "   
___

 HM  ,   
___

 PM  "   
__

 KL  , �المعطيات   

   
___

 PG  "   
__

 KJ  ,   
___

 GH  "   
__

 JH                         

∠G " ∠J     �jالمطلو   

ر إجابتك:  من السؤالين اùتيين، وفس¬ جبر� أوجد قيمة المت`ير التي تجعل المثلثين متطابقين في كلٍّ   

!ABC " !FGH  22(   !WXY " !WXZ  21(  

  

W

XY Z

(20y + 10)°

3y + 719

  

A

B

C

D

اw0ر

الFزل�

Q R

T S

P

 60 ft

60 ft

A

B

C

D

60 ft

 60 ft

X Y

W Z

H

G J

P M L K

            
H

F G4x + 1

3x
 ‒

 2

11

B

A C2x + 5

13
7

اإر8صادات للدرا�صة

 الأ8ص�ال 
عند كتابة الدااGين 
اأو 0ل الم�ضائل التا 

تت¦ضمن مثلثات 
متطابقة، من المفيد اأن 

ا ب�،  Vخا�ض K تا6ض� 7ضك
وتعيّن علي� الأ�ض � 

والزوايا المتطابقة التا 
تmدGا.

اإر8صادات للدرا�صة

 تطابق �ضلعين و5اوية غيا 

 kا مثلA مح|ضورة بينهما
 kا مثلA اGائا�F م�

ا%خا، ل يكفا لإ.دات اأن 
المثلثين متطابقان.
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م�صائل م¥ارات التف�ير العليا

� في الشكل المجاور:  تحد\  23(  

 .!WYX يطابق !WYZ ّصف طريقتين يمكنك استعمالهما لإثبات أن  (a  

علمًا بأنه ø يُسمح باستعمال  المسطرة أو المنقلة. وأيّ طريقة تعتقد أنها 
فعّالة أكثر؟ وضح إجابتك.

أثبت أن WYZ " !WYX! ووضّح إجابتك.  (b  

 .SAS بحسب !PRQ " !XYZ ّقال أحمد: إن �اكت�ص� الخطاأ  24(  

فاعترض خالد وقال: ø توجد معلومات كافية لإثبات أن 
 المثلثين متطابقان. أيُّهما كانت إجابته صحيحة؟ 

وضح إجابتك.

� إذا كان زوجان من الأضلع المتناظرة لمثلثين قائمَي الزاوية متطابقين، فهل المثلثان متطابقان؟ وضح iاكت  25(  

إجابتك. 

في الشكلين المجاورين،   26(  
.  −AC " −XZ و ∠C " ∠Z

ما المعلومة الإضافية التي     
 يمكن استعمالها لإثبات أن

ABC " !XYZ!؟ 

  ___
 BC  "   

___
 XZ  C     

___
 BC  "   

__
 YZ  A  

   
___

 XZ  "   
__

 XY  D    ___
 AB  "   

__
 XY  B  

إذا كان a + b = −7 2- ، فما قيمة a  إذا علمت أن b = -1 ؟   27(  
-1  A  

2  B  

3  C  

4  D  

تدريi على اختبار

مراجعة تراكمية

، QRST â°�úا ïÛمتوا # LMNP  â°�úا ïÛمتوا ëأ pا علمÙÎ ،لين الم�اورينbYفي ال
�3-3 فأوجد: 
الدر�س 

 . y قيمة  29(   . x قيمة  28(  
اكتب العك� والمعكوس والمعاك� الإيجابي للعبارة: ”الزاويتان المتجاورتان على مستقيم متكاملتان“. وحدّد ما إذا كانت كل عبارة صحيحة   30(  

ا. 
م¥ارة �صابقة�  أو خاطئة. وإذا كانت خاطئة، فأعط مثاøً مضادًّ

ا�صتعد للدر�س اللاح�

`اë الزاويتين وال]لعين الل}ين يaطعاfhما، فاÙكر الaط� المستaيمة والزوايا المYار Îليfا   ÙÎا علمp أBD , AE ë يeص»
فيما يأتي:

 ∠ABD زاوية تطابق  32(    EC قطعة مستقيمة تطابق  31(  
  AD قطعة مستقيمة تطابق  34(   ∠BDC زاوية تطابق  33(  

Y

X

Z

Wy

xO

59°

59°

P R

Q
X Z

Y

P

LMRQ

NST

(y + 6)°(2y - 12)°
3x + 52x + 10

X

A

B

D

E

C

A

B

C

Z
X

Y



44 الف�صل 3 المثلثات المتطابقة

ه¢د�صة اإحدا/يUة� صنّف ABC! الذي رؤوسه   1(   
A(-2, -1), B(-1, 3), C (2, 0) إلى مختلف الأضلع أو 

متطابق الأضلع أو متطابق الضلعين. 
م¥ارة �صابقة� 

د� أي° مما يأتي يمثل  Uاختيار من متعد  2(  
أطوال أضلع المثلث المتطابق 
الضلعين QRS؟  
م¥ارة �صابقة� 

17, 17, 15  A

15, 15, 16  B

14, 15, 14  C

14, 14, 16  D

�3-2 أوجد ك°ă من قياسات الزوايا الآتية: �الدر6س 
 m∠1  3(  

 m∠2  4(  

 m∠3  5(  

�3-2 أوجد ك°ă من قياسات الزوايا الآتية: 
الدر�س 
 m∠4  6(  

 m∠5  7(  

 m∠6  8(  

 m∠7  9(  

�3-3 في الbYلين أدhاÙÎ ،ìا علمp أRST # !ABC ë! فأوجد: 
الدر�س 

R

S T A

C B

(5x + 20)°
(3x + 40)°

2y - 8

y + 13

 

 .x قيمة  10(  

 .y قيمة  11(  

فن العمارة� يبيّن الشكل المجاور   12(   
بيتًا واجهته على شكل 

 àوتظهر عليه نقا ، A æالحر
مختلفة. افترض أن القطع 

المستقيمة والزوايا التي تبدو أنها 
متطابقة هي متطابقة فعلً. اكتب 

 المثلثات المتطابقة. 
 �3-3 
الدر�س 

ا  اختيار من متعدد� إذا كان CBX # !SML!، فأي عبارة ممِّ  13(  
 �3-3 يأتي صحيحة؟ 
الدر�س 

∠X " ∠S  C  CB " ML  A

∠XCB " ∠LSM  D   ___
 XC  "  ___

 ML  B

___   ، وأن 
 AC  ⊥  ___

 BD  يُظهر الجسر في الشكل أدناه أن �ج�صور  14(   
   AC. ما الطريقة التي يمكن استعمالها لإثبات أنّ 

B نقطة منتصف ___
 �3-4 ABD # !CBD!؟ 
الدر�س 

A CB

D

 

د ما ÙÎا كاPQR # !XYZ ë! في كلٍّ من السؤالين الآتيين: 
الدر�س 3-4� öحد
P(3, -5), Q(11, 0), R(1, 6), X(5, 1), Y(13, 6), Z(3, 12)  15(  

 P(-3, -3), Q(-5, 1), R(-2, 6), X(2, -6), Y (3, 3),  16(  
Z(5, -1)

 �3-4 اكتب برvاðhا Ùا عمودين. 
الدر�س   17(  

المعطيات�  LMN! متطابق الضلعين.     
.∠LMN تنصّف MO  

___   ،   ___
 LM  "  ___

 NM   ،فيه
!MLO # !MNO  �jالمطلو   

21

L N

M

O

 

S

R

Q

3y - 1

4y - 9

y + 11

42° 72° 38°1

2
3

36°
42°

57°
28°

6

4
5

7

A

B C

G
E F

JI K L
MH

D

RQPO SN

 اختبار م¢ت�ص� الف�صل
الدرو�س من 1-3 اإلى 3-4
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ASA , AAS اإ/بات تطاب� المثلثات
Proving Triangles Congruent - ASA, AAS

لماذا؟لماذا؟
 تتضمن مسابقات التجديف شخصين أو أكثر يجلسون  
 .æووجوههم نحو مؤخرة القارب، ولكلٍّ منهم مجدا

ويتطلب السباç عادة مسطّحًا من الماء طوله 1500 متر 
على الأقل، ويمكن استعمال المثلثات المتطابقة 

لقياس المسافات التي يصعب قياسها مباشرة. مثل 
.çالزوار çطول مضمار سبا

� الضلع الواقع بين زاويتين متتاليتين لمضلعٍ يُسمى ASA مة التطاب� ب�اويتين و�صلع مح�صور بي¢¥ماW م�صل
 .∠ A , ∠C هو الضلع المحصور بين AC ،المجاور "ABC ال]ل� المحصور، ففي 

 

اأ�ص� اإلىم�صلمة 3.3

 ÙÎا IابÛ paاويتاë وال]ل� المحصور بيfeما في م�لh q[اýرvما 
.ëاaالم�ل�ين متطاب ëkخر، فË qفي م�ل

 ∠A " ∠D , تFاإ3ا كا �مثال
AB  " DE  ,  

 ∠B " ∠E ,  

.#ABC " #DEF ّاإنA  

 �ASA
التطاب� ب�اويتين و�صلع مح�صور بي¢¥ما 

A

C

B

اإ�Jصا% ه¢د�صي
(ASA) ا با�صتعمال م�صلمة التطاب� ب�اويتين و�صلع مح�صور بي¢¥ما Oا مر�صوم Oيطاب� مثلث pصا% مثل�Jاإ

�الخطوة 1 

 .X ارسم مستقيمًا # ، واختر عليه النقطة 
.XZ   $ AC على أن تكون  XZ ÿوأنش

�الخطوة 2

 X عند النقطة ∠A  åِزاوية مطابقة ل ÿأنش 
باستعمال XZ ضلعًا للزاوية.

�الخطوة 3

ه ABC"، ثم استعمل المسلّمة    ارسم مثلثًا وسمِّ
. "ABC الذي يطابق "XYZ ÿلتنش ASA

A

B

C

�فيما �صب��فيما �صب�
در6ضت اإ.دات تطابق مثلثين 

. SSS , SAS با6ضتعما�

�ϯͲϰ �الدر6س 

�وال&¤�وال&¤
 ASA اأ6ضتعمل الم�ضلمة  

لختدار التطابق.
 AAS اأ6ضتعمل الن�اية  

لختدار التطابق.

�المفردات�المفردات
ال¦ضل� المح|ضور

Included Side

3 - 5

A

C

E

F
D

B

 Z عند النقطة ∠C åِزاوية مطابقة ل ÿأنش 
باستعمال XZ ضلعًا للزاوية، وسمِّ نقطة 
.Y تقاطع الضلعين الجديدين للزاويتين

X Z
! 

X Z
! 

X Z

Y

! 
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ا Ùا عمودين. ðhاvاكتب بر
∠PQR تنصّف  QS  �المعطيات

. ∠PSQ $ ∠RSQ   

"PQS $ "RQS   �jالمطلو

�البرها¤

المبرراتالعبارات
.∠PSQ $ ∠RSQ ، ∠PQR تنصّف  QS  (1

∠PQS $ ∠RQS  (2

 QS $ QS   (3

"PQS $ "RQS  (4

معطيات  (1

تعريف منصّف الزاوية  (2

خاصية اøنعكاس للتطابق  (3

ASA  (4

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
ا.  اكتب برهاناً حرًّ  (1 

. ∠YXW تنصّف  XZ ، ∠WZY تنصّف ZX  �المعطيات   

"WXZ $ "YXZ  �jالمطلو   

� تطابقُ زاويتين وضلع غير محصور يكفي AAS ة التطاب� ب�اويتين و�صلع <ير مح�صور بي¢¥ما Uري�J
لإثبات أنّ المثلثين متطابقان. وتُعدّ علقة التطابق هذه نظرية؛ لأنه يمكن إثبات صحتها باستعمال نظرية الزاوية 

الثالثة.
ة 3.5 Uري�Jاأ�ص� اإلى

اإ3ا :ابقتR 5اويتان و�ضل� غيا مح|ضور بينهما Aا مثل�F kائاGا Aا مثلk ا%خا يكون المثلثان متطابقين. 

 ∠A " ∠D , تFمثال  اإ3ا كا

 ∠B " ∠E ,   
   
___

 BC  "   __
 EF   ,       

. #ABC " #DEF ّاإنA      

 ∠L " ∠Q , ∠M " ∠R ,   
___

 MN  "   __
 RS  �المعطيات

"LMN $ "QRS   �jالمطلو

∠L " ∠Q∠N " ∠S

∠M " ∠R

¢��EfjDjD*�fJH*yD*�fJ�F

ASA

¢��E

¢��E
MN " RS#LMN " #QRS

 �البرها¤

  (AAS) التطاب� ب�اويتين و�صلع <ير مح�صور بي¢¥ما

�Jرية التطاب� ب�اويتين و�صلع <ير مح�صور بي¢¥ما (AAS) برها¤

R

S

P

Q

1 ا�صتعمال ASA لإ/بات تطاب� مثلثينمثال 

� åه لç مأ س åه

اإر8صادات للدرا�صة

SSA تطاب� �صلعين 
و6اوية <ير مح�صورة 

 � بي¢¥ما
بالاغ� من اأن تطابق 

�ضلعين و5اوية غيا 
مح|ضورة بينهما ليكفا 

لإ.دات اأن المثلثين 
متطابقان� لكن تطابق 

5اويتين و�ضل� 6ضوا$L اأكان 
ا بينهما اأو غيا  Kمح|ضور

 Mمح|ضور بينهما كا�
لإ.دات تطابق مثلثين.

A

C

E

F
D

B

M

L N

R

S Q

Z

XW

Y
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ا. ăا حرðhاvاكتب بر
 ∠DAC $ ∠BEC ,  � المعطيات

   DC  $   BC    

"ACD $ "ECB  �jالمطلو

بما أن:   DAC $ ∠BEC ,  DC  $  BC∠ ، وأن C $ ∠C∠ بحسب خاصية اøنعكاس،   � البرها¤
. AAS بحسب النظرية "ACD $ "ECB إذن

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
اكتب برهانًا تسلسليًّا:   (2 

RQ $   ST ,   RQ ‖ ST  �المعطيات   

"RUQ $ "TUS    �jالمطلو   

يمكنك استعمال المثلثات المتطابقة لقياس المسافات التي يصعب قياسها مباشرة.

 ðطةah اfليستعمل D îطة أخرah بتعيين êاaف ،C , B طتينaeيحسب المسافة بين ال ëأ êأراد أكر �م�صافات
 ïيساو DE ولI ëأ pا علمÙÎ .ìاhل أدbYيمة كما في الaط� المستaالع°قات بين ال ëوbت qبحي ، ðمرجعية

.C , B طتينae8، فاحسب المسافة بين ال ft

A

D E

C
B

___   ، يجب أوøً أن نثبت أن المثلثين اللذين أنشأهما أكرم متطابقان.
 CB  لتحديد طول

___    كما هو مبيّن في الشكل، وجميع الزوايا القوائم متطابقة. 
 CB  ,  ___

 DE  عمودية على كلٍّ من    ___
 CD  بما أن  • 

 . ∠BCA $ ∠EDA  إذن
    ___

 AC  $   
___

 AD    •
"BAC $ "EAD ينتج أن ASA زاويتان متقابلتان بالرأس إذن هما متطابقتان، وبحسب ∠BAC , ∠EAD  •

 8 ft يساوي DE ؛ لأن العناصر المتناظرة متطابقة. وبما أن طول DE $ CB نlف "BAC $ "EAD وبما أن
.C, B 8 أيضًا، وهي المسافة بين النقطتين ft يساوي CB ن طولlف

2 ا�صتعمال AAS لإ/بات تطاب� مثلثينمثال 

D

A
B

CE

F

� åه لç مأ س åه

R S

TQ

U

اإر8صادات للدرا�صة

 6اوية� 6اوية�6اوية 
A ∠B , ∠Eا المثا� 3 

 dمتطابقتان بح�ض
 �Fاية الزاوية الثالثة.

اإن تطابق الزوايا 
الث l المتنا;اة غيا 

كا�M لإ.دات تطابق 
مثلثين. 
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ملخ�س المفاهيم

SSS

يتطابق مثلثان اإ3ا كاFت 
اأ�ض عُهما المتنا;اة متطابقة.

SAS

يتطابق المثلثان اإ3ا :ابق 
�ضلعان والزاوية المح|ضورة 

بينهما Aا المثلk الأو� 
�FائاGا Aا المثلk ال%خا.

ASA

يتطابق مثلثان اإ3ا :ابقت 
5اويتان وال¦ضل� المح|ضور 

بينهما Aا المثلk الأو� 
�FائاGا Aا المثلk ال%خا.

AAS

يتطابق مثلثان اإ3ا :ابقت 
5اويتان و�ضل� غيا مح|ضور 

بينهما Aا المثلk الأو� 
�FائاGا Aا المثلk ال%خا.

اإ/بات تطاب� المثلثات
اأ�ص� اإلى

✓ تاأكDDDDد

برها¤� برvن ك°ă مما يأتي باستعمال Iريaة ال�رvاë الم}كورة: 

برهان حرّ   2( برهان تسلسلي   1(  

∠K $ ∠M, �المعطيات         __
 JK  ‖   ___

 LM  ,   __
 JL  ‖   ___

 KM  �المعطيات    

 .∠KLM تنصف    __
  JL                          "JML $ "MJK  :إثبات أن �jالمطلو   

 "JKL $ "JML :إثبات أن �jالمطلو     

J

M

L

K   J

M

L

K

  

 A , B إلى إيجاد المسافة بين النقطتين Öيحتاج مسّا �ب¢ا% ج�صور  3(  

 ، A النهر. فوضعَ وتدًا عند çالمبينتين في الشكل المجاور لبناء جسر فو
ووضع زميله وتدًا عند B في الجهة المقابلة، ثمّ عيّن المسّاÖ النقطة C في 

___   . ووضع وتدًا رابعًا عند E ، التي هي نقطة 
 CA  ⊥   ___

 AB  بحيث كانت ، A جهة
 ،     ___

 CD   ⊥   ___
 CA   بحيث كان ، D وأخيرًا وضع وتدًا عند النقطة .   ___

 CA  منتصف
والنقاD , E , B à تقع على مستقيمٍ واحدٍ. 

وضّح كيف يمكن أن يستعمل المسّاÖ المثلثين المتكونين لإيجاد   (a  

  . A , B المسافة بين النقطتين
، AC = 160 m , DC = 60 m , DE = 100 m :إذا كان  (b  

فأوجد المسافة بين النقطتين A , B . ووضّح إجابتك. 

1, 2 المثال¤ 

3 المثال 

C

E

D

A B

      

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
استعمل الشكل المجاور الذي يمثل عمودَي كهرباء وظلَّيهما  (3 

    
___

 BC  $   ___
 DE     لكتابة برهان حرٍّ يبيِّن أن 

تعلمت طرائق عديدة لإثبات تطابق المثلثات.

� åه لç مأ س åه

B D

A C F E
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تدرj وحل الم�صائل

برها¤� Kل� الYكل المقابل� 

  AB ‖ CD �المعطيات  4(  

  ∠CBD # ∠BCA                 

$CAB # $BDC   �jالمطلو   

برها¤� اكتب برهانًا Ùا KموØين� 

    ___
 WY  نقطة منتصف V �المعطيات  5(  

    
___

 XW  ‖   ___
 UY                 

$UVY # $XVW   �jالمطلو   

  برها¤� اكتب برهانًا تسلسليăا.  6(  

  المعطيات� A , ∠C∠  زاويتان قاýمتان.   

∠ ABE # ∠CBD ,   __
 AE  #   ___

 CD     

    
__

 BE  #   
___

 BD    �jالمطلو   

ا إذا كان طول   في بحيرة، لكنهم غير متأكدين ممَّ òتجديف çيرغب المشرفون في إقامة سبا ��صبا� 6وار�  7(   

البحيرة كافيًا لإجراÊ السباç أم ل، ولقياس طول البحيرة حدّدوا رÍوس المثلثين المبينين في الشكل أدناه، 
a, b استعمل المعلومات الواردة في فقرة لماذا ل³جابة عن الفقرتين ، $HJK âووجدوا أطوال أضلا

K

H

J

F

G

2093.4 m

1350 m

1600 m

  وضّح كيف يستعمل المشرفون على السباç المثلثين المتكونين لتقدير المسافة FG عبر البحيرة.  (a  

 لإجراÊ سباç ال~وارç باستعمال القياسات المعطاة؟ وضّح إجابتك.  òæهل طول البحيرة كا  (b  

جبر� أوجد قيمة المت_ير التي ت�^ل المثلثين متطابقين في كلٍّ من السؤالين الآتيين� 

 $MHJ # $PQJ  9(   $BCD # $WXY  8(  

H

M

Q

P

J

9

8.1

(13y)°
53°

2y - 1

(14y - 8)°

  
B YD W

C X

11

77°

(24x + 5)°

2x + 5

(20x - 4)°

  

1 المثال 

2 المثال 
V

U

Y

W

X

A B C

DE

3 المثال 

A

DC

B
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ا Ùا عمودين  ðhاvاكتب بر �برها¤

 QR $ SR $ WR $ VR �المعطيات  11(    ∠K $ ∠M , KP ⊥ PR , �المعطيات  10(  

QT $ WU   �jالمطلو   MR ⊥ PR                        

∠KPL $ ∠MRL  �jالمطلو   

Q

T

V

S

U

W

R

   
K M

L

P R

  

ل أنبوب مقعد الدراجة مثلثًا مع كلٍّ من دعامتَي السلسلة والمقعد. إذا كانت كل  دراجات هوائية� يشكِّ  12(  
دعامة مقعد  تشكّل زاوية قياسها °68 مع دعامة السلسلة المناظرة لها، وكل دعامة سلسلة تشكل زاوية قياسها 

°44 مع أنبوب المقعد، فبيّنْ أن دعامتَي المقعد لهما الطول نفسه.  
A

eF&*�
]���@D*

gE2
]���@D*

f�~z�~zD*�gE2 B

D
C

م�صائل م¥ارات التف�ير العليا

هما.  م�صاألة مفتوحة� ارسم مثلثين يمكن إثبات تطابقهما باستعمال مسلّمة ASA، وسمِّ  13(  

اكت�ص� الخطاأ�  يقول عمر إنه ø يمكن إثبات تطابق مثلثين بتطابق ثلÔ زوايا AAA، بينما يقول حسن   14(  

إنه بlمكانه إثبات هذا التطابق، أيُّهما كانت إجابته صحيحة؟ وضح إجابتك.

ا يوضّح لماذا ø تستعمل حالة تطابق ضلعين وزاوية غير محصورة بينهما SSA ؛  تبرير� أوجد مثاøً مضادًّ  15(  

لإثبات تطابق مثلثين. 

� باستعمال المعلومات المعطاة في الشكل  تحد\  16(  

المجاور، اكتب برهانًا تسلسليًّا لإثبات أن 
 ."PVQ $ "SVT

� لخّ� الطرائق الواردة في الدورس من 3-3 iاكت  17(  

إلى 5-3؛ لإثبات تطابق المثلثات في جدول موضحًا متى 
تُستعمل كل طريقة. 

يعتمد �m0 الدراجة الهوائية 
على :و� اأFدوe المقعد 

Aيها. ويتااوwG rا الطو� Aا 
 eالدراجات الهوائية لل}ضدا

 .26 in 12 اإلى in  ما بين
وتعتدا م ئمة للااكd اإ3ا 
ا6ضتطا� اأن ياكd الدراجة 

ب�ضهولة وGو وا�B على الأر�س.

V

P Q

R

ST

M
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)18  في الشكل أدناه،    

.    ___
 BC  ⊥   ___

 AD  , ∠1 $ ∠2

B
1 2

D
C

A

أي نظرية أو مسلّمة مما يأتي يمكن استعمالها لإثبات أن    

ABC $ "DBC"؟ 

SAS  (C  AAS  (A  

SSS  (D  ASA  (B  

ما قيمة 104 + 121   ؟   19 (  

15  (A  

21  (B  

125  (C  

225  (D  

تدريi على اختبار

مراجعة تراكمية

إذا علمت أن: A(6, 4), B(1, -6), C (-9, 5), X(0, 7), Y(5, -3), Z(15, 8) ، فبيّن ما إذا كان ABC $ "XYZ" أم ø. ووضّح   20(  

 �3Ͳ4 إجابتك. �الدر6س 
جبر� إذا كان: RST $ "JKL ,RS = 7, ST = 5 , RT = 9 + x , JL = 2x - 10 , JK = 4y - 5" ، فارسم شكلً يمثّل المثلثين المتطابقين،   21(  

 �3Ͳϯ وسمّه. ثمّ أوجد قيمة كلٍّ من x , y . �الدر6س 

p q ~p ~p ! q
F T

T T

F F

T F

)22  أكمل جدول الصواب المجاور  �مهارة 6ضابقة�       

ا�صتعد للدر�س اللاح�

ا �ú°عه:  ðaمن الم�ل�ين الآتيين وف ă°ك �eÉ
   24(     23(  
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المثلثات المتطابقة ال®صلعين والمثلثات المتطابقة الأ�صلا�
Isosceles and Equilateral Triangles

لماذا؟لماذا؟
للعبة القطار السريع في مدينة الألعاب دعائم مثلثية بين 

المسارات لتقويتها وتثبيتها، والدعائم المثلثية الظاهرة في 
الصورة عبارة عن مثلثات متطابقة الضلعين. 

خ�صائ�س المثلp المتطاب� ال®صلعين� تذكّر أن 
المثلثات المتطابقة الضلعين لها ضلعان متطابقان على 

الأقل، وأن لعناصرها أسماءً خاصة. 
حيث يُسمّى الضلعان المتطابقان  الساقين، والزاوية التي 

ضلعاها الساقان تُسمّى Ûاوية الرأÜ. ويُسمى ضلع المثلث 
المقابل لزاوية الرأس القاعدةَ. والزاويتان المكونتان من 

القاعدة والضلعين المتطابقين تُسميان Ûاويتóي الaاعدة.
ففي الشكل المجاور ،  1∠ هي زاوية الرأس، 

وزاويتا القاعدة هما 3∠ , 2∠ .

اأ�ص� اإلى�Jريات

 �F  3.10اية المثلk المتطابق ال¦ضلعين 
اإ3ا تطابق �ضلعان Aا مثلA ،kاإن الزاويتين المقابلتين لهما 

متطابقتان.  

مثال� إذا كان AC " BC ، فlن 2∠ " 1∠ .

21
A B

C

 3.11  عك�س �Fاية المثلk المتطابق ال¦ضلعين 
اإ3ا تطابقت 5اويتان Aا مثلA ،kاإن ال¦ضلعين المقابلين 

لهما متطابقان.

FE " DE نlإذا كان 2∠ " 1∠ ، ف �مثال

1
2

D

F

E

المثلp المتطاب� ال®صلعين

�صتبرهن ال¢�رية 3.11 في ال�صو)ال 24 

سمÛ öاويتين متطابaتين Pير المYار Îل� تطابfaما في الbYل.  (a

___    ؛
 AC  تقابل ∠B ،   ___

 AB   تقابل ∠ACB   
. ∠ACB " ∠B نlلذا ف

سمö قطعتين مستaيمتين متطابaتين Pير المYار Îل� تطابfaما في الbYل.  (b

.   ___
 AD  "   ___

 AC   نlلذا ف ، ∠D تقابل   ___
 AC  ،∠ACD  تقابل    ___

 AD  

2

1

3
,]�D*

�~zD* �~zD*

A

D C

B

1 القطع الم�صتقيمة المتطابقة وال�وايا المتطابقةمثال 

�فيما �صب��فيما �صب�
در6ضت المثلثات المتطابقة 

ال¦ضلعين والمثلثات 
المتطابقة الأ�ض �.

�3-1 �الدر6س 

�وال&¤�وال&¤
اأ6ضتعمل خ|ضائ|س   

المثلثات المتطابقة 
ال¦ضلعين.

اأ6ضتعمل خ|ضائ|س   
المثلثات المتطابقة 

الأ�ض �. 

�المفردات�المفردات
6ضاBا المثلk المتطابق 

 ال¦ضلعين
legs of an isosceles triangle

 5اوية الااأ6س
vertex angle

5اويتا القاعدة
base angles

3- 6
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تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
سمّ زاويتين متطابقتين غE مشار إO تطابقه5 في الشكل.   (1A 

سمّ قطعتين مستقيمتين متطابقتين غE اCشار إO تطابقه5 في الشكل.  (1B 

لإثبات نظرية المثلث المتطابق الضلعين، ارسم مستقيمًا مساعدًا، ثم استعمل المثلثين الناتجين.

�����

�Jرية المثلp المتطاب� ال®صلعينالبرها¤

   ___
 LM  "   __

 LP   ، #LMP في �المعطيات

∠M " ∠P :إثبات أن �jالمطلو

 �البرها¤

راتالعبارات Uالمبر

. MP نقطة منتصف N افترض أن  (1

.LN ارسم قطعة مساعدة  (2

PN " NM  (3

LN " LN  (4

 LM " LP   (5

#LMN " #LPN  (6

∠M " ∠P  (7

كل قطعة مستقيمة لها نقطة منتصف واحدة.  (1

دان مستقيمًا. كل نقطتين تحدِّ  (2

نظرية نقطة المنتصف.  (3

خاصية اøنعكاس في التطابق.  (4

معطىً.  (5

مسلّمة التطابق بثلثة أضلع.  (6

العناصر المتناظرة في مثلثين متطابقين تكون متطابقةً.  (7

EXAMPLE 1

خ�صائ�س المثلp المتطاب� الأ�صلا�� نظرية المثلث المتطابق الضلعين تقود إلى نتيجتين حول زوايا المثلث 
المتطابق الأضلع.

اأ�ص� اإلىJتيجتا¤

3.3  يكون المثلث متطابق الأضلع إذا وفقط إذا كان متطابق الزوايا.
، ∠A " ∠B " ∠C � مثال

AB " BC " CA     إذا وفقط إذا كان  

A B

C

3.4  قياس كل زاوية في المثلث المتطابق الأضلع 60°.
، DE " EF " FD  إذا كان �مثال

 .m∠E ! m∠F ! m∠D ! 60°    نlف  

D

EF

60°

60° 60°

المثلp المتطاب� الأ�صلا�

�صتبرهن ال¢تيجتين 3.4 ,3.3 في ال�صو)الين 23 ,22

� åه لç مأ س åه

G

F

J

H     

M

N

P

L

مراجعة المفردات

المثلp المتطاب� 
 � الأ�صلا�

Gو مثلk اأ�ض ع� 
الث .ة متطابقة.
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اإر8صادات للدرا�صة

المثلثات المتطابقة 
 ال®صلعين 

كما اكت}ضفت Aا 
 kالمثا� 2 ، اأي مثل

متطابق ال¦ضلعين Aي� 
5اوية Bيا6ضها °60 يكون 
مثلثKا متطابق الأ�ض �.

أوجد كل قياÜ من الaياسات الآتية:  
m∠Y  (a

بما أن XY = XZ , XY " XZ ، وباستعمال نظرية المثلث المتطابق الضلعين،   
تكون زاويتا القاعدة Z , Y متطابقتين؛ لذا فlن m∠Z = m∠Y. استعمل نظرية 

.m∠Y مجموع زوايا المثلث لإيجاد
kمو� 5وايا المثلmاية م�F  m∠X + m∠Y + m∠Z = 180°  

m∠X = 60°, m∠Z = m∠Y  60° + m∠Y + m∠Y = 180°  
ب�ضّ�  60° + 2(m∠Y) = 180°  

ا:اr 60 من كل :ا�   2(m∠Y) = 120°  
اB�ض� كل :ا� على 2  m∠Y = 60°    

YZ  (b

m∠Z = m∠Y ؛ لذا بالتعوي� فlن m∠Z = 60°، وبما أن m∠X = 60° ، فlن قياس كل زاوية من الزوايا   
الثلÔ °60 ؛ لذا فالمثلث متطابق الزوايا. وهو متطابق الأضلع أيضًا، لذا فlن XY = XZ = ZY. وبما أن 

YZ = 8 cm إذن ، X Y = 8 cm

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
 PN  (2B   m∠M  (2A 

يمكنك استعمل خصائ� المثلثات المتطابقة الأضلع والجبر لتجد القيم المجهولة.

جبر� أوجد قيمة كل مت_ير في الbYل الم�اور.
بما أن Åm∠A � m∠B أي أن A " ∠B∠ فlن AC " BC باستعمال عك� 

نظرية المثلث المتطابق الضلعين؛ وبذلك فlن أضلع المثلث متطابقة. وقياس 
.2 x � 60 , x � 30 نlلذا ف Å 60° كل زاوية فيه تساوي

وبما أن المثلث متطابق الأضلع، إذن جميع الأضلع متطابقة.
تعاي� تطابق القط� الم�ضتقيمة  AB = BC   

عوّ�س  3 = 4y − 5  
اجم� 5 اإلى كلX من الطاAين  8 = 4y   

اB�ض� كل :ا� على 4  2 = y   
تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 

أوجد قيمة كلٍّ من المت`يرين في الشكل المجاور .   (3 

2 اإيجاد القيا�صات المج¥ولةمثال 

60°
Y

X

Z

8 cm

8 cm

� åه لç مأ س åه

120°

M

P

N

11cm

3 اإيجاد القيم المج¥ولةمثال 

A

B

C

3 in.
(2x)°

(2x)°
(4y - 5) in.

� åه لç مأ س åه

80°

(6x + 8)°

4y - 2 2y + 2
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ب¢ا%� في الصورة الم�اورة. ACE# م�لq متطاب� 
اah F .â°�úطة مeتص� ah D ، AEطة مeتص� ah B ،ECطة 

.â°�úمتطاب� ا #FBD ëن أvبر .CA تص�eم
 ،   __

 AE  نقطة منتصف F متطابق الأضلع، و #ACE  � المعطيات
  
___

 CA  نقطة منتصف B و،   ___
 EC  نقطة منتصف D و

� إثبات أن:  FBD# متطابق الأضلع.jالمطلو
�البرها¤

المبرراتالعبارات

ACE# متطابق الأضلع.  (1

 ،EC  نقطة منتصف D و ، AE  نقطة منتصف F  (2 
.CA   نقطة منتصف Bو

∠A " ∠C " ∠E  (3

AF = FE, ED = DC, CB = BA  (4

CA " AE " EC  (5

CA = AE = EC  (6
1 

 _ 
2
   CA =   1  _ 

2
   AE =   1  _ 

2
   BC   (7

AF = FE = ED = DC = AB = BC  (8

AF " ED " CB, FE " DC " BA  (9

#AFB " #EDF " #CBD  (10

DF " FB " BD  (11

FBD# متطابق الأضلع.  (12

معطى  (1

معطى  (2 

المثلث المتطابق الأضلع متطابق الزوايا   (3

تعريف نقطة المنتصف  (4

تعريف المثلث المتطابق الأضلع  (5

تعريف التطابق  (6

خاصية الضرب  (7

بالتعوي�  (8

تعريف التطابق  (9

SAS مسلّمة  (10

العناصر المتناظرة متطابقة.  (11

تعريف المثلث المتطابق الأضلع  (12

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
في الصورة أعله إذا علمت أن ACE# متطابق الأضلع، فيه: BD ‖ EF، FD ‖ BC ، و D نقطة منتصف   (4 

 .#FED " #BDC فأثبت أن ،EC

A

B

CDE

F

ا6ضتعمل المهند6س المعماري 
Aا wGا المدنى B¦ضداKFا 

0ديديّةK ت� تثديتها على 7ضكل 
ا  Kمثلثات لتزيد المدنى دعم

 dFواmا 3ل� الA اKمااعي KوةBو
ا. Kمالية للدنا$ اأي¦ضmال

� åه لç مأ س åه

✓ تاأكDDDDد
باستعمال الbYل الم�اور أجب عن السؤالين الآتيين:

إذا كان AB " CB ، فسمّ زاويتين متطابقتين.   1(  

إذا كان EAC " ∠ECA∠ ، فسمّ قطعتين مستقيمتين متطابقتين.      2(  

أوجد ك°ă من الaياسين الآتيين:
 m∠MRP  4(   FH  3(  

R

P

M
  F

HG

60°

12
60°

  

B

CA

E

1 المثال 

2 المثال 

تطبي� تطاب� المثلثات
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جبر� أوجد قيمة المت_ير في كلٍّ من السؤالين الآتيين:

 

Y

W

X

8

8

(4x - 2)°

62°

 6(   

T

R

S 9

7

2z - 15

 5(  

القا;رة ال�صريعة� الشكل المجاور يظهر جزءًا من سكة القاطرة السريعة  7(  

المبينة في فقرة "لماذا؟" مكوّنة من مثلثات.
ان على QT، وَ RVS# متطابق الضلعين  إذا كان ST ، QR عموديَّ  (a  

 .#RQV " #STV فأثبت أن ،QT ‖ SR ،RS  قاعدته
إذا كان QR = 2 m ، VR = 2.5 m، فأوجد البعد بين   (b  

ر إجابتك. المستقيمين      ST )'' &  وَ     QR )'' & . برِّ

تدرj وحل الم�صائل

باستعمال الbYل الم�اور أجب عن اúسþلة 8-11 :
إذا كان    AB "   AE ، فسمّ زاويتين متطابقتين.   8(  

إذا كانت ABF " ∠AFB∠ ، فسمّ قطعتين مستقيمتين متطابقتين.  9(  
إذا كانت CA " DA  ، فسمّ زاويتين متطابقتين.   10(  

إذا كانت DAE " ∠DEA∠، فسمّ قطعتين مستقيمتين متطابقتين.  11(  

أوجد ك°ă من الaياسين الآتيين: 
 

60°

R
T

P

4
4

 TR  13(      m∠BAC  12(  

جبر� أوجد قيمة المت_ير في كلٍّ من السؤالين الآتيين: 

 E
G

H

(3x + 6)°

 15(   2x + 11

6x - 9

 14(  

ا.  ăا حرðhاvاكتب بر �برها¤

المعطيات� HJM# متطابق الضلعين،   16(  
                      HKL#متطابق الأضلع. 

∠JHK " ∠MHL  �المطلوj اإ/بات اأ¤   

3 المثال 

4 المثال 
Q

R

S

V

T

E

HF

B

A

C D

1 المثال 

    
    

2 المثال 

C

60° BA

3 المثال 

4 المثال 
H

J
K L

M
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حدائ�� اصطحب خالد أخاه الأص`ر إلى حديقة الحي،   17(   

فلح� أن دعائم الأرجوحة الموجودة في الحديقة تشكل 
 . BC ) AB ولكن AB " AC مجموعتين من المثلثات، وأن

إذا قدّر خالد أن m∠BAC = 50°، فما قيمة m∠ABC وفقًا   (a  

لهذا التقدير؟ وضّح إجابتك.

إذا كان  BE  "   CD، فبيِّن أن AED#  متطابق الضلعين.  (b  

إذا كان BC ‖ ED , ED " AD، فبيّن أن  AED# متطابق الأضلع.   (c  

أوجد ك°ă من الaياسات الآتية:
 m∠CAD  18(  

 m∠ACD  19(  

 m∠ACB  20(  

 m∠ABC  21(  

ا Ùا عمودين لbل hتي�ة أو h[رية مما يأتي:  ðhاvاكتب بر �برها¤

النظرية 3.11  24( النتيجة 3.4    23( النتيجة 3.3    22(  

أوجد قيمة المت_ير في كلٍّ من السؤالين الآتيين:
 

(y 2 - 62)°

(2y - 5)°

 26(   24

x 2 + 5x

   25(  

ال�صاعات الرملية� استعمل الساعة الرملية الم�يeة في الbYل الم�اور، 
وأوجد ك°ă من الaياسات الآتية:

 m∠LPM  27(  
 m∠LMP  28(  

 m∠JLK  29(  
 m∠JKL  30(  

مهمة الوالدين اختيار 
الألعاe التا تنا6ضd اأعمار 

اأ:فاله�.

D

A

E

B
C

D C B

A

92°

دBة 6ضاعة الامل الزجاجية 
تعتمد على .دات معد� تدAق 
الامل الwي يعتمد على F�ضدة 

Bطا الثقd اإلى Bطا 0دات 
الامل الم�ضتعملة.

(3x - 55)°

(2x + 10)°

J K

M
PP

L
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)31  تمثيلات متعددة� في هذه المسألة، ستكتشف القياسات الممكنة للزوايا الداخلية للمثلث المتطابق   

الضلعين، إذا عُلم قياس زاوية خارجية له. 
ا� استعمل المسطرة والمنقلة لرسم ثلثة مثلثات مختلفة، كل°  Zه¢د�صي  (a  

منها متطابق الضلعين. ومُدّ أحد ضلعَي زاوية الرأس ومدّت القاعدة من 
إحدى جهتيها كما في الشكل المجاور. 

ا� استعمل المنقلة لإيجاد m∠1 لكل مثلث وسجّله في جدول. واستعمل m∠1 لحساب  Zجدولي  (b  

له في جدول Ëخر واستعمله لحساب القياسات السابقة  قياسات 5∠ , 4∠ ,3∠، ثم أوجد m∠2 وسجِّ
نفسها. رتِّب نتائجك في جدولين. 

 m∠2 لإيجاد قياسات 5∠ ,4∠ ,3∠. ثم وضّح كيف استعملت m∠1 وضّح كيف استعملت �ا Zلف�ي  (c  

لإيجاد هذه القياسات نفسها. 
ا� إذا كان m∠1 = x، فاكتب عبارة جبرية لإيجاد قياس كلٍّ من 5∠ ,4∠ ,3∠، وبالمثل إذا كان  Zجبري  (d  

m∠2 = x ، فاكتب عبارة جبرية لإيجاد قياس كلٍّ من الزوايا نفسها.  

م�صائل م¥ارات التف�ير العليا

� في الشكل المجاور إذا كان WJZ# متطابق الأضلع،   تحد\  32(  

 .WP " ZL " JM فأثبت أن ، ∠ZWP " ∠WJM " ∠JZL

ا أو Pير  ðمýا أو دا ðhحيحة أحياÉ كل̄ من الع�ارتين الآتيتين phا كاÙÎ د ما öحد �تبرير
Î xجابت�:  öا. وو� ðحيحة أبدÉ

إذا كان قياس زاوية رأس المثلث المتطابق الضلعين عددًا صحيحًا، فlن   33(   
قياس كلٍّ من زاويتَي القاعدة عدد صحيح.

إذا كان قياس كلٍّ من زاويتَي القاعدة عددًا صحيحًا، فlن قياس زاوية الرأس عدد فردي.  34(  
ح  م�صاألة مفتوحة� ارسم مثلثًا متطابق الضلعين، فيه زاويتا القاعدة منفرجتان إن أمكنك ذلك، وإø فوضِّ  35(  

السبب.
ح كيف تستعمل قياس زاوية قاعدة المثلث المتطابق الضلعين لإيجاد قياس زاوية الرأس.  � وضِّiاكت  36(  

في الشكل المجاور، AE , BD  تنصف   37(  
 .C كل° منهما الأخرى في النقطة

أي المعلومات الإضافية     
 الآتية تعد كافية لإثبات 

أن DE " DC؟ 
∠ACB " ∠EDC  C  ∠A " ∠BCA  A  

∠A " ∠B  D  ∠B " ∠D  B  

إذا كان x = -3 ، فlنّ قيمة x  2  - 7x + 5 4 تساوي:   38(  
2  A  

20  B  

42  C  

62  D  

تدريi على اختبار

A

C B

2
3

4 15

    

W

J

Z

M P

L

B

A

C

E

D
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مراجعة تراكمية

 ،CB = 7 in ،DC = 7 in ،AD = 27 in ،AB = 27 in :إذا كان  39(  
 �3-4 فحدّد ما إذا كان ADC " #ABC#. �الدر6س 

اÙكر ال�اÉية التي ت�رر ك°ă من الع�ارات الآتية: �مهارة 6ضابقة� 

 .xy + xz = a ّنlف ، x (y + z) = a إذا كان  40(  

 .n = 56 ّنlف ، n - 17 = 39 إذا كان  41(  

 .m∠P + m∠Q = m∠R ّنlف ، m∠R = 110° وكانت m∠P + m∠Q = 110° إذا كان  42(  

 .CV = 15 ّنlف CV = MD , MD = 15 إذا كان  43(  

 اh[ر Îل� الbYل الم�اور. �مهارة 6ضابقة�

ما عدد المستويات الظاهرة في هذا الشكل؟   44(  
سمِّ ثلÔ نقاàٍ تقع على استقامةٍ واحدةٍ.   45(  

ا�صتعد للدر�س اللاح�

يfا كما يأتي: óرفI حداثياتÎ طعة التيaتص� للeطة المah حداثياتÎ أوجد
 A(2, 15) , B(7, 9)  46(  

 C(-4 , 6) , D(2, -12)  47(  
 E(3 , 2.5) , F(7.5 , 4)  48(  

B

A

C

D

B A
J

D E

F
G

H

K

C
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أوجد الإحداثيات الم�fولة في الم�لXYZ q المتطاب� ال]لعين.
بما أن الرأس X يقع عند نقطة الأصل، فlن إحداثياته هي (0 ,0)، ولأن 

الرأس Z يقع على المحور x ، فlن الإحداثي y  له يساوي صفرًا، فتكون 
إحداثيات الرأس Z هي (a, 0) ، وبما أن XYZ! متطابق الضلعين، فlن 
الإحداثي x للنقطة Y يقع في منتصف المسافة بين a , 0 ويكون   a _ 2   ، أما 

الإحداثي y للنقطة Y فل يمكننا إيجاده بدøلة a ، وإذا افترضناه b ، فتكون 
.  (  a _ 2   , b)   هي Y إحداثيات النقطة

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
 !ABC أوجد الإحداثيات المجهولة في المثلث  (2  

المتطابق الضلعين والقائم الزاوية. 

كتابة البرها¤ الإحدا/ي بعد رسم المثلث في المستوى الإحداثي، وتحديد إحداثيات رؤوسه، يمكنك 
استعمال البرهان الإحداثي؛ للتحقق من بع� الخصائ� وبرهنة بع� النظريات.

ي �لعين  ó̀ ا Îحداثيăا لإث�ات أë الaطعة المستaيمة التي تصل بين مeتص ðhاvاكتب بر
  .qال]ل� ال�ال ïÛتوا qفي م�ل

ه A، واستعمل إحداثيات  اجعل أحد رؤوس المثلث عند نقطة الأصل وسمِّ
من مضاعفات 2 ؛ لأن قانون نقطة المنتصف يتضمن قسمة مجموع 

الإحداثيين على 2
المعطيات� ABC! ، فيه:

، AC نقطة منتصف S  
. BC نقطة منتصف T  

. ST  ‖ AB إثبات أن �jالمطلو

�البرها¤

  (  2b + 0 _ 2   ,   2c + 0 _ 2  )  = (b, c) :هي S ن إحداثياتlباستعمال قانون نقطة المنتصف، ف
   (  2a + 2b

 _ 2   ,    0 + 2c
 _ 2  )  = (a + b , c)  :هي T وكذلك إحداثيات

    c - c
 _ 

a + b - b    = 0  :هو  ST ن ميلlوبتطبيق قانون الميل، ف
    0 - 0 _ 2a - 0    = 0 :هو AB وميل

. ST ‖ AB نlف ، AB يساوي ميل ST وبما أن ميل

X (?, ?)

Y (?, ?)

Z (a, ?)

xO

y

2 اإيجاد الإحدا/يات المج¥ولةمثال 

� åه لç مأ س åه

B (?, ?)

A (?, ?)

C (a, ?)

xO

y

3 كتابة البرها¤ الإحدا/يمثال 

A (0, 0)

C (2b, 2c)

S T

B (2a, 0)
x

O

y

اإر8صادات للدرا�صة

 ال�اوية القائمة 
تقا:� المحور x م� 

المحور y ي}ضكّل 5اوية 
Bائمة� ولwا يُعد wGا 

 dالتقا:� المكان المنا6ض
لمو�B الزاوية القائمة.

اإر8صادات للدرا�صة

 البرها¤ الإحدا/ي 
تنطدق ا�اإر8صادات 

والطاائق الم�ضتعملة 
Aا wGا الدر6س على كل 
الم¦ضلعات ، ول تقت|ضا 

على المثلثات.
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تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
اكتب برهانًّا إحداثيًّا لإثبات أن:   (3  

 .!ABX # !CDX

يمكن استعمال طرائق البرهان الإحداثي لحل مسائل من واقع الحياة.

ج�رافيا� ÙÎا علمp أë الإحداثيات التaري�ية لbلٍّ من الرياß وي��e وت�وv èي:
 . 28.37°N 36.6°E è24.63 ، ت�و°N 38.07°E ��e24.15، ي°N 46.72°E  ßالريا

ا يبيِّن أن المثلث الذي رؤوسه هذه المدن الثلÔ مختلف الأضلع. فاكتب برهانًا إحداثيًّ
 24.15°N 46.72°E اد: يمكن التعبير عن إحداثي الرياضHرÎ

بالزوج المرتب �46.72  ,�24.15 وكذلك بقية المدن.
الخطوة الأولى هي رسم شكل تقريبي لهذا المثلث، وتعيين 

المواقع الثلثة وإحداثياتها على الرسم، ولتكن R تمثّل 
الرياض، و Y تمثّل ينبع ، و T تمثّل تبوك. 

إذا لم يتطابق أي ضلعين في RYT! ، فسيكون مختلف 
الأضلع. استعمل قانون المسافة بين نقطتين والآلة الحاسبة 

لإيجاد أطوال أضلع المثلث.
 RY  =   √ %%%%%%%%%%%%%%     (24.15 - 24.63)  2  +  (46.72 - 38.07)  2    

≈ 8.66

 RT  =   √ %%%%%%%%%%%%%%    (28.37 - 24.15)  2  +  (36.6 - 46.72)  2    
≈ 10.96

  YT  =   √ %%%%%%%%%%%%%%    (24.63 - 28.37)  2  +  (38.07 - 36.6)  2    

≈ 4.02

وبما أن أطوال أضلع المثلث مختلفة، إذن فهو مثلث مختلف الأضلع؛ أيْ أن المثلث الذي رؤوسه هي 
الرياض وينبع وتبوك مختلف الأضلع.

تحق� من ف¥م�تحق� من ف¥م� ✓ 
ع كشفيّ ثلÔ فرç من ثلÔ مدن تمثل مثلثًا.  ج�رافيا� يضم مجمَّ  (4  

 إذا كانت الإحداثيات التقريبية لمواقع هذه المدن الثلÔ هي: 
،27.43°N41.68°E 30.9 ، حائل°N41.13°E 28.37 ، عرعر°N36.6°E تبوك 

فاكتب برهانًا إحداثيًّا لإثبات أن المثلث الذي رؤوسه هذه المدن الثلÔ متطابق الضلعين تقريبًا. 







A (0, 0)

B (0 + x, b) C (a + x, b)

X (  , )a + x 
2 

b
2

D (a, 0) xO

y

ت�ص¢ي� المثلثات

يق� مثلk بامودا المدين 
Aا الsايطة Aا المحي� 

الأ:ل�ضا، وGو على 7ضكل 
مثلk مsتل� الأ�ض �. 

وتقدر م�ضا0ت� الحقيقية 
ا. Kمابع K ب@ 482344 مي

¤~z�:&°*��£p´*

*2E+

�k�jE
*2E+

¤E£E

�J4+

T(28.37 , 36.6)

Y(24.63 , 38.07)

R(24.15 , 46.72)

تاريy الريا�صيات

محمد بن اأحمد
اأبو الريحا¤ البيروJي 

 الخوار6مي�
 �D973ه - D362ه 

باA 5ا كثياM من Aاو� 
المعاAة الإF�ضاFية 
�الأدe، ال�mااAيا، 

الفل�، الايا�ضيات�، Aقد 
0دد بدBةM خطو� الطو� 
وخطو� العا�س، وو�ض� 

Bاعدة 0�ضابية لت�ضطيح 
الكاة� اأي Fقل الsطو� 
والsاائ� من الكاة اإلى 

6ضطح م�ضطحM والعك�س..
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✓ تاأكDDDDد
ارسم ك°ă من الم�ل�ين الآتيين في المستوî الإحداثي، وحدöد Îحداثيات رÍوسه. 

ABC! قائم الزاوية، فيه AC , AB ضلعا القائمة، وطول AC يساوي 2a وحدة، وطول AB يساوي 2b وحدة.  1(  

FGH! المتطابق الضلعين الذي طول قاعدته FG يساوي 2a وحدة.   2(  

أوجد الإحداثيات الم�fولة في كلٍّ من الم�ل�ين الآتيين: 

xO

y

Y (2a, 0)W (?, ?)

Z (?, b)
 4(  

xO

y
S (0, b)

T (?, ?)R (‒2a, 0)

 3(  

 .!FGH # !FDC اكتب برهانًا إحداثيًّا لإثبات أن  5(  

O x

y

D (‒a, b)
F (0,  )

G (a, b)

C (‒a , 0) H (a, 0)

b
2

)6  اكتب برهانًا إحداثيًّا لإثبات أن المثلث ABC متطابق الضلعين، علمًا بأن بُعدَي   

المظروæ هما: cm, 20 cm 10، والنقطة B في منتصف الحافة السفلى 
 .æللمظرو

تدرj وحل الم�صائل

د Îحداثيات رÍوسه:   ارسم كل م�لòq من الم�ل�ات الآتية في المستوî الإحداثي، وحد»
ABC! المتطابق الضلعين الذي طول قاعدته AB يساوي a وحدة.  7(  

.XY ثلثة أمثال طول XZ وحدة، وطول b يساوي  XY وطول الضلع ،YZ القائم الزاوية الذي وتره !XYZ  8(  

أوجد الإحداثيات الم�fولة في كل م�لq مما يأتي: 
  11(   10(   9(  

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

4 المثال 

B

A C

1 المثال 

2 المثال 

N (0, ?) D (4b, ?)

H (?, c)
y

xO

B (?, b)

P (?, 0)K (‒a, 0)

y

xO

Z (0, 0) Y (a, ?)

C (?, ?)

O

y

x
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ا Îحداثيăا لbل ع�ارة من الع�ارات الآتية:  ðhاvاكتب بر �برها¤

القطع المستقيمة الثلÔ الواصلة بين نقاà منتصفات أضلع مثلث متطابق الضلعين تشكّل مثلثًا متطابق   12(  

الضلعين أيضًا.
طول القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفَي ضلعين في المثلث يساوي نصف طول الضلع الثالث.  13(  

ج�رافيا� إذا علمت أن الإحداثيات التقريبية لمواقع مدن جازان ونجران وخمي� مشيط هي:  14(   

جازان N 42.58°E°16.9 ، نجران N 44.16°E°17.5 ، خمي� مشيط N 42.8°E°18.3، فبيّن أن المثلث الذي 
رؤوسه هي هذه المدن الثلÔ مختلف الأضلع. 

في XYZ! ، أوجد ميل كل �ل� من أ�°عه، ثم حدد ما ÙÎا كاë الم�لq قاýم الزاوية أø ê. وو�Î xöجابت�. 
X (0, 0), Y (1, h), Z(2h, 0)  16(  X(0, 0), Y (2h, 2h), Z(4h, 0)  15(  

ه تقع عند النقطة (0 ,0)، وأن  ه كبير. إذا اعتبرنا أن موقع إدارة المتنزَّ �Jهة� أقامت عائلتان خيمتين في متنزَّ  17(  

إحداثيات موقعَي الخيمتين هما (9 ,12) , (25 ,0). فاكتب برهانًا إحداثيًّا لإثبات أن الشكل المتكون من 
ه والخيمتين هو مثلث قائم الزاوية.  مواقع إدارة المتنزَّ

ريا�صة مائية� انطلقت ثلثة قوارب مائية من الرصيف نفسه، فاتجه الأول نحو الشمال الشرقي، واتجه   18(  

الثاني نحو الشمال ال`ربي، أما الثالث فاتجه نحو الشمال.

2�e
4�
D* 1e4�D*

3�e4�D*

   توقف القاربان �الأول والثاني� على بُعد m 300 تقريبًا من الرصيف، بينما توقف الثالث على بُعد m 212 من 

الرصيف. 
إذا اعتبرنا أن الرصيف يمثل النقطة (0 ,0)، فمثِّل هذا الوضع بيانيًّا، وأوجد معادلة خط سير القارب   (a  

الأول، ومعادلة خط سير القارب الثاني. وفسّر إجابتك. 
ا لإثبات أن الرصيف والقاربين �الأول والثاني� تُشكّل مثلثًا قائم الزاوية متطابق الضلعين. اكتب برهانًا حرًّ  (b  

أوجد إحداثيات مواقع هذه القوارب الثلثة، وفسّر إجابتك.   (c  

اكتب برهانًا إحداثيًّا لإثبات أن القوارب الثلثة تقع على خط مستقيم واحد تقريبًا، وأن القارب الثالث   (d  

يقع في منتصف المسافة بين القاربين الأول والثاني. 
م�صائل م¥ارات التف�ير العليا

 ëعل� أ ، L طةaeحداثيات الÎ �2، فأوجدa , 2b� يv K طةaeي �0 ,�0، والv J طةaeحداثيات الÎ phا كاÙÎ � تحد\
د في كلٍّ من اúسþلة ال�°ثة الآتية:  öالمحد âوeمن ال !JKL ëوbي

مثلث متطابق الضلعين   21( مثلث قائم الزاوية    20( مثلث مختلف الأضلع    19(  

م�صاألة مفتوحة� في المستوى الإحداثي، ارسم مثلثًا قائم الزاوية متطابق الضلعين، على أن تكون نقطة   22(  

د إحداثيات كل رأسٍ من رؤوسه. الأصل هي نقطة منتصف وتره، وحدِّ

3, 4 المثال¤ 

 ت�ضتثما المنطقة ال}ضاBية 
وجدة اإ: لتيهما على 
الsليn العابا والدحا 

 nا توجي� باامA الأ0ما
ريا�ضية بحاية متنوعة 
لل�ضياr الwين يتواAدون 

على الواجهات الدحاية من 
مsتل� منا:ق المملكة.



الدر�س 7 -3 المثلثات والداGان الإ0دا.ا 67

 ، a بدللة r(0 ,0). إذا أعطي إحداثي الرأس الثال , (a, 0) :هما  òrإحداثيات رأسين في مثل �تبرير  23(  

  وكان المثلr متطابق الضلعين، فحدّد إحداثيات الرأس الثالr، ثم ارسم المثلr في المستوî الإحداثي.

 من الإرشادات اùتيةÅ لرسم المثلr في المستوî الإحداثي عند كتابة البرهان  � وضّح فاýدة اتباâ كلٍّiاكت  24(  

الإحداثي:
  .rوس المثلÍصل أحد رúاجعل نقطة ا  (a  

.y أو المحور x على المحور rالمثل âقل من أضلاúارسم ضلعًا واحدًا على ا  (b  

حاول أن يقع المثلr في الربع اúول ما أمكن ذلك.  (c  

 ïيساو ∠A وقياس ،m∠B = 76° في الشكل أدناه إذا كان  25(  
  نصف قياس B∠، فما m∠C؟

46°  (C  33°  (A  

66°  (D  38°  (B  

 R  ما إحداثيات النقطة  26(   
  في المثلr المجاور؟

(4a , b )  C   (a _  2    , b  )  A  

 (a _  4    , b  )  D  (a , b )  B  

تدريi على اختبار

مراجعة تراكمية

�3-6 باست^ماé الYكل الم�اور، أجب Kن اúسþلة 27-29. 
الدر�س 
سمّ زاويتين متطابقتين غير المشار إليهما في الشكل.   27(  

    قطعتين مستقيمتين متطابقتين غير المشار إليهما في الشكل. سم¬  28(  
    مثلثين متطابقين. سم¬  29(  


م¥ارة �صابقة�   ما ميل المستقيم المار بالنقطتين (6 , 2) , (6- , 2-) .  30(  

ا�صتعد للدر�س اللاح�

� òرY ôK Ñل� أقرÎ rالنات Ñّالآتية، وقر àمن النقا ÕوÛ أوجد المسافة بين كل
 X(5, 4) , Y (2, 1)  31(  

 A(1, 5) , B(-2, -3)  32(  

 J (-2, 6) , K(1, 4)  33(  

V T

S
Q

R

P (0, 0) Q (2a, 0)

R (?, b)y

xO

A B

C
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دليل الدرا�صة والمراجعة

اختبر مفردات�

 phا كاÙÎة. وþIخا êحيحة أÉ كل ع�ارة فيما يأتي phا كاÙÎ د ما öحد
خاþIة فاست�دل ما تحته خ� لتص�É xحيحة:

المثلث المتطابق الزوايا هو مثال على المثلث الحاد الزوايا.   1(  

المثلث الذي يحوي زاوية أكبر من °90 هو مثلث قائم الزاوية.   2(  

المثلث المتطابق الأضلع يكون متطابق الزوايا دائمًا.   3(  

المثلث المختلف الأضلع فيه ضلعان متطابقان على الأقل.   4(  

الضلع المحصور هو الضلع الذي يقع بين زاويتين متتاليتين في   5(  

مضلع. 

البرهان التسلسلي يستعمل الأشكال في المستوى الإحداثي والجبر   6(  

لبرهنة المفاهيم الهندسية. 

قياس الزاوية الخارجية  لمثلث يساوي مجموع قياسَي الزاويتين   7(  

الداخليتين البعيدتين. 

�المفردات الأ�صا�صية
�12 المثلp الحاد ال�وايا ��س. 

�12 المثلp الم¢فرج ال�اوية ��س. 

�12 المثلp القائم ال�اوية ��س. 

�13 المثلp المتطاب� الأ�صلا� ��س. 

�13 المثلp المتطاب� ال®صلعين ��س. 

�13 المثلp المختل� الأ�صلا� ��س. 

�20 د ��س.  Tالم�صتقيم الم�صاع

�22 ال�اوية الخارجية ��س. 

ال�اويتا¤ الداخليتا¤ 
�22 البعيدتا¤ ��س. 

�22 البرها¤ الت�صل�صليU ��س. 

�23 ال¢تيجة ��س. 

�28 التطاب� ��س. 

�28 الم®صلعات المتطابقة ��س. 

�28 الع¢ا9صر المت¢ا>رة ��س. 

�38 ال�اوية المح�صورة ��س. 

�45 ال®صلع المح�صور ��س. 

�صاقا المثلp المتطاب� 
�54 ال®صلعين ��س. 

�54 6اوية الراأ�س ��س. 

�54 6اويتا القاعدة ��س. 

�62 البرها¤ الإحدا/ي ��س. 

ملخ�س الف�صل

مفاهيم اأ�صا�صية

�3-1 ت�ص¢ي� المثلثات �الدر6س 

يمكن ت|ضني� المثلk بح�ضF dو� 5وايا ، Aيكون 0اد الزوايا  ·
اأو متطابق الزوايا اأو منفاo الزاوية اأو Bائ� الزاوية. وكwل� 

يمكن ت|ضنيف� بح�ضd اأ�ض ع�، Aيكون مsتل� الأ�ض � اأو 
متطابق ال¦ضلعين اأو متطابق الأ�ض �.

�3-2 6وايا المثلp �الدر6س 

ا  · Nيا6ضB مو�mي�ضاوي م kارجية للمثلsيا6س الزاوية الB
الزاويتين الداخليتين الدعيدتين.

�3-5 3-3 اإلى  المثلثات المتطابقة �الدر6س 

� يتطابق مثلثان اإ3ا كاFت اأ�ض عُهما المتنا;اة  ·SSS

متطابقة.

� يتطابق مثلثان اإ3ا :ابق �ضلعان والزاوية المح|ضورة  ·SAS

بينهما Aا المثلk الأو� �FائاGا Aا المثلk ال%خا.

� يتطابق مثلثان اإ3ا :ابقت 5اويتان وال¦ضل� المح|ضور  ·ASA

بينهما Aا المثلk الأو� �FائاGا Aا المثلk ال%خا.

� يتطابق مثلثان اإ3ا :ابقت 5اويتان و�ضل� غيا مح|ضور  ·AAS

بينهما Aا المثلk الأو� �FائاGا Aا المثلk ال%خا.

المثلثات المتطابقة ال®صلعين والمثلثات المتطابقة 
�3-6 الأ�صلا� �الدر6س 

5اويتا القاعدة Aا المثلk المتطابق ال¦ضلعين متطابقتان،  ·
ويكون المثلk متطابق الأ�ض � اإ3ا تطابقت جمي� 5وايا .

�3-7 المثلثات والبرها¤ الإحدا/ي �الدر6س 

ي�ضتعمل الداGان الإ0دا.ا الأ7ضكا� Aا الم�ضتوIالإ0دا.ا  ·
والmدا� لإ.دات �ضحة المفاGي� الهند6ضية.




م¢�م اأف�ار

تاأكد من اأن المفاGي� الأ6ضا6ضية   
Fة Aا مطويت�. Sمدو
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دليل الدرا�صة والمراجعة

مراجعة الدرو�س

�12-18  �ت�ص¢ي� المثلثات ��س 3-1

1 مثال 
�öeÉ ك°ă من الم�ل�ين الآتيين Îل� حاد الزوايا أو متطاب� الزوايا أو 

مe`رÕ الزاوية أو قاýم الزاوية.

30°

110° 40°

 (a 

بما أن للمثلث زاوية منفرجة، فيكون مثلثًا منفرج الزاوية.   

60°

60°

60°

 (b 

للمثلث ثلÔ زوايا حادة جميعها متساوية؛ لذا فهو مثلث    
متطابق الزوايا.

eÉ»� ك°ă من الم�ل�ات الآتية Îل� حاد الزوايا أو متطاب� الزوايا 
أو مe`رÕ الزاوية أو قاýم الزاوية:

A CD

B

35°

25° 30°

60°120°

 !ADB  8(  

 !BCD  9(  

 !ABC  10(  

جبر� أوجد قيمة x وأطوال الأضلع المجهولة في المثلثات الآتية:

S

R T2x + 7

3x - 5
42

 11(  

J L

K

5x - 6

3x + 6 4x

 12(  

خرائ�� المسافة من الرياض إلى المدينة المنورة ومنها   13(  

إلى مكة المكرمة ثم إلى الرياض تساوي km 2092، والمسافة 
بين الرياض ومكة المكرمة تزيد km 515  على المسافة بين 

المدينة المنورة ومكة المكرمة. والمسافة بين المدينة المنورة 
ومكة المكرمة تقل km 491 عن المسافة بين الرياض والمدينة 

المنورة. أوجد المسافة بين كل مدينتين من هذه المدن، 
.Ôوصنفّ المثلث الذي رؤوسه هذه المدن الثل
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دليل الدرا�صة والمراجعة

�28-35  �المثلثات المتطابقة ��س 3-3

3 مثال 
العeاÉر  بتحديد  وÙل�   ،ëاaمتطاب الآتيين  الم�ل�ين   ëأ بيöن 

التطاب�: ع�ارة  اكتب  ثم  جميعfا،  المتطابaة  المتeاJرة 
M Q

N RP

∠N # ∠R, ∠M # ∠Q, ∠MPN # ∠QPR  �الزوايا

   
___

 MN   #   ___
 QR  ,   ___

 MP   #   ___
 QP  ,   ___

 NP   #   ___
 RP   �الأ�ض �

جميع العناصر المتناظرة في المثلثين متطابقة؛ لذا فlن
  !MNP # !QRP

بيöن أë كل م]لعين مما يأتي متطابaاë، وÙل� بتحديد العeاÉر 
المتeاJرة المتطابaة جميعfا، ثم اكتب ع�ارة التطاب�: 

A

D

C

B

H

J

F

G

 18(  

X

41°
40

40
41°

78°

78°
61°

61°

L

Y J

K

Z

 19(  

ف�صيف�صا%� يُظهر الشكل المجاور   20(  

 جزءًا من تبليط فسيفسائي. سمِّ 
4A مثلثات تبدو متطابقة في الشكل.  C

B

D

F G

E H

�20-27  �6وايا المثلثات ��س 3-2
2 مثال 

أوجد قياÜ كلٍّ من 
مة في الbYل الم�اور: öالزوايا المرق

m∠2 + m∠PQS = 90°  
عوّ�س   m∠2 + 51° = 90°  

ا:اr 51 من الطاAين   m∠2 = 39°  
kيا6ضات 5وايا المثلB مو�mاية م�F  m∠1 + m∠2 + 33° = 180°  

عوّ�س   m∠1 + 39° + 33° = 180°  
ب�ضّ�  m∠1 + 72° = 180°  

ا:اr 72 من الطاAين  m∠1 = 108°  

Q

P

S

R

51°

1

2 33°

مة الآتية: öكلٍّ من الزوايا المرق Üأوجد قيا
 ∠1  14(  

 ∠2  15(  

 ∠3  16(  

م¢ا6ل� حديقة منزلية على صورة مثلث متطابق الضلعين   17(  

 . x كما في الشكل أدناه. أوجد قيمة

x°

38° 38°

75°

35°

28°
1 2

3
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�36-43  �اإ/بات تطاب� المثلثات SSS, SAS ��س 3-4

4 مثال 
ا Ùا عمودين. ðhاvاكتب بر

المعطيات�  KPL! متطابق 

الأضلع.
   
__

 JP   #   
___

 MP   
∠JPK # ∠MPL  

.!JPK # !MPL إثبات أن �eالمطلو

المبرراتالعبارات

KPL! متطابق   (1
الأضلع.
PK # PL  (2

JP # MP  (3

∠JPK # ∠MPL  (4

!JPK # !MPL  (5

معطى   (1 

تعريف المثلث المتطابق الأضلع  (2

معطى  (3

معطى  (4

SAS  (5

MJ

P

K L

د ما ÙÎا كاABC " !XYZ ë!، وو�Î xجابت�.  öحد
A(5, 2), B(1, 5), C(0, 0), X(-3, 3), Y(-7, 6), Z(-8, 1)  21(  

A(3, -1), B(3, 7), C(7, 7), X(-7, 0), Y(-7, 4), Z(1, 4)  22(  

د المسلöمة التي يمbن استعمالfا لإث�ات أë كل م�ل�ين فيما يأتي  öحد
متطابaاë، وÙÎا كاÎ ëث�ات تطابfaما Pير ممbن فاكتب ”Pير ممbن“.

!ABC, !DBC  24     (                           ! ABC, !ADC 23(   
A B

C D   

A

B C D

هًا  مت¢�هات� يظهر الرسم المجاور متنزَّ  25(  

على صورة خماسي فيه خمسة 
ممرات مُشاة لها  الطول نفسه، تؤدي 

إلى نقطة المركز. إذا كانت جميع 
الزوايا المركزية متساوية القياس، 

فأي مسلمة �نظرية� تستعمل لإثبات 
أن ABX # !DCX! ؟  

B

A

E D

C

X

�45-51  �اإ/بات تطاب� المثلثات ASA, AAS ��س 3-5

5 مثال 
ا تسلسليăا. ðhاvاكتب بر

∠RPS تنصف    ___
 PQ   �المعطيات

∠R # ∠S

�  إثبات أن eالمطلو 

.!RPQ # !SPQ

�الداGان الت�ضل�ضلا

¢��E

fJH*yD*�� Q~|�E��J�

¢��E�6��F°*�f£~81
∠R " ∠SPQ " PQ ∠RPS��~|� PQ

#RPQ " #SPQ

∠RPQ " ∠SPQ

AAS

P

QR S

ا Ùا عمودين. ðhاvاكتب بر
�المعطيات  26(  

   
___

 AB  ‖   ___
 DC  ,   ___

 AB   #   ___
 DC 

� إثبات أن eالمطلو    

.!ABE # !CDE

الطائرة الورقية� يظهر الشكل    27(   

المجاور طائرة عثمان الورقية. إذا 
___    تنصف كلًّ من 

 WY   علمت أن
 XWZ , ∠XYZ∠ ، فأثبت أن 

.!WXY # !WZY

A D

C

E

B

W

Z

Y

X
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دليل الدرا�صة والمراجعة

�62-67  �المثلثات والبرها¤ الإحدا/ي ��س 3-7

7 مثال 
ارسم الم�لABC q! المتطاب� ال]لعين والaاýم الزاوية وIول 

ي الaاýمة يساوa ï وحدة عل� الرب� الراب� في  óكلٍّ من ساق
المستوî الإحداثي، وحدد Îحداثيات رÍوسه.

اجعل نقطة الأصل رأسًا للزاوية   •
القائمة في المثلث.

اجعل أحد ضلعَي القائمة على   •
المحور x ، والضلع الآخر على 

.y المحور
بما أن النقطة B على المحور x ، إذن إحداثيها y يساوي   •

.a يساوي x صفرًا، وإحداثيها
وبما أن  ABC! متطابق الضلعين، فlن C ستبعد عن نقطة الأصل 

a وحدة وإحداثيَّيها (a- ,0)؛ لأنها تقع على الجزء السالب من 
المحور y ، وذلك لكي يكون المثلث في الربع الرابع.

O

C(0, –a)

A(0, 0) B(a, 0)
x

y

. a , 2a ضلعيه øطو ، M القائم الزاوية في !MNO ارسم  31(   

 
ج�رافيا� عيّن شاكر المدينة   32(  

المنورة وبريدة وحائل كما هو مبين 
على الخريطة المجاورة. اكتب 

برهانًا إحداثيًّا لإثبات أن المثلث 
 Ôالذي رؤوسه هذه المدن الثل

مختلف الأضلع. 

y

xO







��~7

S

EW

�54-61  �المثلثات المتطابقة ال®صلعين والمثلثات المتطابقة الأ�صلا� ��س 3-6

6 مثال 
أوجد كل قياÜ فيما يأتي:

m∠B  (a 

___   ، وبتطبيق نظرية المثلث 
 AB  #   ___

 BC  نlف ، AB = BC بما أن   
المتطابق الضلعين تكون زاويتا القاعدة A , C متطابقتين؛ إذن 

m∠A = m∠C. استعمل نظرية مجموع قياس زوايا المثلث لكتابة 
.m∠B معادلة. ثم حلها لتجد

kمو� 5وايا المثلmاية م�F  m∠A + m∠B + m∠C = 180  

m∠A = m∠C = 44°  m∠B + 44 + 44 = 180  

ب�ضّ�  m∠B + 88 = 180  

ا:اr 88 من الطاAين  m∠B = 92°   
AB  (b 

 ، BC = 12 متطابق الضلعين. وبما أن !ABC ؛ إذن AB = BC    
فlن AB = 12 أيضًا.

44°

12

A

B

C

أوجد قيمة كلٍّ من المت_يرين فيما يأتي: 
52°

v°

1212

 29(  
10
3

x + 4 5x - 1

7x - 7

 28(  

ر�صم� يستعمل وليد حاملً خشبيًّا للرسم.    30(   

والقطعة الداعمة الأفقية في الحامل 
تشكل مثلثًا متطابق الضلعين مع 

الدعامتين الأماميتين كما في الشكل 
المجاور، ما قياس كلٍّ من زاويتَي 

قاعدة المثلث؟ 

25°

 

 



اختبار الف�صلدليل الدرا�صة والمراجعة

 Õر`eل� حاد الزوايا أو متطاب� الزوايا أو مÎ من الم�ل�ات الآتية ă°ك �öeÉ
الزاوية أو قاýم الزاوية: 

A

D

CB

!ABD  1(  

!ABC  2(  

!BDC  3(  

مة في الbYل الم�اور: öكلٍّ من الزوايا المرق Üأوجد قيا
 ∠1  4(  

 ∠2  5(  

 ∠3  6(  

في الم�ل�ين أدhاÙÎ ،ìا كاRST " !XYZ ë! فأوجد:
Y

XZ
S

R
T(x + 21)

(4y - 10)°

(2x - 14)

(3y + 5)°

 .x قيمة  7(  

 .y قيمة  8(  

برها¤ اكتب برهانًا تسلسليًّا.   9(  

   
__

 XY  ‖   ___
 WZ  ,   ___

 XW  ‖   __
 YZ   :المعطيات   

!XWZ # !ZYX إثبات أن �eالمطلو   
YX

ZW
4

3

1 2

اختيار من متعدد ما قيمة x في الشكل أدناه؟   10(  

116°

72°

x°

  

28  C  36  A
22  D  32  B

T(-4, -2), J(0, 5), D(1, -1), S(-1, 3) :إذا علمت أن  11(   

 ،ø أم !TJD # !SEK فحدد ما إذا كان . E(3, 10), K(4, 4)

ووضح إجابتك. 
حدد الe[رية أو المسلöمة التي يمbن استعمالfا لإث�ات أë كل ÛوÕ من 

الم�ل�ات متطاب�. واكتب " Pير ممbن " ÙÎا تع}ر Îث�ات التطاب�.
  13(    12(  

 15(   14(  

أوجد قياÜ كلٍّ من الزاويتين الآتيتين:

24°

4

2

3

1

66°
  ∠1  16(  

 ∠2  17(  

برها¤ إذا كان ABC! متطابق الضلعين وقائم الزاوية، وكانت   18(  

 CM فاكتب برهانًا إحداثيًّا لإثبات أن .AB نقطة منتصف وتره M
 .ABعمودية على

3

1

2

125°
62°

32°

الف�صل 3 اختدار الف|ضل 73
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الأ�صئلة ذات الإجابات الق�صيرة
م حلًّ لها متضمناً الطريقة والتبريرات والتفسيرات التي استعملتها. الأسئلة ذات الإجابات القصيرة تتطلب منك أن تقدِّ

وفي العادة يتم تصحيح هذه الأسئلة، وتحدد درجاتها باستعمال سللم التقدير. 
وهذا مثال على تصحيح هذا النوع من الأسئلة.

�صلالم التقدير

الدرجةالمعايير

2 الإجابة �ضحيحة مدعّمة بتف�ضيرات كاملة تو�ضح كل خطوة.درجة كاملة

• الإجابة �ضحيحة، لكن التف�ضيرات لي�ضت كاملة.درجة جزئية
• الإجابة غير �ضحيحة، لكن التف�ضيرات �ضحيحة.

1
1

0لم يُقدّم اأي اإجابة، اأو اأن الإجابة لي�س لها معنى.ل ي�ضتحق درجة

ا�صتراتيجيات حل الأ�صئلة ذات الإجابات الق�صيرةا�صتراتيجيات حل الأ�صئلة ذات الإجابات الق�صيرة

1 الخطوة 

اقرأ السؤال جيدًا؛ كي تفهم الشيء الذي تحاول حله.
• حدد الحقائق ذات العلقة.

• ابحث عن الكلمات المفتاحية والمصطلحات الرياضية.

2 الخطوة 

ضع خطة وحل المسألة.
• فسّر تبريرك، أو اعرض الطريقة التي ستتبعها لحل المسألة.

• اكتب الحل كاملً مبيناً الخطوات جميعها.
• تحقق من إجابتك إذا سمح الوقت بذلك.

مثال

اقرأ السؤال الآتي، وحدد المطلوب. ثم استعمل المعلومات الواردة في السؤال لحله. واكتب خطوات الحل.

B C

A

4(x - 2)

2x + 4 3x - 1

   ؟ 
___

 BC   متطابق الضلعين الذي قاعدته ABC ما محيط المثلث

الإعداد للاختبارات الف�صل

3
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___   ، والمطلوب أن تجد محيط هذا المثلث.
 BC   متطابق الضلعين قاعدته !ABC اقرأ السؤال بعناية. تَعْلَم من السؤال أن

ضع خطة وحل السؤال.

ضلعا المثلث المتطابق الضلعين متطابقان.
. x والآن حل المعادلة لتجد قيمة . AB = AC أو    ___

 AB   "    
___

 AC   لذا
AB = AC  

2 x + 4 = 3 x -1  
2 x - 3 x = -1 - 4  

-x = -5  
x = 5  

ثم أوجد طول كل ضلع من أضلع المثلث.
  2(5) + 4 = 14 :    ___

 AB  
  3(5) - 1 = 14 :    ___

 AC 

  4(5 - 2) = 12 :    ___
 BC  

وبما أن 40 = 12 + 14 + 14 ، إذن محيط ABC! يساوي 40 وحدةً.

خطوات الحل والحسابات والتبريرات واضحة. وتوصل الطالب إلى الإجابة الصحيحة؛ إذن تستحق هذه الإجابة درجتين.

تمارين وم�صائل

اقرأ كل سؤال فيما يأتي، وحدد المطلوب، ثم استعمل المعلومات 
الواردة في السؤال. واكتب خطوات الحل:

صنفّ DEF! بحسب زواياه.   1(  

D F

E

(4 x + 7)°

(2 x + 11)°

(7x - 3)°

اكتب معادلة المستقيم المار بالنقطتين: (2- ,0) , (4 ,2) .   2(  

يحتاج مزارع إلى إنشاء حظيرة مستطيلة الشكل لأغنامه، مساحتها   3(  

 m   2  1000، ويريد أن يوفر المال عن طريق شراء أقل كمية ممكنة 

من السياج. إذا كانت أبعاد الحظيرة أعدادًا صحيحة، فأوجد بُعدَي 
القطعة التي تتطلب أقل كميةٍ من السياج. 

في الشكل أدناه، RST " !VUT! . ما مساحة RST!؟   4(  

R

S T U

V

11x - 2 8x + 4

15x

الإعداد للاختبارات
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اأ�صئلة الختيار من متعدد

اختر رمز الإجابة الصحيحة فيما يأتي:

يصنف المثلث المرسوم أدناه بحسب أضلعه بأنه:   1(  

40 m

24 m

32 m

قائم الزاوية  C متطابق الأضلع   A  

مختلف الأضلع  D متطابق الضلعين    B  

WX " JK, YX " IK, ∠X "∠K :في المثلثين أدناه إذا كان  2(  

X

Y

W

I

K

J

فأيُّ العبارات الآتية تعبِّر عن تطابق هذين المثلثين؟    

!WXY " !KIJ  A  

!WXY " !IKJ  B  

!WXY " !JKI  C  

!WXY " !IJK  D  

ما قياس الزاوية R في الشكل أدناه؟   3(  

125°

T S

R

68°

57°  A  

59°  B  

65°  C  

68°  D  

افترض أن قياس إحدى زاويتَي القاعدة في مثلث متطابق الضلعين   4(  

يساوي °44، فما قياس زاوية رأس المثلث؟ 
108°  A  

92°  B  

 56°  C  

44°  D  

أوجد m∠1؟   5(  

70˚

47˚

32˚

1

85°  A  

63°  B  

 47°  C  

32°  D  

الف�صل
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اأ�صئلة ذات اإجابات ق�صيرة

هل تحتاج اإلى م�صاعدة اإ�صافية؟

1234567891011اإذا لم ت�صتطع الإجابة عن ...

7-33-43-63-53-33-23-63-23-33-13-3فعد اإلى الدر�س...

أجب عن كلٍّ مما يأتي:
)6  إذا كان NDG " !LGD! في الشكل أدناه، فما قيمة x؟   

D

G L

N

x°
36°

JT ⊥ AP   , ∠1 " ∠2   في الشكل أدناه  7(  

A PT

J

1 2

د نظرية التطابق التي تبيِّن أن PTJ # "ATJ" باستعمال  حدِّ   

المعطيات الواردة في السؤال فقط، ووضح إجابتك. 

أوجد m∠TUV في الشكل أدناه.   8(  

T

V

U

74°

أثبت الجملة "يتطابق مثلثان إذا تطابق ضلعان وزاوية غير   9(  

محصورة بينهما من المثلث الأول مع نظائرها من المثلث الثاني" 
، أو ارسم شكلً يبيِّن عدم  إذا كانت صحيحة بكتابة برهان حرٍّ

تهِا.  صحَّ
إذا علمت أن EFG " !DCB!، فاكتب الزوايا والأضلع   10(  

المتناظرة في المثلثين. 

اأ�صئلة ذات اإجابات مطولة

أجب عن الأسئلة a-d؛ لتحصل على برهان إحداثيٍّ للعبارة الآتية:   11(  

المثلث الذي رؤوسه A(0, 0), B(2a, b), C (4 a, 0)  هو مثلث    

متطابق الضلعين.

 .ٍّ عينِّ الرؤوس على ورقة رسمٍ بياني  (a  

 .AB استعمل قانون المسافة لكتابة عبارة تمثّل  (b  

 .BC استعمل قانون المسافة لكتابة عبارة تمثّل  (c  

ن  لت إليها في الفرعين b , c ؛ لتدوِّ استعمل النتائج التي توصَّ  (d  
 ."ABC اسستنتاجك عن 
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