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وبعد: اأجمع و�شحب لا وعل محمد نبينا عل وال�شلام وال�شلاة  امد

تعد مادة الرياشيات م المواد الدرا�شية الاأ�شا�شية الت تهي للطالب ر�س اكت�شا م�شتويات 
 وي�شاعده عل التفكير وحل الم�شكلات عل درت تنمية ل مما يتي الكفايات التعليمية ليا م ع

الحياة وتلبية متطلباتها التعامل مع موا

 بتنمية الموارد الب�شرية ال�شريفي حكومة خادم الحرمي تولي الاهتمام ال منطل وم
 المناه تطوير  نحو  التعليم  وزارة   توج كان   ال�شاملة التنمية   تحقي   دورها  باأهمية  ا  وعي
ا للارتقا بمرجات  شعي� يةالمرحلة الابتدا ا م بد شياتالريا مقدمتها مناه الدرا�شية و

الدول المتقدمة  رانهماأ م�شا والو�شول بهم اإل الطلا التعليم لد

 والت�شوي يها عنا�شر ال رتتوا ه الكتب باأنها تتناول المادة باأ�شاليب حديثةه وتتمي
واأن�شطة  تدريبات   م  تقدم ما  خلال   م  معها ويتفاعل  تعلمها   عل يقبل  الطالب  تعل   الت

:يما ياأت تتمثل شيات وتعلمهاتعليم الريا  جوانب مهمة ه الكتب علكد هكما تو متنوعة

·والم�شكلات الحياتية الموا شيات وبيالريا محتو بي يالو التراب

·ةابة م�شوب�شورة ج س المحتوعر طرا تنو

·عمليات التعليم والتعلم  اإبراز دور المتعلم

الاهتمام بالمهارات الرياشية والت تعمل عل تراب المحتو الرياش وتعل من كلاًّ ·
جمع  ومهارات   شالريا الح�س  ومهارات   شالريا التوا�شل  مهارات  بينها:   وم   متكاملا

 ومهارات التفكير العليا البيانات وتنظيمها وتف�شيرها

·  المتلفة   ياتا�شتراتي  وتوظي  الم�شكلات حل   اأ�شلو خطوات   بتنفي الاهتمام 
شية والحياتية وحلهاالم�شكلات الريا  كيفية التفكير

·تلفةشية المالريا الموا  التقنية الاهتمام بتوظي

·بما يتنا�شب مع الفروق الفردية بينهم تقويم الطلا  اأ�شاليب متنوعة الاهتمام بتوظي

للمعلم تور شو� والكتب المناه هه اإن الالم ها  العالمية التطورات ولمواكبة
الطلا بي الفردية الفروق تراع الت المتنوعة التعليمية المواد م متكاملة مموعة
الحديثة التقنيات توظي ر�شة للطالب تور الت التعليمية والمواع البرميات اإل بالاإشاة

والتعلم التعليم عملية  دوره يوكد مما الممار�شة عل المبن والتوا�شل

متطلباتهم وتلب اهتمامهم عل ت�شتحو اأن لناأمل الطلا لاأعانا الكتب هه م qنقد اإ ونح
دةاو متعة اأكثر المادة لهه تعلمهم وتعل

يالتو ول وا
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تحليل الدوال
Analyzing Functions

:ي ما �شب:ي ما �شب
 É¡JÓ«ãªJh ∫GhódG oâ°SQO

.á«fÉ«ÑdG

 É¡°üFÉ°üNh ∫GhódG ±ô©JCG ■

.á«fÉ«ÑdG É¡JÓ«ãªJh
,á°ù«FôdG ∫GhódG ±ô©JCG ■

 á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdGh
.É¡«∏Y

 §°Sƒàe :øe vÓc óLCG ■

 Ö«côJ ,ádGO ô«¨J ∫ó©e
.á«°ùµ©dG ádGódG ,∫GhódG

 oπª©à°ùoJ اإدارة اأعمال:
 ∫ÉªYC’G ºdÉY »a t∫GhódG

, áØ∏µàdG π«∏ëàd IQÉéàdGh
 ÜÉ°ùMh , äÉ©«ÑªdÉH Dƒ tÑæàdGh
  ,∞«dÉµàdG ™ tbƒJh , ìÉHQC’G

 Iƒ≤dG »a ¢VÉØîf’G ôjó≤Jh
.ïdEG ... á«FGô°ûdG

 áªFÉb ¿ qƒc راة �شابقة:
 øY É¡aô©J »àdG AÉ«°TC’ÉH

 ¬ª∏©àà°S ÉªH CÉÑæJ ºK ،∫GhódG
.π°üØdG Gòg »a



التهية للف�شل 1

 ø e ó cCÉ à ∏ d ¿Ó j ó H ∑É æ g ت�شي�س الا�شتعداد
. á jQhô ° † dG á ≤HÉ° ù dG äÉÑ∏£ à ª dG

1�NhH
:»JB’G ™jô°ùdG QÉÑàN’G á∏Ä°SCG øY ÖLCG

�N}5hl2

2�NhH
www.obeikaneducation.com ™bƒªdG ≈∏Y á«aÉ°VEG áÄ«¡J á∏Ä°SCG
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التهية للف�شل 1

مراجعة المفردات

 :(quadratic formula) القانون العام

:á¨«°üdÉH ax2 + bx + c = 0 á«©«HôàdG ádOÉ©ªdG ∫ƒ∏M ≈£©J

a ≠ 0 å«M , x =   -b ±   √""""  b2 -4 a c
  __

2a

:(slope) الميل
(x2, y 2 ) h (x1, y 1)ø«à£≤ædG …ƒëj º«≤à°ùªd m π«ªdG »£©j

.x2 ≠ x1 å«M ,                    :á¨«°üdÉH

:(polynomial in one variable) كثيرة الحدود بمتير واحد
:IQƒ°üdG ≈∏Y ájôÑL IQÉÑY »g

, a n x n +  a n – 1   x n - 1 +…+  a 2   x 2 +  a 1 x +  a 0

,  a n ≠ 0 ,á«≤«≤M OGóYCG   a n  ,  a n – 1  , … , a  2  ,  a 1  ,  a  0   å«M
.»∏c OóY n

:(rational function) الدالة الن�شبية

,OhóM ÉJô«ãc a(x), b(x) å«M ,f (x) =   a(x)_
b(x)

 IQƒ°üdG ≈∏Y ádGO »g
b(x) ≠ 0 h

:(nth root) ر النونال

 .Oó©∏d »fƒædG QòédG OÉéjEG »g (n) Iƒ≤d OóY ™aôd á«°ùµ©dG á«∏ª©dG

.»fƒædG QòédG ≈dEG n√""111  õeôdG ô«°ûjh

  m  =
y2– y 1
x2– x 1

 øY ÖLCG ,á≤HÉ°ùdG äÉÑ∏£àªdG øe ócCÉà∏d ت�شي�س الا�شتعداد:

:»JB’G ™jô°ùdG QÉÑàN’G á∏Ä°SCG

�N}5hl2

مثّل كلًّاًّ من المتباينات الآتية على خط الأعداد:
x ≤ -2 2( x > -3 1(

x > 1 4( x ≤ -5 3(

-4 < x 6( 7 ≥ x 5(

:y حل كلًّاًّ من المعادلات الآتية بالنسبة إلى
y + 4x = -5 8( y - 3x = 2 7(

y2 + 5 = -3x 10( 2x - y2 = 7 9(

y3 - 9 = 11x 12( 9 + y3 = -x 11(

12D لحساب العدد  = n يستعملُ صانع حلوى المعادلة :حلو 13(
n و الكلي المبيع من قطع الحلوى؛ حيث D عدد عبوات الحلوى،

العدد الكلي من قطع الحلوى التي تم بيعها. كم عبوة من الحلوى 
تم بيعها إذا كان عدد القطع المبيعة 312 قطعة؟

أوجد قيمة كل من العبارات الآتية عند القيمة المعطاة للمتغير بجانبها:
2b + 7, b = -3 15( 3y - 4, y = 2 14(

5z - 2z2 + 1, z = 5x 17( x2 + 2x - 3, x = -4a 16(

2 + 3p2, p = -5 + 2n 19( -4c2 + 7, c = 7a2 18(

C للتحويل  =   5_
9

 (F تُستعملُ المعادلة (32 - درجات حرارة: 20(
حيث تمثّل  بين درجات الحرارة بالقياس الفهرنهايتي والسيليزي؛
كانت  فإذا  الفهرنهايتية، الدرجات   F و  السيليزية، الدرجات   C
فأوجد درجة الحرارة السيليزية المقابلة لها  ، 73°F درجة الحرارة

مقربة إلى أقرب جزء من عشرة.
n√## 81  

QòédG õeQ

QòédG âëJ Ée

π«dódG

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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 الدوال
Functions

فقيمة فاتورة تتضمن الكثير من الأحداث في حياتنا كميتين مرتبطتين معًا؛
لذا يمكنك تخفيض قيمة الكهرباء مثلًا تعتمد على كمية الاستهلاك؛

فاتورة منزلكم والابتعاد عن الإسراف المنهي عنه بترشيد الاستهلاك.
تستعملُ الأعداد الحقيقية لوصف كميات مثل  و�ش مموعات جية م مموعة الاأعداد الحقيقية:

وتحتوي مجموعة الأعداد الحقيقية R على المجموعات الجزئية الآتية: والزمن والمسافة، النقود،

Rk U��»3=

W

Q

Z

N
I

موعةالرماأمثلةالم

Iá«Ñ°ùædG ô«Z OGóYC’Gπ , √"3   = 1.73205…

Qá«Ñ°ùædG OGóYC’G0.125, − 7 _ 8   ,   2_3 =
0.666…

Záë«ë°üdG OGóYC’G−5, 17, −23, 8

Wá«∏µdG OGóYC’G0, 1, 2, 3…

Ná«©«Ñ£dG OGóYC’G1, 2, 3, 4…

الصفة المميزة للمجموعة؛ يمكنك وصف هذه المجموعات ومجموعات جزئية أخرى من الأعداد الحقيقية باستعمال
 ,å«M “ | ” õeôdG CGô≤jh .إذ تستعملُ الصفة المميزة للمجموعة خصائص الأعداد ضمن المجموعة لتعريفها

. »a ô°üæY hCG ≈dEG »ªàæj “∈ ” õeôdGh

{x | −3 ≤ x ≤ 16, x ∈ Z}

 áYƒªée ≈dEG »ªàæj x
.IÉ£©ªdG OGóYC’G

 √òg É¡d x
…¢üFÉ°üîdG

…å«M x OGóYC’G
     

اكتب كلًّاًّ من مجموعات الأعداد الآتية باستعمال الصفة المميزة للمجموعة:
{8, 9, 10, 11, …} )a

تتكون المجموعة من كل الأعداد الكلية الأكبر من أو تساوي 8.
, 8 …hÉ°ùJ hCG øe ôÑcCG x å«M , x OGóYC’G áYƒªée CGô≤Jh   {x | x ≥ 8, x ∈ W}

.á«∏µdG OGóYC’G áYƒªée ≈dEG »ªàæJ x nh
x < 7 )b

تتكون المجموعة من كل الأعداد الحقيقية التي تقل عن 7.
{x | x < 7, x ∈ R}

-2 < x < 7 )c
تتكون المجموعة من كل الأعداد الحقيقية التي تزيد على 2- وتقل عن 7.

{x | -2 < x <7, x ∈ R}

هم م تحقهم م تحق
-1 ≤ x ≤ 5 (1C x ≤ −3 )1B {1, 2, 3, 4, 5, ….} )1A

 OGóYC’G äÉYƒªée oâ°SQO
  (á≤HÉ°S IQÉ¡e) .ÉgRƒeQh

 á«FõL äÉYƒªée o∞°UCG ■

 OGóYC’G áYƒªée øe
.á«≤«≤ëdG

 Ö°ùMCGh ,∫GhódG ±ô©JCG ■

.É¡J’Éée óLCGh ,É¡ª«b

áYƒªéª∏d Iõ«ªªdG áØ°üdG
set-builder notation

IôàØdG õeQ
interval notation

ádGódG
function

ádGódG õeQ
function notation

 π≤à°ùªdG ô«¨àªdG
independent variable

™HÉàdG ô«¨àªdG
dependent variable

∞jô©àdG IOó©àªdG ádGódG
piecewise-defined function

 الدوال
Functions

¬¡¨¥�الاأعداد الحقيقية

1oDDةا�شتعمال ال�شفة الممي

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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” [ “   أو   ” ] “ فيُستعمل الرمزان تُستعملُ رموز الفترات لوصف المجموعات الجزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية،
للدلالة على عدم انتماء طرف الفترة إليها.  ” ( “   أو   ” ) “ بينما يُستعملُ الرمزان للدلالة على انتماء طرف الفترة إليها،

فيُستعملان للدلالة على أن الفترة غير محدودة. “∞” ”∞-“ أو أما الرمزان
ترات ير محدودةترات محدودة

رم الفترةالمتباينةرم الفترةالمتباينة
a ≤ x ≤ b[a, b]x ≥ a[a, ∞)

a < x < b(a, b)x ≤ a(−∞, a]

a ≤ x < b[a, b)x > a(a, ∞)

a < x ≤ b(a, b]x < a(−∞, a)

−∞ < x < ∞(−∞, ∞)

اكتب كلًّاًّ من المجموعات الآتية باستعمال رمز الفترة:
(−8, 16] −8 < x ≤ 16 )a

(−∞, 11) x < 11 )b

  (−∞, −16] ∪ (5, ∞)  x x أو 5 < ≤ −16 )c

هم م تحقهم م تحق

x < x أو 2− > 9 (2C a ≥ −3 )2B −4 ≤ y < −1 )2A

)المدخلات( مع عناصر من مجموعة A ر أن العلاقة هي قاعدة تربط عناصر مجموعة مثل  تذكَّ تميي الدالة:
وهناك أربع  وأما المجموعة B فتتضمن عناصر المدى جميعها، حيث تُسمى A مجال العلاقة، مثل B )المخرجات(،

طرق لتمثيل العلاقة بين مجموعتين من الأعداد الحقيقية هي:
جملة تصف كيفية ارتباط عناصر المجال  ا: لفظيًّ )1

بعناصر المدى.
يرتبط كل عنصر من المجال بالعنصر الذي  مثلًا:

يزيد عليه قيمةً بمقدار 2 من المدى.
جدول من القيم أو مخطط سهمي أو  ا: ّعددي )2

مجموعة من الأزواج المرتبة تربط عنصرًا من 
.)y ( بعنصر من المدى )قيمةx المجال )قيمة

مثلًا:{(5 ,3) ,(4 ,2) ,(3 ,1) ,(2 ,0)} 

تحديد نقاط في المستوى  ا: بيانيًّ )3
الإحداثي تمثّل الأزواج المرتبة.

x , y معادلة جبرية تربط بين الإحداثيين ا: جبريًّ )4
y = x + 2 لكل زوج من الأزواج المرتبة. مثلًا:

أما الدالة فهي حالة خاصة من العلاقة.

A áYƒªéªdG øe x ô°üæY πc §HôJ ábÓY »g B áYƒªée ≈dEG A áYƒªée øe f ádGódG :التعبير اللفظ
.B áYƒªéªdG øe y §≤a óMGh ô°üæ©H

B áYƒªéªdG ≈dEG A áYƒªéªdG øe ábÓ©dG مثال:
. kádGO π uãªJ QhÉéªdG §£îªdG »a á∏ sãªªdG

.ádGódG ∫Éée A áYƒªéªdG π qãªJ å«M
.{1, 2, 3, 4} = ∫ÉéªdG

.ádGódG ióe B áYƒªéªdG øª°†àJh
.{6, 8, 9} = ióªdG

:N}H-%}F
ير محدودة:

 IOhóëe ô«Z IôàØdG ≈ª°ùJ
 hCG OGOõJ É¡ª«b âfÉc GPEG

 ¿hO) OhóM ¿hO ¢ü≤æJ
. (∞ tbƒJ

2oDDالفترة ا�شتعمال رم

k5�H385)

 :∩  ∪ انالرم
,(OÉëJG) “∪” õeôdG CGô≤ oj

 ô°UÉæ©dG ™«ªL :»æ©jh
 Óc ≈dEG á«ªàæªdG

.ø«àYƒªéªdG
,(™WÉ≤J) “∩” õeôdG CGô≤ oj

 ô°UÉæ©dG ™«ªL :»æ©jh
.ø«àYƒªéªdG ø«H ácôà°ûªdG

k5�H385)

:ال والمدالم
,»°SÉ°SC’G Ωƒ¡ØªdG Gòg »a
D õeôdG πª©à°ùj ¿CG øµªj

 õeôdGh ,∫ÉéªdG øY ô«Ñ©à∏d
:¿CG …CG ,ióªdG øY ô«Ñ©à∏d R

D = {1, 2, 3, 4}
R = {6, 8, 9 }

¬¡¨¥�الدالة

1
2
3
4

6
7
8
9

Ak=¨r½ Bk=¨r½



∫GhódG π«∏ëJ 1 الف�شل 12

كما يمكن تعريف الدالة على أنها مجموعة من الأزواج المرتبة التي لا يتساوى فيها الإحداثي x لزوجين مختلفين،
وهندسيًّا لا يمكن لنقطتين من نقاط الدالة أن تقعا على مستقيم رأسي واحد في المستوى الإحداثي .

 iƒà°ùªdG »a •É≤ædG øe áYƒªée oπ uã nªoJ  :التعبير اللفظ
 §``N  …CG  ™``£≤j  º``d  GPEG  á``dGO  »``KGóME’G
 ø``e  ô``ãcCG  »``a  »``fÉ«ÑdG  É``¡∏«ãªJ  »``°SCGQ

.á£≤f

:النمو

حدّد ما إذا كانت y تمثِّل دالةً في x أم لا: في كل علًّاقة مما يأتي،
وقيم y درجته في اختبار الفيزياء. تمثّل قيم x رقم الطالب، )a

إذ لا يمكن للطالب الحصول على درجتين مختلفتين في اختبار واحد؛ ترتبط كل قيمة لـ x بقيمة واحدة لـ y ؛
. x تمثل دالةً في y لذا فإن

)c )b

x

y

O

4

−4

−8

8

8−4−8 4

x y
-8 -5

-5 -4

0 -3

3 -2

6 -3

x يقطع التمثيل  بما أنه يوجد خط رأسي مثل: 4 =
. x لا تمثّل دالةً في y ّفإن ، البياني في أكثر من نقطة

ترتبط كل قيمة لـ x بقيمة واحدة لـ y ، وعليه 
. x تمثل دالةً في y فإن

y2 − 2x = 5 )d

.y ِحلّ المعادلة بالنسبة لـ ، x تمثّل دالةً في y كي تحدّد ما إذا كانت
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG y2 − 2x = 5   

ø«aô£dG Óµd 2 x ∞°VCG y2 = 5 + 2x   

ø«aô£dG Óµd »©«HôàdG QòédG òN y = ± √"""5 + 2x

، y ِالأكبر من 2.5- ترتبط بقيمتين لـ x لأن كل قيمة من قيم لا تمثّل دالةً في x ؛ y
والأخرى سالبة. ، إحداها موجبة

هم م تحقهم م تحق

أما قيم y فتمثّل المبلغ المستحق مقابل الاستهلاك. تمثّل قيم x كمية الاستهلاك الشهري لأسرة من الكهرباء، )3A

3y + 6x = 18 )3D )3C )3By

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

  

x y
-6 -7

2 3

5 8

5 9

9 22

k5�H385)

ا: جدوليًّ
 π«ãªàdG »°SCGôdG §îdG ™£b GPEG

,á£≤f øe ôãcCG »a »fÉ«ÑdG
 ôãcCÉH §ÑJôJ x º«b ióMEG ¿EÉa

 Éªc , y º«b øe áª«b øe
:√ÉfOCG ∫hóédG í°Vƒj
x y

-2 -4

3 -1

3 4

5 6

7 9

¬¡¨¥�الراأ�ش اختبار ال

y

xO

3oDDتمثّل دوال ات التتحديد العلا

k5�H385)

:y يم يها دوال تتكرر
 øe ôãcCG §ÑJôJ ¿CG øµªj ’
x ` pd IóMGh áª«≤H y ` pd áª«b
 ¿CG øµªj Éªæ«H ,ádGódG »a

 ôãcCÉH y ` pd IóMGh áª«b §ÑJôJ
 ∫ÉãªdG »a Éªc x `d áª«b øe

. 3b
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، x التي ترتبط بقيمة y تمثّل قيمة f (x) وبما أن . x عند f ويعني قيمة الدالة ) x الـ  f  ( ويُقرأ رمزًا للدالة ، f (x) يُستعملُ
. y = f (x) :فإننا نكتب

الدالة المرتبطة بالمعادلة المعادلة
f (x) = −6x y = −6x

. ويمثل المتغير y قيم المدى ويسمى متغيّرًا تابعًا. يمثّل المتغير x قيم المجال ويسمى متغيّرًا مستقلًّاًّ

فأوجد قيمة الدالة في كلٍّ مما يأتي: ، f (x) =  x2 + 8x إذا كان 24 –
f (6) )a

. f (x) =  x2 + 8x عوّض 6 مكان x في الدالة 24 − ، f (6) لإيجاد
á«∏°UC’G ádGódG f (x) =  x 2 + 8x − 24 

x ¿Éµe 6 ¢V uƒY f (6) = (6 ) 2 + 8(6) − 24 

§ u°ùH = 36 + 48 − 24 

§ u°ùH = 60 

f (−4x) )b

á«∏°UC’G ádGódG   f (x) = x 2 + 8x − 24 

x ¿Éµe −4x ¢V uƒY f (-4x) = (-4x ) 2 + 8(-4x) − 24 

§ u°ùH   = 16  x 2 − 32 x − 24 

f (5c + 4) )c

á«∏°UC’G ádGódG f (x) =  x 2 + 8x − 24 

x ¿Éµe (5c + 4) ¢VuƒY f (5c + 4) = (5c + 4 ) 2 + 8(5c + 4) − 24 

8(5c + 4) h (5c + 4 ) 2 ¢SGƒbC’G ∂a = 25 c2 + 40c + 16 + 40c + 32 − 24 

§ u°ùH = 25 c2 + 80c + 24 
هم م تحقهم م تحق

فأوجد قيمة الدالة في كلٍّ مما يأتي: ،f (x) =   2x + 3_
x2 − 2x + 1

إذا كانت 
f (−3a + 8) (4C f (6x( (4B f (12) (4A

مع استثناء القيم التي تجعل مقام الكسر صفرًا أو تجعل  إذا لم يذكر مجال الدالة فإنه يكون مجموعة الأعداد الحقيقية،
ما تحت الجذر عددًا سالبًا إذا كان دليل الجذر زوجيًّا.

د مجال كلٍّ من الدوال الآتية: حدِّ
f (x) = 2 + x_

x 2 - 7x
)a

فإن القيم المستثناة  ، x 2 - 7x وبحل المعادلة 0 = + 2   غير معرّفة إذا كان المقام صفرًا، x_
x2 - 7x

تكون العبارة
  x وعليه يكون مجال الدالة هو مجموعة الأعداد الحقيقية عدا  0 = ،x x و  7 = = 0 من المجال هي 

.D = (-∞, 0) ∪(0, 7) ∪(7, ∞)  أو  D = {x | x ≠ 0, x ≠ 7, x ∈ R} أي ، x و 7 =
g(t) = √###t - 5 )b

أي أن مجال الدالة g هو  t ؛ فيجب أن تكون  0 ≤ 5 - بما أن الجذر التربيعي للعدد السالب غير معرف،
.D = [5, ∞) أو D = {x | x ≥ 5, x ∈ R} مجموعة الأعداد الحقيقية الأكبر من أو تساوي 5 أي أن

4oDDيم الدالة اداإي

ليونارد اأويلر ( 1783 م – 1707 م )
 øe ôãcCG Öàc …ô°ùjƒ°S »°VÉjQ ºdÉY

 ∫hCG ƒgh , äÉ«°VÉjôdG »a åëH 800
. f (x) ádGódG õeQ πª©à°SG øe

k5�H385)
مال الدالة:

 ádGódG ∫Éée áHÉàc ∂æµªj
 á≤jô£dÉH 5a ∫ÉãªdG »a

:πµ°ûdÉH Iô°üàîªdG
D = R - {0, 7}

5oDDا تحديد مال الدالة جبريًّ

k5�H385)
ت�شمية الدوال:

 ádGódG øY ô«Ñ©àdG ∂æµªj
 π≤à°ùªdG Égô«¨àeh

 , kÓãªa iôNCG RƒeôH
f (x) =   √###x - 5  

g(t) =   √###t - 5   h
.É¡°ùØf ádGódG øY ¿GôÑ©j
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  h(x) = 1_
√###x2 - 9

)c

وهذا يعني أنها معرفة عندما وقيمته لا تساوي صفرًا، تكون هذه الدالة معرّفة إذا كان المقام معّرفًا،
h (x) ويكون مجال ، √"x2    = |x|لأن x2 وهذا يعني أن  x| > 3|؛ وعليه فإن 9 < ، x2 يكون  0 < 9 -

.D = (- ∞, -3) ∪ (3,  ∞)  أو  D = {x|x < أو 3- x > 3, x ∈ R}  هو
هم م تحقهم م تحق

g(x) =   8x_
√"""2x + 6  

(5C h(a) =   √"""a2 - 4  )5B f (x) =   5x - 2__
x2 + 7x + 12

)5A

وتُسمّى مثل هذه الدوال الدوالّ المتعددة التعريف. ، ف بعض الدوال بقاعدتين أو أكثر وعلى فترات مختلفة تُعرَّ

وأكبر طول لوالديه x بالبوصة معطاة بالدالة: بالبوصة، h(x) إذا كانت العلًّاقة بين أكبر معدل لطول الطفل طول:

h(x) =




 1.6x - 41.6  ,  63 < x < 66
 3x - 132   ,  66 ≤ x ≤ 68
 2x - 66 , x > 68

فأوجد أكبر معدل لطول الطفل في كلٍّ من الحالتين الآتيتين:
.á°UƒH 67 ¬jódGƒd ∫ƒW ôÑcCG )a

.h(67)  لإيجاد h(x) = 3 x فإننا نستعمل القاعدة 132 - بما أن 67 واقعة بين 66 و 68 ،
66 ≤ x ≤ 68 IôàØdG »a ádGódG ∞jô©J   h(x) = 3x - 132 

x ¿Éµe 67 ¢V uƒY h(67) = 3(67) - 132 

§ u°ùH   = 201 - 132 = 69

يكون أكبر معدل ممكن لطوله  بناءً على هذه الإجابة فإن الطفل الذي يبلغ أكبر طول لوالديه 67 بوصة،
69 بوصة.

.á°UƒH 72 ¬jódGƒd ∫ƒW ôÑcCG )b

. h(72) لايجاد h(x) = 2x فإننا نستعمل القاعدة 66 - بما أن 72 أكبر من  68،
x > 68 IôàØdG »a ádGódG ∞jô©J h(x) = 2 x - 66      

x ¿Éµe 72 ¢V uƒY h(72) = 2(72) - 66    

§ u°ùH        = 144 - 66 = 78

يكون أكبر معدل ممكن لطوله  فإن الطفل الذي يبلغ أكبر طول لوالديه 72 بوصة، بناءً على هذه الإجابة،
78 بوصة.

هم م تحقهم م تحق

t حيث الزمن إذا كانت سرعة مركبة v(t) بالميل لكل ساعة تُعطَى بالدالة المتعددة التعريف الآتية، �شرعة: )6
بالثواني:

v (t) =




 4t , 0 ≤ t ≤ 15
 60 , 15 < t < 240 
-6 t + 1500 , 240 ≤ t ≤ 250 فأوجد كلاًّ مما يأتي:

v(245) )6C v(15) )6B v(5) )6A

-»�FL£6o-»�FL£6oيم الدالة المتعددة التعري اداإي

k5�H385)

�شرعة ال�شيارة:
 IOÉY IQÉ«°ùdG áYô°S ¢SÉ≤J
 πµd ôàeƒ∏«µdÉH hCG π«ªdÉH

 πc ô«¨àJ ¿CG øµªjh ,áYÉ°S
 âÑãe πª©à°ùj ºd Ée á«fÉK

.áYô°ùdG
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اكتب كل مجموعة مما يأتي باستعمال الصفة المميزة للمجموعة،
(1, 2 ¿’ÉãªdG) وباستعمال رمز الفترة إن أمكن:

x < -13 2( x > 50 1(

{-3, -2, -1, …} 4( x ≤ -4 3(

x x أو 21 < < -19 6( -31 < x ≤ 64 5(

x x أو 86 < ≤ -45 8( x x أو 67 ≤ ≤ 61 7(

x ≥ 32 10( المضاعفات الموجبة للعدد 5 9(

( 3 ∫Éãe) y تمثل دالةً في x أم لا: حدد ما إذا كانت في كل علًّاقة مما يأتي،
والمتغير y يمثّل  المتغير المستقل x يمثِّل رقم الحساب في البنك، 11(

الرصيد في الحساب.
x 0.01 0.04 0.04 0.07 0.08 0.09

y 423 449 451 466 478 482

12(

x2 = y + 2 14( 1_
x = y 13(

x_
y = y - 6 16( √""48y = x 15(

y

xO

18( y

xO

17(

  

( 4 ∫Éãe) أوجد قيم كل دالة من الدوال الآتية:
g(x) = 2 x2 + 18x - 14 19(

g(9) )a

g(3x) )b

 g(1 + 5m) )c

h(y) = -3 y3 - 6y + 9 20(

h(4) )a

h(-2y) )b

h(5b + 3) )c

f(t) =   4t + 11_
3 t2 + 5t + 1

21(

f (-6) )a

f (4t) )b

f (3 - 2 a) )c

g(x) =   3 x3_
x2 + x - 4

22(

g(-2) )a

g(5x) )b

g(8 - 4b) )c

g(m) = 3 +   √"""m2 - 4  23(

g(-2) )a

g(3m) )b

g(4m - 2) )c

t(x) = 5  √""6 x2   24(

t(-4) )a

t(2x) )b

t(7 + n) )c

قُدرت مبيعات شركة مبيعات: 25(
للسيارات خلال خمس سنوات بالدالة:

حيث  ، f (t) = 24 t2 - 93t + 78
وكانت المبيعات  t الزمن بالسنوات،

الفعلية موضحة في الجدول المجاور.  
( 4 ∫Éãe)

. f (1)  أوجد )a

. f (5)  أوجد )b

أم في  c(  هل تعتقد أن القاعدة f (t)  أكثر دقة في السنة الأولى،
ر إجابتك. برِّ السنة الأخيرة؟

( 5 ∫Éãe) حدّد مجال كل دالة مما يأتي:
g(x) =   x + 1__

x2 - 3x - 40
27( f (x) =   8x + 12_

x2 + 5x + 4
26(

h(x) =   √"""6 -  x2   29( g(a) =   √"""1 +  a2   28(

f (x) =   2_x +   4_
x + 1

31( f (a) =   5a_
√"""4a − 1   

30(

يعطى زمن الدورة T لبندول ساعة :ياي 32(

حيث ! طول  ،T = 2π   √""!_
9.8

بالصيغة    
إذا كانت  دالة في !؟ T فهل تمثّل البندول،

وإذا لم تكن دالة فبيِّن  د مجالها، كذلك فحدِّ
 ( 5 ∫Éãe) السبب.

�*�½�1Lj5.

ال�شنة
المبيعات 
 بملايي
الريالات

11

23

314

474

5219

!�¡

T ,4H]E5
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( 6 ∫Éãe) أوجد  f (-5)  وَ f (12)  لكلٍّ من الدالتين الآتيتين:

       f (x) =  




-4x + 3 , x < 3
-x3        , 3 ≤ x ≤ 8
 3 x2 + 1 , x > 8

33(

f (x) =


/

/


-15           , x < -5

√"""x + 6   , -5 ≤ x ≤ 10

   2_x + 8 , x > 10

34(

الربح )بالريال( الذي تكسبه شركة  أدناه T (x) تمثل الدالة عمل: 35(
توزيع لأجهزة هاتف:

T(x) =  


/

/


2.1x          ,    0 < x ≤ 7000
500 + 2.4 ,    7000 < x ≤ 20000
800 + 3x ,    20000 < x ≤ 80000

فأوجد: عة، حيث x تمثّل عدد الأجهزة الموزَّ
. T(7000) , T(10000) , T(50000)

د ما إذا كان كل من التمثيلين الآتيين  حدِّ ، معتمدًا على اختبار الخط الرأسي
ر إجابتك. وبرِّ يمثّل دالة أم لا،

37( 36(y

O−8 −4 x84

−8

−4

4

8

  

y

xO

سباحة  تتكون مسابقة رياضية من ثلاث مراحل: رياشة: 38(
وجري مسافة  ، 5 mi وقيادة دراجة هوائية مسافة ، 0.4 mi مسافة
mi 2.6 . فإذا كان معدل سرعة عزام في كل مرحلة من المراحل 

الثلاث كما في الجدول أدناه:
معدل ال�شرعةالمرحلة

áMÉÑ°ùdG4 mi/ h
áLGQódG IOÉ«b20 mi/ h

…ôédG6 mi/ h

اكتب دالة متعددة التعريف تمثّل المسافة D التي قطعها عزام  )a
.t بدلالة الزمن

د مجال الدالة. حدِّ )b

.C يمثّل الشكل أدناه دائرة مساحتها A ومحيطها  هند�شة: 39(

A

C

اكتب المساحة كدالة في المحيط. )a

أوجد A(4), A(0.5) مقربًا إلى أقرب جزء من مئة. )b

ما تأثير زيادة المحيط في المساحة؟ )c

تتناقص قيمة أجهزة الحاسوب بعد شرائها مع مرور  ح�شابات: 40(
الزمن. وتُستعملُ الدوال الخطية لتمثيل هذا التناقص. فإذا كانت 

بعد t شهر من  v(t) = 1800 – 30 t تمثّل قيمة حاسوب بالريال،
د مجال هذه الدالة. شراءه. فحدِّ

h لكلٍّ مما يأتي:    f (a) , f (a  ، حيث 0 ≠ + h) ,   
f (a + h) - f (a)

  __
h

أوجد 
f (x) =   √"x 42( f (x) = -5 41(

f (x) =  x2 - 6x + 8 44( f (x) =   1_
x + 4

43(

f (x) =  x3 + 9 46( f (x) = −14x + 6 45(

f (x) =  x3 48( f (x) = 5 x2 47(

في أحد المعامل الوطنية يتم صنع أغلفة بريدية متفاوتة  �شناعة: 49(
بحيث تكون نسبة طول الغلاف إلى عرضه من 1.3 إلى  الأبعاد،

وأكبر قيمة  ، 5 in فإذا كانت أصغر قيمة لطول الأغلفة المنتجة ،2.5

فأجب عما يأتي: ، 111_
2  in

�:}H

¨�H

إذا كانت نسبة طول  اكتب مساحة الغلاف A كدالة في طوله ! ، )a
الغلاف إلى عرضه 1.8 ، ثم اكتب مجال الدالة.

إذا كانت نسبة  ، h كدالة في عرضه A اكتب مساحة الغلاف )b
ثم اكتب مجال الدالة. طول الغلاف إلى عرضه 2.1 ،

وأكبر نسبة بين  أوجد مساحة الغلاف عند أكبر طول ممكن له ، )c
طوله وعرضه.

ر  حدّد ما إذا كانت y تمثل دالة في x أم لا. برِّ في كلٍّ من العلًّاقتين الآتيتين،
إجابتك.

x =  y3 51( x = |y| 50(
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سوف تستقصي في هذه المسألة مدى  )52 تمثيلات متعددة:
.n0N           f (x) =  xn الدالة

  f (x) =  xn استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل الدالة ا: بيانيًّ )a
بيانيًّا لقيم n الصحيحة من 1 إلى 6.

،a تنبأ بمدى كل دالة من الدوال التي مثَّلتها في الفرع ا: جدوليًّ )b
والمدى المرتبط بكل منها. ، n واعرضه في جدول يتضمن قيم

خمّن مدى الدالة f (x) عندما يكون n زوجيًّا. ا: لفظيًّ )c

ا. خمّن مدى الدالة f (x) عندما يكون n فرديًّ ا: لفظيًّ )d

�HÕ��lH5¥�*�

أراد كلّ من عبد الله وسلمان تحديد مجال الدالة اكت�ش الطاأ: 53(

إن المجال هو _f (x) =   2 . فقال عبد الله:
x2 - 4

أن المجال هو (∞ ,2) ∪ (2- ,∞-). في حين قال سلمان:

برّر  x} . فأيهما كانت إجابته صحيحة؟ | x ≠ -2, x ≠ 2, x ∈ R}

إجابتك.
= f(x)  باستعمال كل  1__  

(x + 3)(x + 1)(x - 5)
اكتب مجال الدالة  54(

من رمز الفترة والصفة المميزة للمجموعة. أي الطريقتين تفضل؟
ولماذا؟

G(1) = 1 , G(2) = 2 , G(3) = 3 دالة فيها G(x) إذا كانت  : تحد 55(

.G(6) فأوجد ، x G(x لكل 3 ≤ + 1) =
G(x - 2) G(x - 1) + 1

  __
G(x)

و 
فة من المجموعة X إلى  أيُّ الجمل الآتية تصف الدالة المعرَّ تبرير:

فأعد كتابتها  وإذا كانت خاطئة، وأيها خاطئة، المجموعة Y بشكل صحيح،
لتصبح صحيحة.

. X بعنصر واحد من Y يرتبط كل عنصر من 56(

. Y بالعنصر نفسه من X لا يرتبط عنصران أو أكثر من 57(

. X بالعنصر نفسه من Y لا يرتبط عنصران أو أكثر من 58(

وضّح كيف يمكنك تحديد الدالة من خلًّال: اكتب:
جملة لفظية تبيّن العلاقة بين عناصر المجال وعناصر المدى. 59(

مجموعة أزواج مرتبة. 60(

جدول قيم. 61(

تمثيل بياني . 62(

معادلة. 63(

k}.k0}

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) بسّط كل عبارة مما يأتي:
 r  2 - 7r - 30  __  
 r  2 - 5r - 24

  65( 2r - 4_
r - 2  64(

1_
a   +   1_

4
  _

1_
a2

   -   1_
16

  
  67(

y_
4
   -   

4y_
3x

+   
3y_
4x

66(

6 x  2 - 11x + 4  __  
6 x2 + x - 2 

   · 12 x2 + 11x+2  __  
8 x2 + 14x + 3

  68(

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) حل كلًّاًّ من المعادلتين الآتيتين:

x -   1_
2
   =   3_

2
  70( 8_

x = 1 +   2_
x - 2

  69(

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) حل كلًّاًّ من المتباينتين الآتيتين:
6_
x + 2 ≥ 0 72( x + 1_

x - 3
   - 1 ≤ 2 71(

5hl2©�=iN5.

أي العبارات الآتية صحيحة دائمًا:
الدالة لا تمثل علاقة. A

كل دالة تمثل علاقة. B

كل علاقة تمثل دالة. C

العلاقة لا تكون دالة. D

أيٌّ مما يأتي يمثل مجال الدالة:
h (x) =   

√""" 2x - 3  _
x - 5

x ≠ 5 A

x ≥   3_2 B

x ≥   3_2  , x ≠ 5 C

x ≠   3_2 D

حيث ،

73(

74(
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تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاات
Analyzing Graphs of Functions and Relations

وينعكس ذلك  تُولي المملكة أهمية متزايدة للقطاع الصحي،
على الميزانية المخصصة له. فمثلًا يمكن تقدير مخصصات 
الصحة والهلال الأحمر )بمليارات الريالات( خلال الفترة 

1433 ( هـ بالدالة: - من ) 1440

f (x) = -0.0015 x4 + 0.0145 x3 + 0.3079 x2 -0.5654x + 14.07 , 1≤x≤8

. ويساعدك التمثيل البياني لهذه الدالة على فهم العلاقات بين المتغيرات في  حيث تمثل x رقم السنة منذ عام 1433هـ
هذا الموقف الحياتي.

التمثيل البياني للدالة f هو مجموعة  تحليل التمثيل البيان للدالة:
الأزواج المرتبة (x, f (x)) ، حيث x أحد عناصر مجال f . وبمعنى آخر فإن 

y. ومن ثم تكون القيمة  = f (x) هو منحنى المعادلة f التمثيل البياني للدالة
x المطلقة لقيمة الدالة مساويةً طول العمود الواصل من نقطة على المحور

كما هو موضح في الشكل المجاور. إلى منحنى الدالة،
يُستعملُ التمثيل البياني للدالة في كثير من الأحيان لتقدير قيم الدالة.

f استعمل التمثيل البياني المجاور للدالة م�ش�شات:
الواردة في فقرة "لماذا؟" للإجابة عما يأتي:

ثم تحقَّق  ، قدّر قيمة المخصصات سنة 1438 هـ )a
ا. من إجابتك جبريًّ

 ـ، السنة 1438 هـ هي السنة السادسة بعد 1432 ه
ريال، ر قيمة الدالة عند x = 6 بـِ 23 مليار لذا تُقدَّ

وعليه تكون المخصصات سنة 1438هـ هي 
23 مليار ريال تقريبًا.

  f (6) أوجد قيمة ا، ق من ذلك جبريًّ وللتحقُّ
بالتعويض في الدالة.

f (6) = -0٫0015(6 ) 4 + 0.0145(6 ) 3 +
0.3079(6 ) 2 - 0.5654(6) + 14.07 ≈ 22.95

لذا يُعدُّ التقريب 23 مليارًا باستعمال التمثيل البياني معقولًا.
ق من إجابتك جبريًّا. ثم تحقَّ قدّر السنة التي كانت فيها قيمة المخصصات 15 مليار ريال، )b

لذا تكون  يُبين التمثيل البياني أن قيمة الدالة تكون 15 مليارًا عندما تكون قيمة x قريبة من العدد 3 ،
. f (3) ا أوجد المخصصات 15 مليارًا في سنة 1435 هـ . وللتحقق جبريًّ

f(3) = -0.0015(3 ) 4 + 0.0145(3 ) 3 + 0.3079(3 ) 2 - 0.5654(3) + 14.07≈15.4149

لذا تعد السنة التقريبية 1435هـ معقولة.

ظد

وكيفية الدوال در�ش
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هم م تحقهم م تحق
v (d) = 0.002 d4  تقديرًا  - 0.11 d3 + 1.77 d2 - 8.6d + 31, 0 ≤ d ≤ 20 تمثل الدالة: ا�شتثمار: )1
حيث v(d) قيمة الاستثمارات بملايين الريالات في  لاستثمارات أحد رجال الأعمال في السوق المحلية؛

.d السنة
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i¡�z
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

5ol F5ol F

ا. استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة الاستثمارات في السنة العاشرة. ثم تحقّق من إجابتك جبريًّ )1A

استعمل التمثيل البياني لتحديد السنوات التي بلغت فيها قيمة الاستثمارات 30 مليون ريال. ثم تحقّق من  )1B
ا. إجابتك جبريًّ

إذ من الممكن استعماله لإيجاد مجال الدالة ومداها. حيث يُعدُّ  لا يقتصر استعمال منحنى الدالة على تقدير قيمها،
د بنقطة أو دائرة. ا من طرفيه إلا إذا حُدِّ منحنى الدالة ممتدًّ

. f  ومداها باستعمال التمثيل البياني المجاور أوجد مجال الدالة
المجال:

. x = تدل النقطة عند (10- ,8-) على أن المجال يبدأ عند 8- •

 . f ليست في مجال x = تدل الدائرة عند النقطة (4 ,4-) على أن 4- •

يدل السهم على الجهة اليمنى من المنحنى على استمرارية المنحنى من اليمين  •
)دون توقف(. دون حدود

مما سبق يكون مجال الدالة  f  هو (∞ ,4-) ∪ (4- ,8-] . وباستعمال الصفة المميزة للمجموعة يكون المجال 
. {x | x ≥-8, x ≠ -4, x 0 R} هو

المدى:
f  هو لذا فإن مدى الدالة ، x وتزداد قيم f (x)  بلا حدود عندما تزداد قيم f (-8)  أو 10- ، إن أقل قيمة للدالة هي

. [-10, ∞)

هم م تحقهم م تحق
)2B )2A

2oDDال والمداد الماإي

y

xO

−4

−8

−4−8

4

4 8

y = f (x)

k5�H385)
اختيار التدري المنا�شب:

 øe xπµd ÉkÑ°SÉæe É kéjQóJ ôàNG
 øe øµªà∏d x, y øjQƒëªdG

. ìƒ°VƒH ádGódG ≈æëæe ájDhQ
 π«ãªàdG ±ÓàNG ßM’

ádGó∏d ôgÉ¶dG
.√ÉfOCG f (x) =  x 4 - 20 x 3 

y

−4−8

8

4

−4

−8

4 8 x

y = g (x)

O

y

x
−4

−4

8

4

4 8O

y = g (x)
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ويمكن الحصول على  تسمى المقطع من ذلك المحور. y أو المحور x النقطة التي يتقاطع عندها المنحنى مع المحور
في معادلة الدالة.  x y  بالتعويض عن  0 = كما يمكن الحصول على المقطع في معادلة الدالة، y = 0 بتعويض x المقطع
وأما بالنسبة للمقطع واحد أو أكثر، x وقد يكون هناك مقطع ،x وبشكل عام فإنه ليس من الضروري أن يكون للدالة مقطع

فإن للدالة مقطع واحد على الأكثر. y

y

x

x4¡p´E�:�E.É.

O

y4¡p´��E

. f(0) فإننا نوجد ا، جبريًّ f لمنحنى الدالة y ولإيجاد المقطع

ثم أوجده جبريًّا: ،y لإيجاد قيمة تقريبية للمقطع استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين أدناه،
)b )ay

xO

g(x)= |x - 5| - 1

y

x

f (x)=   2x3 + 4__
3

O

:التمثيل البيان التقدير م
يقطع المحور g(x)يتضح من الشكل أن

y وعليه فإن المقطع ، (0, 4) عند النقطة y
هو 4 .

:التمثيل البيان التقدير م
y يقطع المحور f(x) يتضح من الشكل أن

وعليه فإن المقطع  ( 3_1  1 ,0) تقريبًا، عند النقطة
3_1  1 تقريبًا. y هو 

ا: الحل جبريًّ
.g(0)  أوجد قيمة

 g(0) = |0 - 5| - 1 =  4

أي أن المقطع y هو 4 .

ا: الحل جبريًّ
. f(0) أوجد قيمة

 f(0) =   -2(0 ) 3 + 4_
3 =    4_3 = 1   1_3

. 1   1_3 3_4 أو  أي أن المقطع y هو  
هم م تحقهم م تحق

)3B )3Ay

x

−4

−8

−4−8

8

4

4 8O

h(x) =   √x 2 + 6  

y

xO

−4

−2−4

8

12

4

2 4

f (x) = x3 + x2 - 6x + 4

وتُسمى حلول المعادلة المرافقة للدالة جذور المعادلة. ولإيجاد أصفار  تُسمى المقاطع x لمنحنى الدالة أصفار الدالة،
فإننا نحل المعادلة f (x)= 0  بالنسبة للمتغير المستقل. ، f دالة

3oDDy اد المقطعاإي

k5�H385)
  ت�شمية المحوري

:التمثيل البيان
 »a øjQƒëªdG »ª°ùoJ ÉeóæY

 ô«¨àªdG ¿EÉa ,»fÉ«ÑdG π«ãªàdG
 ¿ƒµj ∫ÉéªdG ≈∏Y ∫ój …òdG

 ô«¨àªdGh , x QƒëªdG ≈∏Y
 ¿ƒµj ióªdG ≈∏Y ∫ój …òdG

 ¿CG øµªjh . y QƒëªdG ≈∏Y
 πµd Iô«ãc äGô«¨àe πª©à°ùJ
 øµdh .ióªdGh ∫ÉéªdG øe

 QƒëªdG kIOÉY »ª°ùf π«¡°ùà∏d
. y »°SCGôdGh x »≤aC’G

k5�H385)
:x , y المحوري تدري
 ≈∏Y èjQóàdG ô¡¶j ºd GPEG

 π«ãªàdG »a x , y øjQƒëªdG
 ¿CG »æ©j ∂dòa ,»fÉ«ÑdG

.äGóMƒdÉH èjQóàdG
:3a ∫ÉãªdG ô¶fG

y

x2 3 41

1
2
3
4

-1-2-3-4 O
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f (x) = 2 x2 + x الذي يمثل الدالة 15 - استعمل التمثيل البياني المجاور،
ا. أوجد هذه الأصفار جبريًّ ثم لإيجاد قيم تقريبيّة لأصفارها،

:المنحن التقدير م
3- وَ 2.5 تقريبًا. هما x يتضح من التمثيل البياني أن مقطعي المحور

هما 3- وَ 2.5  f لذا فإن صفري الدالة
ا: الحل جبريًّ

f(x) = 0 ™°V   2x2 + x - 15 = 0
π u∏M   (2x - 5)(x + 3) = 0

…ôØ°üdG Üô°†dG á«°UÉN x 2x  أو  0 = 3 + - 5 = 0
 ádOÉ©e πc πM    x = xأو  3- = 2.5        

. f  2  هما 3- وَ 2.5 وهما صفرا الدالةx2 + x - 15 = 0 أي أن جذري المعادلة
هم م تحقهم م تحق

)4B )4Ay

x−2−4

8

4

−4

−8

42O

f (x) = 3x3- 10x2 + 8x

حيث يمكن طي الشكل على  ، التماثل حول مستقيم يوجد لتمثيلات العلاقات البيانية نوعان من التماثل: التمال:
و التماثل حول نقطة أي إذا تم تدوير الشكل بزاوية قياسها °180 حول النقطة  ، المستقيم لينطبق نصفا المنحنى تمامًا

فإنه لا يتغير. وفيما يأتي تلخيص لأهم أنواع التماثل:

اختبار التمثيل البيانالنموبرالاختبار ال

 kÓKÉªàe »fÉ«ÑdG ábÓ©dG π«ãªJ ¿ƒµj
 ≥≤ëJ GPEG  §≤ah GPEG , x QƒëªdG ∫ƒM

 (x, y) á£≤ædG âfÉc GPEG :»dÉàdG •ô°ûdG
 á£≤ædG ¿EÉa , »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ≈∏Y á©bGh

.É k°†jCG ¬«∏Y ™≤J (x, -y)

y

x

(x, y)

(x, -y)

O

y ¿Éµe -y¢†jƒ©J ¿Éc GPEG
. áÄaÉµe ádOÉ©e »£©j

 kÓKÉªàe »fÉ«ÑdG ábÓ©dG π«ãªJ ¿ƒµj
 ≥≤ëJ GPEG  §≤ah GPEG , y QƒëªdG ∫ƒM

(x, y) á£≤ædG âfÉc GPEG :»dÉàdG •ô°ûdG
á£≤ædG ¿EÉa , »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ≈∏Y á©bGh

.É k°†jCG ¬«∏Y ™≤J (-x, y)

y

x

(x, y)(-x, y)

O

x ¿Éµe -x ¢†jƒ©J ¿Éc GPEG
. áÄaÉµe ádOÉ©e »£©j

 kÓKÉªàe »fÉ«ÑdG ábÓ©dG π«ãªJ ¿ƒµj
 ≥≤ëJ GPEG §≤ah GPEG , π°UC’G á£≤f ∫ƒM
(x, y) á£≤ædG âfÉc GPEG :»dÉàdG •ô°ûdG

 á£≤ædG ¿EÉa , »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ≈∏Y á©bGh
.É k°†jCG ¬«∏Y ™≤J (-x, -y)

y

x

(x, y)

(-x, -y)

O

x ¿Éµe -x ¢†jƒ©J ¿Éc GPEG
 ádOÉ©e »£©j y ¿Éµe -y h

.áÄaÉµe

4oDDاد الاأ�شفاراإي

y

x

−4

−8

−12

−4−8 4 8O

f (x) = 2x2+ x- 15

y

xO

th( ) =   √4t + 1  

¬¡¨¥�لاختبارات التما k5�H385)
تمال العلاات والدوال:

x QƒëªdG ∫ƒM πKÉªàdG ¿ƒµj
 πKÉªàdG ÉeCG . §≤a äÉbÓ©∏d

 á£≤fh y QƒëªdG ∫ƒM
 äÉbÓ©∏d ¿ƒµ«a π°UC’G

.∫GhódGh
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استعمل التمثيل البياني لكل من المعادلتين الآتيتين لاختبار التماثل حول المحور x والمحور y ونقطة الأصل.
ا. ثم تحقَّق منها جبريًّ ا، ز إجابتك عدديًّ عزِّ

x - y2 = 1 )a

ا: التحليل بيانيًّ

لأنه لكل نقطة  يتضح من التمثيل البياني أن المنحنى متماثل حول المحور x ؛
فإن النقطة (x, -y) تقع أيضًا على المنحنى. (x, y) على المنحنى،

ا: التعي عدديًّ

: x يبين الجدول أدناه وجود تماثل حول المحور
x 2 2 5 5 10 10

y 1 -1 2 -2 3 -3

(x, y) (2, 1) (2, -1) (5, 2) (5, -2) (10, 3) (10, -3)

ا: التحق جبريًّ

. x فإن المنحنى متماثل حول المحور ،x -  y2 x تكافئ 1 = - (-y)  2 بما أن المعادلة 1 =
x y = 4 )b

ا: التحليل بيانيًّ

لأنه لكل نقطة  يتضح من التمثيل البياني أن المنحنى متماثل حول نقطة الأصل؛
فإن النقطة (x, -y-) تقع أيضًا على المنحنى. (x, y) على المنحنى،

ا: التعي عدديًّ   

يبين الجدول الآتي وجود تماثل حول نقطة الأصل:
x -8 -2 -0.5 0.5 2 8

y -0.5 -2 -8 8 2 0.5

(x, y) (-8, -0.5) (-2, -2) (-0.5, -8) (0.5, 8) (2, 2) (8, 0.5)

ا: التحق جبريًّ

فإن المنحنى متماثل حول نقطة الأصل. ،xy بما أن المعادلة 4 = (y-)(x-) تكافئ 4 =
هم م تحقهم م تحق

)5B )5A

5oDDلاختبار التما k5�H385)
التمال:

 π«ãªà∏d ¿ƒµj ¿CG øµªªdG øe
 ´ƒf øe ôãcCG óMGƒdG »fÉ«ÑdG

.πKÉªJ
y

x

−4

−8

8

4

4 8 12

x - y2 = 1

O

y

x

8

4

-4

-8

4-4-8 8O

xy = 4

y

x

−8

−4

−8 −4

8

4

4 8O

x2 + y2 = 25

y

x

−4

−4−8

−8

8

4

4 8O

y = -x2 + 6

⑳888 ⑳

·& &-

⑧⑤
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ولهذين النوعين من  يمكن أن تتماثل منحنيات الدوال حول المحور y فقط أو حول نقطة الأصل فقط؛
الدوال اسمان خاصان.

الاختبار البرنو الدالة

.á«LhõdG ∫GhódG y QƒëªdG ∫ƒM á∏KÉªàªdG ∫GhódG ≈ª°ùoJ. f (-x) = f (x) ¿EÉa , f ∫Éée »a x πµd

.ájOôØdG ∫GhódG π°UC’G á£≤f ∫ƒM á∏KÉªàªdG ∫GhódG ≈ª°ùoJ. f (-x) = -f (x) ¿EÉa , f ∫Éée »a x πµd

استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كل دالة مما يأتي بيانيًّا. ثمَّ حلّل منحناها لتحدّد إن كانت الدالة زوجية أم فردية
ا. أم غير ذلك. ثم تحقّق من إجابتك جبريًّ

f (x) = x3 - 2x )a

لذا فهي يتضح من التمثيل البياني أن الدالة متماثلة حول نقطة الأصل،
ا نجد: جبريًّ وللتحقق من ذلك دالة فردية،

x ¿Éµe -x ¢V uƒY f (-x) = (-x )3 - 2(-x)  

§ u°ùH = -x3 + 2x                      
™jRƒàdG á«°UÉN = -( x3 - 2x)                   

f (x) =  x3 - 2 x á«∏°UC’G ádGódG = -f (x)                         

. f (-x) = -f (x) لأن أي أن الدالة فردية؛
f (x) = x4 + 2 )b

لذا فهي ،y يتضح من التمثيل البياني أن الدالة متماثلة حول المحور
ا نجد: جبريًّ وللتحقق من ذلك دالة زوجية،

x ¿Éµe -x ¢V uƒY f (-x) = (-x ) 4 + 2 

§ u°ùH  =  x  4 + 2         
f(x) = x 4 + 2 á«∏°UC’G ádGódG   = f (x)             

.f (-x) = f (x) لأن أي أن الدالة زوجية؛
f (x) = x3 - 0.5 x2 - 3x )c

يتضح من التمثيل البياني أن الدالة ليست متماثلة حول المحور y وليست 
ا نجد: وللتحقق من ذلك جبريًّ متماثلة حول نقطة الأصل،

x ¿Éµe -x ¢V uƒY f (-x) = (-x ) 3 - 0.5(-x ) 2 - 3(-x)

§ u°ùH   = -x 3 - 0.5 x 2 + 3x                    
، -f (x) = -x3 + 0.5  x2 + 3x وبما أن

≠ f (-x)؛ -f (x)  وكذلك ، f (-x) ≠ f (x) فإن
لذا فالدالة ليست زوجية وليست فردية.

هم م تحقهم م تحق

h(x) =  x5 - 2 x3 + x )6C g(x) = 4  √"x )6B f (x) =   2_
x2 )6A

¬¡¨¥�وجية والدوال الفرديةالدوال ال

6oDDوجية والدوال الفرديةتحديد الدوال ال

k5�H385)
الدوال الوجية والدوال 

الفردية:
 ¢†©H ∂d ô¡¶oJ ób

 kÓKÉªJ á«fÉ«ÑdG äÓ«ãªàdG
 Gòd ;∂dP ô«Z á≤«≤ëdGh
 πKÉªàdG øe ócCÉàdG ∂«∏Y

.Iôe πc »a É vjôÑL
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استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي؛ لتقدير قيمها المطلوبة ، ثم تحقّق 
ب الناتج إلى أقرب جزء من مئة إذا لزم ذلك:  ا. وقرِّ  من إجابتك جبريًّ

)مثال 1(
 2(   1(  

x

y

−4−8

8

12

4

4 8O

g(x)= |x|+ 2

   

y

xO

20

28

36

44

8 16 24 32

g (x) = -5 √x + 50

  

g(6)  )a  g(12)  )b  g(19)  )c  g(-8)  )a  g(-3)  )b  g(0)  )c  

y

xO

f (x) =   x - 1_
x

 4(  y

−4−8

8

4

−4

−8

4 8 x

P (x) = −3     , x < 2
x − 1  , x ≥ 2

O

 3(  

    

P(-6)  )a  P(2)  )b  P(9)  )c  f (-3)  )a  f (0.5)  )b  f (1)  )c  

مياه: إذا كانت كمية المياه المحلاة في محطة الخبر )بملايين   5(  

المترات المكعبة( في الفترة ) 1431هـ إلى 1437هـ ( معطاة بالدالة  
 f(x) = 0.0509  x  4  - 0.3395 x  3  - 2.28 x  2  + 25.35x + 88.27

حيث تمثل x رقم السنة منذ عام 1430 هـ . )مثال 1(
ÈÿG á£ ‘ IÓëŸG √É«ŸG á«ªcÈÿG á£ ‘ IÓëŸG √É«ŸG á«ªc

(á
Ñ©

µŸ
G ä

GÎ
ŸG 

Ú
jÓ

Ã
 )

 á
«ª

µd
G

0

50

100

150

``g 1430 òæe äGƒæ°ùdG
1 2 3 4 5 6 7 8

قدّر كمية المياه المحلاة في سنة 1435 هـ باستعمال التمثيل   )a  
البياني.

بًا إجابتك  ا مقرِّ أوجد كمية المياه المحلاة في سنة 1435 هـ جبريًّ  )b  
إلى أقرب جزء من عشرة.

قدّر السنة التي كانت كمية المياه المحلاة فيها 130 مليون متر   )c  
ا. مكعب باستعمال التمثيل البياني، وتحقق من إجابتك جبريًّ

استعمل التمثيل البياني للدالة h في كلٍّ مما يأتي لإيجاد كل من مجال 
الدالة ومداها. )مثال 2(

 7(   6(  y

x

y = h (x)

O
  

y

xO

y = h (x)

  

 9(   8(  y

x

y = h (x)

O

  

y

x

h (x)

O

  

هند�شة: أُجريت اختبارات على الخصائص الفيزيائية لعينات من   10(  
أربع قطع معدنية، حيث أُخضعت لدرجات حرارة سيليزية مختلفة. 

نة أوالممتصة في العينة خلال الاختبار مقاسة  فإذا كانت الطاقة المخزَّ
 بالجول ( J ) كما هو موضّح في الشكل أدناه، فأجب عما يأتي: 

)مثال 2 (

jتائ" ا)ت�ا/ )=ائ< ا˯وادjتائ" ا)ت�ا/ )=ائ< ا˯واد

( J
 ) 

jة
(ز

 ا˯
Xة

Eا
ال

0.5
0.0

1.0
1.5
2.0
2.5

( c )الحرا/ة
-150 -100 -50 0 50 100 150

jحا3

cألومنيو
^j1

Tولا-

°

أوجد المجال والمدى لكل دالة.  )a  

استعمل التمثيل البياني لتقدير الطاقة المخزنة في كل معدن عند   )b  
الصفر السيليزي.

 ، y استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي؛ لإيجاد مقطع المحور
ا: )المثالان 4 ,3( وأصفار الدالة، ثم أوجد أصفار الدالة جبريًّ

 12(   11(  y

O x

f(x) = 2x3- x2 - 3x

  

y

xO

f (x) = √x - 1

  

�*�½�1Lj5.
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 14(   13(  y

xO

f(x) = 6 x  2x2

  

y

xO

f (x) =   3√x

  

O x

y

f (x) = x2 + 5x + 6

 16(  y

xO

f (x) = x3 - 3x + 2

 15(  

    

استعمل التمثيل البياني لكل معادلة مما يأتي لاختبار التماثل حول المحور 
ز إجابتك عدديًّا، ثم تحقّق منها  x ، والمحور y ، ونقطة الأصل. عزِّ

جبريًّا: )مثال 5(
 18(   17(  

 20(   19(  

 22(   21(  

 24(   23(  

الحا�شبة البيانية: استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثِّل كل دالة مما يأتي 
د إن كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك.  بيانيًّا، ثم حلّل منحناها لتحدِّ
ثم تحقّق من إجابتك جبريًّا. واذا كانت الدالة زوجيّة أو فردية فصف تماثل 

منحناها: )مثال 6(
f(x) = -2 x  3  + 5x - 4  26(  f(x) =  x  2  + 6x + 10  25(  

h(x) = |8 - 2x|  28(  g(x) =   √ """ x + 6   27(  

g(x) =    x  2  _ 
x + 1

   30(  f(x) = | x  3 |  29(  

)31 استعمل التمثيل البياني للدالة f لتقدير قيمها المطلوبة:
y

x−8 −4 84
−4

−8

8

4

f (x)

O

f (-2)  )a  f (-4)  )b  f (2)  )c    

مبيعات: إذا كان عدد أجهزة التبريد التي باعها محل للأجهزة   32(  
الكهربائية مقدرًا بالآلاف خلال الفترة من 1432هـ إلى 1436هـ 

يُعطى بالدالة h(x) = 0.5 x  2  + 0.5x + 1.2 ، حيث x رقم السنة 
منذ 1432 هـ .

أجهزة التبريد التي باعها محل 
للأجهزة الكهربائية

أجهزة التبريد التي باعها محل 
للأجهزة الكهربائية

ف)
لا

لآ
با

ة (
هز

ج
لأ

د ا
عد

2
0

4
6
8

10
12

السنوات منذ 1432 هـ

هـ
14

32

هـ
14

33

هـ
14

34

هـ
14

35

هـ
14

36

اكتب مجال الدالة، ثم قرّب مداها .  )a  

استعمل المنحنى لتقدير عدد الأجهزة المبيعة سنة 1434هـ . ثم   )b  
ا. أوجد ذلك جبريًّ

ا.  استعمل المنحنى لتقدير قيمة المقطع y للدالة ثم أوجده جبريًّ  )c  
ماذا يمثّل المقطع y؟

هل لهذه الدالة أصفار؟ إذا كانت الإجابة نعم، فأوجد قيمة   )d  
ر معناها. وإذا كانت الإجابة لا،  تقريبية لهذه الأصفار، وفسِّ

فوضّح السبب.

y

xO

x = - 3y2

y

xO

−4x2 + 4y2 = 16

y

xO

9x2 - 25y2 =1

y

xO

x = y-

y

4

−8

−4

4−8 −4 O

y = - 10_
x

y

xO

y = x3_
4

y

x

8

16

−16

−8

168−16 −8 O

36(y + 4)  2 - 16(x - 3)  2 = 576

y

x

8

16

−16

−8

4 8−8 -4 O

y= x4- 8x2
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n فأجب عن الأسئلة الآتية: 0 N حيث ، f (x) =  xn إذا كانت دوال: 33(

n بيانيًّا  لكل قيمة من قيم  f (x) استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل )a
. 1 ≤ n في الفترة 6 ≥

اكتب المجال والمدى لكل دالة. )b

صف التماثل لكل دالة. )c

وتماثلها، ومداها، ، f (x) =  x35 تنبَّأ بمجال الدالة )d
ثم برّر إجابتك.

إذا كان عدد ملجرامات الدواء في دم مريض بعد x ساعة  �شيدلة: 34(
: من تناوله الدواء يعطى بالدالة

f (x) = 0.5 x4 + 3.45 x3 - 96.65 x2 + 347.7x

استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل الدالة بيانيًّا . )a

ر إجابتك. وفسِّ اكتب المجال المناسب للدالة، )b

ما أكبر عدد من ملجرامات الدواء يكون موجودًا في دم المريض  )c
وفق هذه الدالة؟

وحدّد أصفارها، مثّل كلًّاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا، الحا�شبة البيانيّة:
ثم تحقّق من أصفار الدالة جبريًّا:

f (x) =   x
2 + 9_

x + 3 36( f (x) =   4x - 1_
x 35(

g(x) = -12 +   4_x 38( h(x) = 2   √"""x + 12   - 8 37(

يأتي: استعمل التمثيل البياني للدالة f  لتحدد مجالها ومداها في كل مما
39(

40(

إذا كان مسار أحد المذنبات حول الشمس يُعطى بالعلاقة: :ياي 41(

   x
2_

8 +   y
2_

10
= 1

صف تماثل منحنى مسار المذنب. )a

استعمل التماثل لتمثيل منحنى العلاقة. )b

فعيّن ثلاث نقاط أخرى يجب  إذا مر المذنب بالنقطة (  5"√ ,2)، )c
أن يمر بها المذنب.

افترض أن النسبة المئوية للتغير في سعر سهم خلال سنة  اأ�شهم: 42(
واحدة تعطى بالدالة :

p(x) = 0.0005 x4 - 0.0193 x3 + 0.243 x2 - 1.014x + 1.04  
حيث x رقم الشهر بدءًا من شهر يناير.

استعمل الحاسبة البيانية لتمثل الدالة بيانيًّا. )a

ثم قدّر مداها. أوجد مجال الدالة، )b

وماذا يمثّل؟ ،y استعمل المنحنى لتقريب قيمة المقطع )c

ووضّح معناها. أوجد أصفار الدالة، )d

سوف تستقصي في هذه المسألة مدى قيم  )43 تمثيلات متعددة:

_f (x) =   1 عندما تقترب x من العدد 2.
x - 2 الدالة 

انقل الجدول الآتي إلى دفترك. وأضف قيمًا أخرى  ا: جدوليًّ )a
للمتغير x إلى يمين العدد 2 وإلى يساره. ثم أكمل الجدول.
x 1.99 1.999 2 2.001 2.01

f (x)
  

ما القيمة أو القيم التي تقترب  معتمدًا على جدولك، ا: تحليليًّ )b
منها الدالة عندما تقترب x من العدد 2؟

مثّل الدالة بيانيًّا. وهل يؤكد التمثيل البياني تخمينك  ا: بيانيًّ )c
وضح إجابتك. في الفرع b ؟

خمّن القيمة التي تقترب منها الدالة من خلال التمثيل  ا: لفظيًّ )d
البياني في الفرع c ووضح إجابتك .

ثم حلل منحناها  مثِّل كلًّاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا، الحا�شبة البيانيّة:
لتحدّد ما إذا كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك.

f (x) =  x2 - x - 6 45( h(x) =  x5 - 17 x3 + 16x 44(

f (g) =  g9 47( h(x) =  x6 + 4 46(

f (z) =  z3 - 4 z2 + 4z 49( g(x) =  x4 + 8 x2 + 81 48(

�HÕ��lH5¥�*�

ثِّل بيانيًّا منحنًى يحقق الشروط في كل حالة مما يأتي: مَ م�شاألة مفتوحة:

منحنى يمر بالنقاط (1 ,8-) ,(2 ,5-) ,(4 ,4-) ,(8 ,3-) ،  50(
. y ومتماثل حول المحور

منحنى يمر بالنقاط (24 ,4) ,(12 ,3) ,(6 ,2) ,(0 ,0) ، ومتماثل حول  51(
. x المحور

منحنى يمر بالنقاط (3- ,1-) ,(9- ,2-) ,(18- ,3-) ، ومتماثل  52(
حول نقطة الأصل.

منحنى يمر بالنقاط (8- ,8) ,(12- ,6) ,(16- ,4) ويمثِّل دالة زوجية. 53(

وضّح لماذا يمكن أن يكون للدالة 0 أو 1 أو أكثر من مقاطع  اكتب: 54(
بينما يوجد لها مقطع y واحد على الأكثر. ، x

y

x−8 −4 84

−4

−8

8

4
f (x)

O

y

x−4 84

−4

8

4

O

f (x)
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  __  f (x)  =   2 x  2  + 3x - 2 ، ومداها. 
 x  3  - 4 x  2  - 12x

تحدّ: أوجد مجال الدالة      55(   

برّر إجابتك ، ثم تحقّق منها بيانيًّا.

ر إجابتك. تبرير: أي العبارات الآتية صحيحة، وأيها خاطئة. برِّ

مدى الدالة  f (x) = n  x  2 ، حيث n عدد صحيح، هو   56(   
{y | y ≥ 0, y 0 R}

مدى الدالة   f (x) =   √ " nx ، حيث n عدد صحيح، هو   57(   
{y | y ≥ 0, y 0 R}

. y = -x جميع الدوال الفردية متماثلة حول المستقيم  58(  

إذا دارت دالة زوجية n180° حول نقطة الأصل، حيث n عدد   59(  
صحيح، فإنها تبقى زوجية.

تبرير: إذا كانت a(x) دالة فردية، فحدّد ما إذا كانت الدالة b(x) فردية، 
ر إجابتك: أم زوجية، أم غير ذلك في كل مما يأتي، وبرِّ

b(x) = a(-x)  60(  

b(x) = -a(x)  61(  

b(x) = [a(x) ]  2  62(  

b(x) = a(|x|)  63(  

b(x) = [a(x) ]  3  64(  

تبرير: هل يمثّل المنحنى المعطى تماثله في كل مما يأتي دالة دائمًا أم 
ر إجابتك. أحيانًا أم لا يمثّل دالة؟ وبرِّ
. x = 4 متماثل حول المستقيم  65(  

. y = 2 متماثل حول المستقيم  66(  

. x, y متماثل حول كل من المحورين  67(  

اكتب: وضّح لماذا لا تكون العلاقة المتماثلة حول المحورx دالة.  68(  

k}.k0}

أوجد القيم المطلوبة لكل دالة مما يأتي: )الدر�س 1-1(
g(x) =  x  2  - 10x + 3  69(  

 g(2)  )a  

g(-4x)  )b  

 g(1 + 3n)  )c  

 p(x) =   2 x  3  + 2 _ 
 x  2  - 2

   70(  

p(3)  )a  

p( x  2 )  )b  

p(x + 1)  )c  

h(x) =2 x  2  + 4x - 7  71(  

 h(-9)  )a  

h(3x)  )b  

h(2 + m)  )c  

أوجد مجال كل دالة من الدوال الآتية )الدر�س 1-1(
f (x) =  x   2  -   √ " 2   72(  

f (x) =   1 _ 
  x   2  - 16

   73(  

f (x) =   √ """ 3x + 18   74(  

ط كلًّاًّ مما يأتي: )مهارة �شابقة( بسِّ
6 4     

5 _ 6     2 7     
1 _ 3     

1 6  -   3 _ 
4
     4 9  -   1 _ 

2
     

3 6  -   3 _ 
2
     2 5     

3 _ 2     

­55hl2©�=iN5.

   إذا كان n عددًا حقيقيًّا أكبر من 1، فأوجد قيمة x بدلالة n في الشكل 
أدناه.

  √ """ n + 1   C    √ """  n  2  - 1   A  

n - 1  D    √ """ n - 1   B  

   ما مدى الدالة f (x) =  x  2  + 1 ، إذا كان مجالها x < 3 > 2- ؟

1 < f (x) < 9  C   5 < f (x) < 9  A  

1 ≤ f (x) < 10  D   5 < f (x) < 10  B  

76( 75(

78( 77(

80( 79(

81(

1

x

√n

82(
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الات�شال والنهايات
Continuity and Limits

قدّم مركز للتموينات بطاقات خصم للمتسوقين وفقًا لقيمة  بمناسبة الافتتاح،
مشترياتهم كما هو مبين في التمثيل البياني المجاور. يتضح من التمثيل البياني 

أن هناك نقاط انقطاع )قفزات( عند بعض القيم كما هو الحال عند
. x=600 , x=900

إذا لم يكن في تمثيلها البياني أيُّ انقطاع أو قفزة. وعليه  تكون الدالة متصلة الات�شال:
يمكنك تتبع مسار المنحنى دون أن ترفع القلم عنه.

هو أن تقترب قيم الدالة من قيمة واحدة  x = c عند f (x) إن أحد شروط اتصال دالة مثل
x من c من جهتي اليمين واليسار. إن مفهوم اقتراب قيم الدالة من قيمة  عندما تقترب قيم

دون الحاجة إلى الوصول إلى تلك القيمة يُسمى النهاية.

 øe Üôà≤J f (x) ádGódG áª«b âfÉc GPEG :التعبير اللفظ
 øe c øe x Üôà≤J ÉeóæY L IóMGh áª«b
x Üôà≤J ÉeóæY f (x) ájÉ¡f ¿EÉa ,ø«à¡édG

. L »g c øe
 ájÉ¡f CGô≤ oJh , lim  

x→c
f (x) = L ¿EG :∫ƒ≤f الرموز:

. L »g c øe x Üôà≤J ÉeóæY f (x) ádGódG

وفيما يأتي ملخص لأهم حالات  للدالة غير المتصلة يساعدك على فهم المعنى الجبري للاتصال. إن التمثيل البياني
عدم اتصال الدالة:

 óæY »FÉ¡f’ ∫É°üJG ΩóY ádGó∏d
 hCG ádGódG º«b äójGõJ GPEG x = c

 Üôà≤J ÉeóæY OhóM ÓH â°übÉæJ
.QÉ°ù«dG hCG ø«ª«dG øe c øe x

 óæY …õØb ∫É°üJG ΩóY ádGó∏d
 ádGódG ÉàjÉ¡f âfÉc GPEG x = c

 øe c øe x Üôà≤J ÉeóæY
,ø«JOƒLƒe QÉ°ù«dG øeh ø«ª«dG

.ø«àjhÉ°ùàe ô«Z Éª¡æµdh

ádGRE’ πHÉb ∫É°üJG ΩóY ádGó∏d
 ádGódG ájÉ¡f âfÉc GPEG x = c óæY

,IOƒLƒe c øe x Üôà≤J ÉeóæY
 óæY ádGódG áª«b …hÉ°ùJ’h
 IôFGóH É¡«dEG QÉ°ûjh , x = c

 ôÑ©àd ;á∏ q∏¶e ô«Z (◦) Iô«¨°U
.á£≤ædG √òg óæY ∫É°üJG ΩóY øY

مثال:
y

O xc

y = f (x)

مثال:
y

O xc

y = f (x)

مثال:
y

O xc

y = f (x)

 ádGódG ∫Éée OÉéjEG oâ°SQO
 É¡∏«ãªJ ∫Éª©à°SÉH ÉgGóeh

(1-2 ¢SQódG) .»fÉ«ÑdG

 ≥ q≤ëà∏d äÉjÉ¡ædG oπª©à°SCG ■

 o≥ÑWCGh ,ádGO ∫É°üJG øe
 á£°SƒàªdG áª«≤dG ájô¶f

.á∏°üàªdG ∫GhódG ≈∏Y
 ∞°Uƒd äÉjÉ¡ædG πª©à°SCG ■

 π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S
.ádGód »fÉ«ÑdG

á∏°üàªdG ádGódG
continuous function

ájÉ¡ædG
limit

á∏°üàªdG ô«Z ádGódG
discontinuous function

»FÉ¡fÓdG ∫É°üJ’G ΩóY
infinite discontinuity

…õØ≤dG ∫É°üJ’G ΩóY
jump discontinuity

ádGREÓd πHÉ≤dG ∫É°üJ’G ΩóY
removable discontinuity

 πHÉ≤dG ô«Z ∫É°üJ’G ΩóY
ádGREÓd

nonremovable discontinuity

 π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S
»fÉ«ÑdG

end behavior
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xO x1 x2 c x3 x4

L x  → c
lim f (x) = L

f (x1)
f (x2)

f (x3)
f (x4)

y = f (x)

¬¡¨¥�عدم الات�شال اأنوا

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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تقودنا الملاحظات السابقة إلى اختبار الاتصال الآتي:

:á«JB’G •hô°ûdG â≤q≤M GPEG x = c óæY á∏°üàe f (x) ádGódG ¿EG :∫É≤j

.IOƒLƒe f (c) ¿CG …CG , c óæY áa qô©e f (x) •

c øe x Üôà≤J ÉeóæY É¡°ùØf áª«≤dG øe Üôà≤J f (x) •
.IOƒLƒe    lim  

x→c
f (x)¿CG …CG .ø«à¡édG øe

.   lim  
x→c

f (x) = f (c) •

x . برّر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. f (x) = 2 x2 متصلة عند 2 = - 3x حدد ما إذا كانت الدالة 1 -
تحقّق من شروط الاتصال الثلاثة.

هل f (2) موجودة؟ )1

 . x أي أن الدالة معرفة عند 2 = ، f (2) = 1

موجودة؟ lim  
x→2

f (x) هل )2

2 من اليسار واليمين. من x عندما تقترب f (x) كوّن جدولًا يبين قيم

x 1.9 1.99 1.999 2.0 2.001 2.01 2.1

f (x) 0.52 0.95 0.995 1.005 1.05 1.52

أي أن فإن قيمة f (x) تقترب من 1، يُبين الجدول أنه عندما تقترب قيم x من 2 من اليسار ومن اليمين،
. lim  

x→2
f (x) = 1

  lim ؟
x→2

f (x) = f (2) هل )3

x. ويوضّح  = 2 إذن الدالة متصلة عند ،   lim  
x→2

f (x) = f (2) نستنتج أن ، f (2) = 1 ،   lim  
x→2

f (x) = 1 بما أن
. x منحنى الدالة f (x) في الشكل 1.3.1 اتصال الدالة عند 2 =

هم م تحقهم م تحق
ر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال: x . برِّ = 0 حدد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلتين عند

f (x) =




1_
x  , x < 0

         
x , x ≥ 0

)1B f (x) =  x3 )1A

¡¨¥�DH��Dx�اختبار الات�شال
y

O x

y = f(x)

c

f(c)

1oDDالات�شال عند نقطة م التحق

1.3.1 πµ°ûdG

y

xO

(2, 1)

f(x) = 2x2 - 3x - 1

k5�H385)
النهايات:

f (x) ádGó∏d áª«b OƒLh ¿EG
,ÉgOƒLh ΩóY hCG x = c óæY

 ájÉ¡f OƒLh »a ôKDƒj ’
 Üôà≤J ÉeóæY f (x) ádGó∏d

.c øe x

¬¢�.385)
جداول: 

 ∫Éª©à°SÉH ∫hóL AÉ°ûfE’
 á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG

 ádGódG πNOCG ,TI -nspire 
 ∫Éª©à°SÉH áÑ°SÉëdG ≈dEG

 ≥«Ñ£J ôàNG ºK , áªFÉb
 äÉfÉ«ÑdG ∫hGóLh ºFGƒ≤dG

 ÖàcG ºK .  ≈∏Y §¨°†dÉH
 áª«b øe ÜGôàbÓd x º«b

. IOóëe

a ⑧



∫GhódG π«∏ëJ 1 الف�شل 30

فاختبار اتصال الدالة  إذا لم يتحقّق أي من شروط الاتصال عند نقطة معينة تكون الدالة غير متصلة عند تلك النقطة،
يساعدك على تحديد نوع عدم الاتصال عند تلك نقطة.

واذا  حدد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند قيم x المعطاة. برر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال،
قابل للإزالة. ، قفزي ، لانهائي فحدّد نوع عدم الاتصال: كانت الدالة غير متصلة،

. x = f (x)  عند 3- =




3x - 2 , x > - 3
           

  2 - x , x ≤ - 3
)a

. f (-3) = 5 لأن f (-3) موجودة؛ )1

. ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 3− )2

x -3.1 -3.01 -3.001 -3.0 -2.999 -2.99 -2.9

f (x) 5.1 5.01 5.001 -10.997 -10.97 -10.7

في حين تقترب قيم f (x) من يُظهر الجدول أن قيم f (x) تقترب من 5 عندما تقترب x من 3- من اليسار،   
11- عندما تقترب x من 3- من اليمين. و بما أن قيم f (x) تقترب من قيمتين مختلفتين عندما تقترب x من 

. ويوضّح منحنى الدالة f (x) في الشكل 1.3.2 عدم  x = 3- فإن للدالة f (x) عدم اتصال قفزي عند 3-
. x = اتصال الدالة عند 3-

. x = 3 , x = -3 f (x)  عند =   x + 3_
x2 - 9

)b

x = 3 عند
.x وعليه تكون f (x) غير متصلة عند 3 = f (3)  غير موجودة، أي أن وهي غير معرفة، ، f (3) =   6_0 )1

ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 3. )2

x 2.9 2.99 2.999 3.0 3.001 3.01 3.1

f (x) -10 -100 -1000 1000 100 10

وأن قيم f (x) تتزايد بلا  يُظهر الجدول أن قيم f (x) تتناقص بلا حدود عندما تقترب x من 3 من اليسار،
  lim غير موجودة.

x→3
f (x)  فإن وعليه، حدود عندما تقترب x من 3 من اليمين،

3 من x تتناقص دون توقف عندما تقترب f (x) لأن قيم ؛ x عند  3 = للدالة f (x) عدم اتصال لانهائي )3
3 من اليمين. ويوضّح المنحنى في الشكل 1.3.3 هذا  من x وتتزايد بلا توقف عندما تقترب من اليسار،

السلوك.
x = -3 عند

.x = أي أن f (-3) غير موجودة. وعليه تكون f (x) غير متصلة عند 3- f (-3) =   0_0 وهي غير معرفة، )1

ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 3−. )2

x -3.1 -3.01 -3.001 -3.0 -2.999 -2.99 -2.9

f (x) -0.164 -0.166 -0.167 -0.167 -0.167 -0.169

أي أن يُظهر الجدول أن قيم الدالة f (x) تقترب من0.167- عندما تقترب x من 3- من الجهتين،   

.  lim  
x→-3

   f (x) ≈ -0.167

فإن عدم الاتصال    lim   موجودة،
x→-3

f (x) وبما أن x ؛ لأن f (-3) غير موجودة، = غير متصلة عند 3- f (x) )3
x. ويوضّح المنحنى في الشكل 1.3.3 هذا السلوك. = قابل للإزالة عند 3-

هم م تحقهم م تحق

. x عند 2 = ، f (x) =




5x + 4 , x > 2
          

 2 - x , x ≤ 2
)2B . x _f(x) =   1 ، عند 0 =

x2
  )2A

2oDDعدم الات�شال عند نقطة تحديد نو

1.3.2 πµ°ûdG

xO−4

−6

6

12

42−2

(-3, -11)

(-3, 5)

3x − 2 , x > -3
2 − x , x ≤ -3

f (x) =

y

1.3.3 πµ°ûdG

x

y

O-3

f (x) =    x + 3
x   - 92
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يمكن إعادة تعريف الدالة لتصبح  لاحظ أنه في حالة عدم الاتصال القابل للإزالة؛
ولكن  x موجودة، = c متصلة عند تلك النقطة. وفي هذه الحالة تكون النهاية عند

x أو أن f (c) لا تساوي قيمة نهاية الدالة = c الدالة غير معرفة عند
. كما في الشكل المجاور. x = c عند

لأنه لا يمكن إعادة  يصنفّ كل من عدم الاتصال اللانهائي وعدم الاتصال القفزي على أنهما عدم اتصال غير قابل للإزالة؛
حيث إن قيم الدالة تقترب من قيم مختلفة إلى يمين نقطة عدم الاتصال وإلى  تعريف الدالة لتصبح متصلة عند تلك النقطة،

أي تزداد قيم الدالة أو تتناقص بلا حدود. أو أن قيم الدالة لا تقترب من قيمة محدّدة عند هذه النقطة، يسارها،

 . x لتصبح متصلة عند  4 = f(x) =   x؛
2 - 16_
x - 4 أعد تعريف الدالة    

f (4) غير موجودة. أي أن ، f (4) =   0_0 )1

ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 4. )2

x 3.9 3.99 3.999 4.0 4.001 4.01 4.1

f (x) 7.9 7.99 7.999 8.001 8.01 8.1

.   lim  
x→4

f (x) = 8 أي أن يظهر الجدول أعلاه أن قيم f(x) تقترب من 8 عندما تقترب x من 4 من الجهتين،
فإن عدم الاتصال قابل    lim   موجودة،

x→4
f (x) وبما أن لأن f(4) غير موجودة، x؛ f(x) غير متصلة عند 4 = )3

x للإزالة عند 4 =
لذا أعد تعريف الدالة لتصبح ،x بما أن عدم الاتصال قابل للإزالة عند 4 = )4

f (x) =




x2 - 16_
x - 4

 ,  x ≠ 4

8          ,  x = 4   

لأن f (4) موجودة وتساوي 8 x؛ = 4 لاحظ أن هذه الدالة أصبحت متصلة عند 
هم م تحقهم م تحق

. x = ؛ لتصبح متصلة عند 1 f (x) = x2 - 1_
x - 1 أعد تعريف الدالة   )3

حيث تكون الدالة f متصلة  تستعمل نظرية القيمة المتوسطة ونتيجتها لتقريب أصفار الدوال المتصلة على فترة مغلقة،
وتكون متصلة على [a, b] إذا كانت متصلة عند كل  إذا كانت متصلة عند كل نقطة تنتمي إلى هذه الفترة، ،(a, b)  على

b ومتصلة من اليسار عند ،  ( lim   
x→a+

f(x) = f(a)) a وكانت متصلة من اليمين عند نقطة من نقاطها،
تكون متصلة على مجالها  . ومن الجدير بالذكر أن الدوال الكثيرة الحدود والجذرية والنسبية، ( lim   

x→b- f(x) = f(b))

دائمًا.

a < b âfÉch ,[a, b] ≈∏Y á∏°üàe ádGO f (x) âfÉc GPEG
 ø«H c OóY óLƒj ¬fEÉa f (b) h f (a) ø«H n áª«b äóLhh

. f (c) = n å«ëH , b nh a
 ádGO  f (x)  âfÉc  GPEG :)الدالة �شفر  )موع  نتية 
،IQÉ°TE’G  »a  ø«Ø∏àîe  f (b)  h f (a)  ¿Éch  á∏°üàe

 å«ëH  ,  b  h  a  ø«H  c  πbC’G  ≈∏Y óMGh  OóY óLƒj  ¬fEÉa
. b h a ø«H ádGó∏d ôØ°U óLƒj …CG . f (c) = 0

y

O xc

y = f (x)

3oDDاإزالة عدم الات�شال

kDDDN}DDD�DDDJنظرية القيمة المتو�شطة

f (b)
f (c)

f (a)

a
c b

O
x

y

(a, f (a))

(b, f (b))

(c, n) . f (c) = n å«ëH , b nh a
 ádGO  f (x)  âfÉc  GPEG :)الدالة �شفر  )موع  âfÉc نتية   GPEG :)الدالة �شفر  )موع  âfÉc نتية   GPEG
،IQÉ°TE’G  »a  ø«Ø∏àîe  f (b)  h f (a)  ¿Éch  á∏°üàe
 å«ëH  ,  b  h  a  ø«H  c  πbC’G  ≈∏Y óMGh  OóY óLƒj  ¬fEÉa

. b h a ø«H ádGó∏d ôØ°U óLƒj …CG . f (c) = 0
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الفترة [4 ,4-] .  f (x) =  x في 3 - 4x + 2 حدّد الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية للدالة
x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

f (x) -46 -13 2 5 2 -1 2 17 50

وبحسب النتيجة  وبما أن f (-3) سالبة و f (-2) موجبة، لأنها كثيرة حدود، [4 ,4-]؛ تعلم أن الدالة f متصلة على
0 < x . لاحظ أن قيم الدالة تتغير إشاراتها أيضًا في الفترة 1 > فإنه يوجد صفر للدالة f (x)  بين 2- ,3- السابقة،
والعددين  ، 3-  وَ  2- > 1 . وهذا يدل على أن الأصفار الحقيقية للدالة تنحصر بين العددين x وفي الفترة 2 >

0 وَ 1 والعددين 1 وَ 2. ويوضح منحنى الدالة f (x) في الشكل 1.3.4 هذه النتيجة.
هم م تحقهم م تحق

 [-3, 4] ،f (x) =   x
2 - 6_

x + 4
)4B   [-6, 4] ،f (x) =  x3 +  2x2 - 8x + 3 )4A

ا الفترات التي لا تتغير فيها الإشارة  إن تغير إشارات قيم الدالة في فترة ما يحدّد موقعًا تقريبيًّا لصفر الدالة الحقيقي. أمَّ
ويُعدُّ تمثيل الدالة من أفضل طرق التحقّق من ذلك. فإنها لا تنفي وجود أصفار للدالة،

f(x) =  x2 + x حدّد الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية للدالة 0.16 +
 .[-3, 3] الفترة في

x -3 -2 -1 0 1 2 3

f (x) 6.16 2.16 0.16 0.16 2.16 6.16 12.16

وأن قيمها لا  لأنها كثيرة حدود، تعلم أن الدالة f متصلة على [3 ,3-] ؛
x تتناقص عندما تقترب قيم f (x) ولكن المعطاة، x تغير إشارتها عند قيم
لذا فإن  ؛ x وتبدأ f (x)  بالتزايد عن يمين 0 = من العدد 1- من اليسار،
من المحتمل وجود صفر حقيقي للدالة بين العددين المتتاليين 1- و 0. 

مثّل الدالة بيانيًّا للتحقق من ذلك.
لذا فإنه يوجد  يقطع منحنى الدالة المحور x مرتين في الفترة [0 ,1-]؛

صفرين حقيقيين للدالة في هذه الفترة.
هم م تحقهم م تحق

[0, 4] ، f (x) =  x3 -  7x2 + 18x - 14 )5B  [-5, 5] ،f (x) = 8 x3 - 2 x2 - 5x - 1 )5A

(ôeC’G Ωõd GPEG) á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG ádB’G πª©à°SG :OÉ°TQEG

أي أنه يصف  يصف سلوك طرفي التمثيل البياني شكل الدالة عند طرفي منحناها، :التمثيل البيان طر شلو�
أي عندما تقترب x من ∞ أو ∞- . ولوصف سلوك طرفي التمثيل  قيم f (x) عندما تزداد قيم x أو تنقص بلا حدود،

البياني يمكنك استعمال مفهوم النهاية.
�شلو طر التمثيل البيان م الي�شار

  lim
x→-∞

f (x)

أحد إمكانات سلوك طرفي التمثيل البياني هو زيادة قيم 
f (x)  أو نقصانها دون حدود. ويمكن وصف هذا السلوك 

بأن f (x) تقترب من موجب ما لانهاية أو من سالب
ما لانهاية على الترتيب.

اليمي م التمثيل البيان طر شلو�

  lim
x→∞

f (x)

y

O x

f (x) → ∞

f (x) → -∞

x → ∞x → -∞

x  → ∞
lim f (x) = -∞

x  → -∞
lim f (x) = ∞

y = f(x)

4oDDشارةيير الاإتقريب الاأ�شفار عند ت

1.3.4 πµ°ûdG

x

y

f (x) = x3 - 4x + 2

O−2

4

2

5oDDشارةير الاإتقريب الاأ�شفار دون ت ¬¢�.385)
 »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ô¡¶oj ób
 Gòd ;G kóMGh G kôØ°U ádGó∏d

 iôàd Ö°SÉæªdG èjQóàdG ôàNG
.ìƒ°VƒH ádGódG QÉØ°UCG ™«ªL

y

−2 −1 2

2

3

1
2f (x) = x   + x + 0.16

1

:N}H-%}F

النهايات:
  lim
x→∞

f (x) IQÉÑ©dG CGô≤J
x Üôà≤J ÉeóæY f (x) ájÉ¡f

 CGô≤Jh .ájÉ¡f’ Ée ÖLƒe øe
ájÉ¡f    lim

x→-∞
  f (x) IQÉÑ©dG

 øe x Üôà≤J ÉeóæY f (x)
.ájÉ¡f’ Ée ÖdÉ°S
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f (x) = -x4 +  8x3 + 3 x2 + 6x استعمل التمثيل البياني للدالة 80 -
ا. ثم عزز إجابتك عدديًّ لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني،

ا: التحليل بيانيًّ

،   lim
x →-∞

f(x) = -∞ يتضح من التمثيل البياني أن 
.    lim

x→∞
f(x) =-∞ وأن

ا: التعي عدديًّ

أي استقصِ قيم f (x) عندما تزداد قيم x بلا حدود أو تتناقص بلا  ،|x| عندما تزداد f (x) كوّن جدولًا لاستقصاء قيم
حدود.

x -10000 -1000 -100 0 100 1000 10000

f (x) -1 · 10  16 -1 · 10  12 -1 · 10  8 -80 -1 · 10  8 -1 · 10  12 -1 · 10  16

فإن ∞− → f(x) . وهذا يعزز ما  ، x → . وبالمثل عندما ∞ f (x) → −∞ فإن ، x → لاحظ أنه عندما ∞−
توصلنا إليه من التمثيل البياني.

هم م تحقهم م تحق

)6B )6Ay

xO

−4

−8

−4−8

8

4 8

-x3_
4 + 3x2_

4 - x
2

f (x) =

y

xO

−6

−12

−2−4

12

6

2 4

g(x) = x3 - 9x + 2

في حين تقترب قيم بعض الدوال من  بلا حدود، |x| لاحظ أن بعض الدوال تقترب قيمها من ∞ أو ∞- عندما تزداد
أعداد حقيقية دون أن تصل إليها بالضرورة.

لوصف سلوك طرفي  f (x) =   x_
x2 - 2x + 8

استعمل التمثيل البياني للدالة
ا. تمثيلها البياني. ثم عزز إجابتك عدديًّ

ا: التحليل بيانيًّ

. lim
x→∞

f (x) = 0  وأن lim
x→-∞

  f (x) = 0 يتضح من التمثيل البياني أن

ا: التعي عدديًّ
x -10000 -1000 -100 0 100 1000 10000

f (x) -1 · 10  -4 -0.001 -0.01 0 0.01 0.001 1 · 10  -4

فإن f (x) → 0. وهذا يعزز ما توصلنا إليه من  ، x فإن f (x) → 0  و عندما ∞ → ، x → لاحظ أنه عندما ∞-
التمثيل البياني.

6oDDما لانهاية م تقتر المنحنيات الت

y

xO

−200

−4−8

400

200

4 8

-x4 3x28x3+  6x -++  80f (x) =

k5�H385)
 º«b äóLhCG , 6 ∫ÉãªdG »a

 Éæª¡j Ée ¿C’ f (x) ` pd áq«Ñjô≤J
 ádGódG ájÉ¡f AÉ°ü≤à°SG ƒg
 ÓH |x| OGOõJ ÉeóæY f(x)

 º«≤dG ÜÉ°ùM ¢ù«dh ,OhóM
. f (x) ` pd á≤«bódG

.7 ∫ÉãªdG »a ∂dòch

7oDDيمة محددة م منحنيات دوال تقتر

y

xO

−0.4

0.4

0.8

−0.8

−4−8 4 8

x
x2 - 2x + 8

f (x) =__
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هم م تحقهم م تحق

)7B      )7A

x

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

-6x2 + 4__
2 x 2 + x + 1

f (x) =

y

xO−2
−2

−4−6−8

4

2

2 4

6

8

3x - 2__
x + 1

f (x) =

إن معرفة سلوك طرفي التمثيل البياني يساعد على حل بعض المسائل الحياتية.

تُعطى قيمة طاقة الوضع الناتجة عن الجاذبية الأرضية لجسم بالقاعدة :ياي

كتلة الجسم، m و حيث G ثابت نيوتن للجذب الكوني، ، U(r) = -
GmMe_

r

و r المسافة بين الجسم ومركز الأرض كما في الشكل المجاور. ماذا يحدث لطاقة الوضع  و Me كتلة الأرض،
الناتجة عن الجاذبية الأرضية لجسم عندما يتحرك مبتعدًا عن الأرض مسافة كبيرة جدًا؟

r

m

Me

 . lim
r→∞

U(r) أي إيجاد كثيرًا، r عندما تزداد قيم U(r) ِالمطلوب من المسألة وصف سلوك طرف التمثيل البياني لـ
فإن قيمة  r قيم تزداد عدد ثابت أيضًا. وعندما GmMe فإن ناتج الضرب وبما أن كلاًّ من G , m ,  Me ثوابت،

ومن ثم إذا تحرك جسم مبتعدًا عن الأرض بصورة  ، lim
r→∞

U(r) = 0 لذا فإن تقترب من الصفر؛ -
GmMe_

r الكسر
الجسم تقترب من الصفر. فإن طاقة الوضع الناتجة عن الجاذبية الأرضية لهذا كبيرة،

هم م تحقهم م تحق

، q(υ) =   
ρυ2_

2 الضغط الديناميكي هو قياس الضغط الناتج عن حركة جزيئات الغاز ويعطى بالقاعدة :ياي )8
و υ السرعة التي يتحرك بها الجزيء. ماذا يحدث للضغط الديناميكي  حيث ρ )ويقرأ روه( كثافة الغاز،

لجزيئات الغاز عندما تستمر سرعة الجزيئات في التزايد؟

-»�FL£8o-»�FL£8oالتمثيل البيان طر تطبيقات �شلو

ábÓ©dG πª©à°ùoJ Ée ÉkÑdÉZ
 ábÉW OÉéjE’ U(r) = -

GmMe_
r

 á«°VQC’G á«HPÉédG øY áéJÉædG ™°VƒdG
 øe ¢ü∏îà∏d áHƒ∏£ªdG áYô°ùdG ¢SÉ«≤d
. 25000 mi/h »gh á«°VQC’G á«HPÉédG
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ر  حدّد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيمة x المعطاة. وبرِّ
إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فحدّد نوع 

(1, 2 ¿’ÉãªdG) قابل للإزالة. قفزي، لانهائي، عدم الاتصال:
. x = f (x) =   √"""x2 ، عند 5- - 4  1( 

. x f (x) =   √"""x ، عند 8 = + 5  2(

. x = 6 , x = h(x) =   x ، عند  6-
2 - 36_
x + 6

3(

. x _g(x) =   x ، عند 1 =
x - 1

4(

. x = 4 , x h(x) =   x ، عند  1 = - 4_
x2 - 5x + 4

5(

. x = 6 , x h(x) =   x ، عند  0 =
2 - 6x_

x3 6(

. x =   = f (x) ، عند 6-




4x - 1 , x ≤ - 6
-x + 2 , x > - 6

7( 

غرفتان درجتا حرارتهما  :ياي 8( 
مختلفتان يفصل بينهما حائط. تنتقل 

الحرارة بين الغرفتين عبر الحائط بحسب 
حيث تمثل  ، f(w) =   7.4_

w العلاقة 
و w سمك الحائط  f (w) المعدل الزمني لانتقال الحرارة بالواط،

(1, 2 ¿’ÉãªdG) .بالمتر
ر إجابتك  w. وبرِّ د ما إذا كانت الدالة متصلة عند 0.4 = حدِّ )a

باستعمال اختبار الاتصال.
وما نوعه؟ د نقاط عدم الاتصال للدالة )إن وجدت(، حدِّ )b

. b مثِّل الدالة بيانيًّا للتحقق مما توصلت إليه في الفرع )c

لتصبح الدالة متصلة  أعد تعريف كل دالة مما يأتي عند قيمة x المعطاة؛
(3 ∫ÉãªdG) عندها:

x = -3 ، f(x) =   x
2 - 9_

x + 3 9(

x = 5 ، f(x) =   x
2 - 25_
x - 5 10(

x =   √"2  ، f(x) =   x
2 - 2_

x -   √"2  
11(

د الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية لكل  حدِّ
(4 , 5 ¿’ÉãªdG) دالة مما يأتي في الفترة المعطاة:

f(x) =  x3 -  x2 - 3 , [-2, 4] 12(

g(x) = -x3 + 6x + 2 , [-4, 4] 13(

f(x) =  2x4 -  3x3 +  x2 - 3 , [-3, 3] 14(

h(x) =   x
2 + 4_

x - 5   , [-2, 4] 15(

g(x) =   √"""x3 + 1 - 5 , [0, 5] 16(

استعمل التمثيل البياني لكلٍّ من الدوال الآتية لوصف سلوك طرفي تمثيلها 
(6, 7 ¿’ÉãªdG) ا. ثم عزّز إجابتك عدديًّ البياني،

18( 17( 

     

20( 19(

              

22( 21(

يعطى معدل التفاعل R في تجربة كيميائية بالدالة :كيميا 23(

R(x) ، حيث x تركيز المحلول بالملجرام لكل لتر. =   0.5x_
x + 12

مثّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانيّة. )a

وماذا يعني في التجربة؟ صف سلوك طرفي التمثيل البياني، )b

ا. ز إجابتك عدديًّ عزِّ

استعمل التبرير المنطقي لتحديد سلوك طرف التمثيل البياني لكل دالة مما 
(8 ∫Éãe) ر إجابتك. عندما يقترب المتغير من ∞ . برِّ يأتي،

q(x) = -   24_
x

25( f (u) =   12_
u

24( 

h (r) =   -1_
r2 + 1

27( f (x) =   0.8_
x2 26(

،E(m) =   
p2_
2m

تُعطى طاقة الحركة لجسم متحرك بالدالة   :ياي 28( 
)حاصل ضرب كتلة الجسم في سرعته المتجهة(، الزخم p حيث

فماذا سيحدث إذا  إذا وضع رمل في شاحنة متحركة، كتلة الجسم. m
( 8 ∫Éãe) في الازدياد؟ m استمرت

�*�½�1Lj5.

,24A=
60°F

_A2A=
80°F

�)0

x

y

O

-5x3+ 7x- 1f (x) =

y

O

32

48

-16

16

1 2 x
 4x4 - 6x3 + 3xf (x) =

x

y

O

−8

−16

−8

16

8

8

4x - 5__
6 - x

f (x) =

O

−16

−32

−48

32

16

16

x2 + 2x + 1__
x - 3

f (x) =

−16−32 x

y

O

−8

−4−8−12

8

4

12x3 + 4x__
4x3 - 9

- 5f (x) =

x

y

xO

0.4

0.4 0.8 1.2-0.4
-0.4

-0.8

-0.8

0.8

1.2

-1.2

8x2 - 5x + 1__
16x

f (x) =

(7 ∫Éãe)
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استعمل كلًّاًّ من التمثيلين البيانيين الآتيين لتحديد قيمة أو قيم x التي تكون 
ثم استعمل المنحنى  وحدد نوع عدم الاتصال، الدالة غير متصلة عندها،

ر إجابتك. لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني. برِّ

30( 29( 

xO−4

12

8

4

−4

4 8 12

h(x) = 15_
11x2

y

  

O−2
−2

2

2

4

−4

x

y g(x) = 2x - 1__
1 - x

تُسمّى المسافة بين نقطتين متناظرتين على موجتي ضوء  :ياي 31(
و يُسمى عدد الموجات  متتاليتين بطول الموجه λ )ويقرأ لامدا(،

 . f الكاملة التي تمر بنقطة خلال مدة زمنية محددة بالتردد

/¡´�¡:

/¡´�¡:

c حيث ، _f (λ) =   c العلاقة بين طول الموجة والتردد
λ

وتصف الدالة 
.2.99 ·  10  8  m/s سرعة الضوء ومقدارها

مثّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. )a

استعمل المنحنى لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني. وعزز  )b
ا. إجابتك عدديًّ

فعيّن نقاط عدم الاتصال. إذا كان الجواب لا، هل الدالة متصلة؟ )c

ثم حدد ما إذا كانت  مثِّل كلًّاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا، الحا�شبة البيانية:
وحدد نقاطه.  فحدد نوع عدم الاتصال، متصلة أم لا. وإذا كانت غير متصلة،

وعيّن أصفار الدالة إن وجدت. ثمّ صف سلوك طرفي التمثيل البياني،

f (x) =   x2__  
x3 -  4x2 + x + 6

32( 

h(x) =    4x2 + 11x - 3  __  
x2 + 3x - 18

33(

h(x) =   x
3 - 5 x2 - 26x + 120  __  

x2 + x - 12
34( 

ف سلوك طرفي  مثّل بيانيًّا كلًّاًّ من الدوال الآتية وَ صِ الحا�شبة البيانية:
ا. وعزز إجابتك عدديًّ التمثيل البياني،

g(x) =  x5 - 2 0x4 +  2x3 - 5 35( 

f (x) =  16x2_
x2 + 15x

36( 

بدأ حمد مشروعًا تجاريًّا صغيرًا بالطباعة على القمصان  اأعمال: 37(
وبيعها. إذا كانت تكلفة الطباعة على القميص الواحد 9 ريالات 

وتكلفة المعدات اللازمة 12000 ريال. فأجب عما يأتي:

اكتب دالة تبيّن معدّل تكلفة الطباعة على القميص الواحد على  )a
.n صورة دالة في عدد القمصان المنتجة

استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة. )b

فكم سيصبح  إذا استمر ازدياد عدد القمصان المنتجة بشكل كبير، )c
معدل تكلفة  الطباعة على القميص الواحد؟

سوف تستقصي في هذه المسألة النهايات.  )38 تمثيلات متعددة:

حيث a و c عددان صحيحان لا  ، f(x) =   ax3 + b_
cx3 + d

افترض أن 
d عددان صحيحان. و b و يساويان الصفر،

c و اختر ثلاث مجموعات مختلفة  افترض أن 1 = ا: جدوليًّ )a
لقيم a, b, d . ثم اكتب الدالة في كل حالة وأكمل الجدول أدناه:

c = 1
a b d lim

x→∞
  f (x) lim

x→-∞
  f ( x)

اختر ثلاث مجموعات مختلفة من القيم لكل متغير، ا: جدوليًّ )b
ومجموعة فيها  ، a < c ومجموعة فيها ، a > c مجموعة فيها

.a ن جدولًا كما في الفرع وكوِّ = a . ثم اكتب كل دالة، c

f(x) =   ax3 عندما  + b_
cx3 + d

خمّن قيمة نهاية الدالة ا: تحليليًّ )c
ومن ∞+ . تقترب x من ∞-



37 äÉjÉ¡ædGh ∫É°üJ’G 1-3 الدر�س

�HÕ��lH5¥�*�

أم  بيِّن إذا كان لكل من الدالتين الآتيتين عدم اتصال لانهائي، تبرير:
x . برر إجابتك. = أم قابل للإزالة عند 0 قفزي،

f (x) =   x
4_

x5 40( f (x) =   x
5 +  x6_

x5 39( 

متصلة. f التي تجعل الدالة a, b أوجد قيمة كلٍّ من تحدّ: 41( 

f (x) =




     x 2 + a , x ≥ 3
      bx + a , -3 < x < 3

-b - x , x ≤ -3

ر إجابتك. وبرِّ lim   في كلٍّ من الحالات الآتية،
x→-∞

f (x) أوجد تبرير:

حيث f دالة زوجية.   lim
x→∞

f (x) = -∞ 42( 

lim   حيث f دالة فردية.
x→∞

f (x) = -∞ 43(

lim   حيث f دالة متماثلة حول نقطة الأصل.
x→∞

f (x) = ∞ 44(

. y دالة متماثلة حول المحور f حيث   lim
x→∞

f (x) = ∞ 45(

ثم بيّن كيف  أعط مثالًا على دالة لها عدم اتصال قابل للإزالة، اكتب: 46( 
يمكن إزالته. وكيف تؤثر إزالة عدم الاتصال في الدالة؟

k}.k0}

وتحديد  استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل كلٍّ من الدوال الآتية بيانيًّا،
(1-2 ¢SQódG) ا: أصفارها. ثم تحقّق من إجابتك جبريًّ

f (x) = 2x + 1_
x 47( 

g(x) = x2 - 3_
x + 1

48(

h(x) = √"""""x2 + 4x + 5 49( 

(1-1 ¢SQódG) حدد مجال كل من الدوال الآتية:
f (x) = 4x + 6_

x2 + 3x + 2
50(

g (x) = x + 3__
x2 - 2x - 10

51(

g (a) =   √"""2 -  a2   52(

فأوجد قيمة الدالة في كل f(x) =   2x - 5__
x2 - 3x + 1

إذا كانت   
(1-1 ¢SQódG) مما يأتي:

f (9) 53(

f (3b) 54(

f (2a - 3) 55(

ثم حلل منحناها  مثل بيانيًّا كل من الدوال الآتية باستعمال الحاسبة البيانية،
لتحدّد إن كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك. ثم تحقق من إجابتك 
(1-2 ¢SQódG) ا. وإن كانت زوجية أو فردية فصف تماثل منحناها. جبريًّ

h(x) = √"""x2 - 9  56( 

f(x) =   x + 4_
x - 2 57( 

5hl2©�=iN5.

يبين التمثيل البياني أدناه منحنى دالة كثيرة الحدود f (x). أي الأعداد  58(

الآتية يمكن أن يكون درجة للدالة f (x)؟ 

O x

y

1 A

2 B

3 C

4 D

f (x) =   √"""  x 2 ؟  في أي الفترات الآتية يقع صفر الدالة 6 -   6 - 59(

[ 6 , 7 ] A

[ 7 , 8 ] B

[ 8 , 9 ] C

[ 9 , 10 ] D
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القيم الق�شو ومتو�ش معدل التير
Extrema and Average Rates of Change

يبيِّن التمثيل البياني المجاور معدل كميات الأسماك التي اصطادها أحد 
الصيادين في المملكة خلال أشهر عام 1431 هـ .

يتضح من التمثيل أن المعدل أخذ في التزايد من شهر محرم وحتى جمادى 
ثم تزايد مرة  وبقي ثابتًا تقريبًا حتى شوال، ثم تناقص حتى شعبان، الأولى،

وأخيرًا تناقص قليلًا  بين شهري ذي القعدة وذي  أخرى حتى ذي القعدة،
الحجة.

وذلك في شهر جمادى  كما يتضح أن أعلى معدل للصيد بلغ 3.15 أطنان،
ويلاحظ من ميلي الخطين المنقطين بالأحمر والأزرق أن معدل  الأولى،

التغيّر في النصف الأول من عام 1431 هـ أكثر منه في النصف الثاني.
خاصية من خصائص الدوال التي تساعد على  التايد والتنا�س:
حيث تحدّد الفترات التي تتزايد أو تتناقص الدالة فيها أو  دراسة الدالة،

تبقى ثابتة.
من اليسار إلى اليمين فإنك  ، f (x) إذا تتبعت منحنى الدالة ، ففي الشكل المجاور

أن: تلاحظ
f (x) متزايدة في الفترة (5- ‚∞-) •

ثابتة في الفترة (0 ,5-) •

متناقصة في الفترة (∞ ,0) •

ا على النحو الذي يلخصه المفهوم الآتي: يمكن التعبير عن خصائص الدالة من حيث كونها متزايدة أو متناقصة أو ثابتة جبريًّ

 GPEG §≤ah GPEG Ée Iôàa ≈∏Y متزايدة f ádGódG ¿ƒµJ :التعبير اللفظ
.IôàØdG »a x º«b äOGR Éª∏c f (x) º«b äOGR

 ÉeóæY f ( x 1 ) < f ( x 2 ) ¿EÉa ,IôàØdG »a x 2 h x 1 πµd الرموز:
. x 1 <  x 2 ¿ƒµJ

 GPEG §≤ah GPEG Ée Iôàa ≈∏Y متناقصة f ádGódG ¿ƒµJ :التعبير اللفظ
. IôàØdG »a x º«b äOGR Éª∏c f (x) º«b â°übÉæJ

f ( x 1 ) > f ( x 2 ) ¿EÉa ,IôàØdG »a x 2 h x 1 πµd الرموز:
. x 1 <  x 2 ¿ƒµJ ÉeóæY

 ºd GPEG §≤ah GPEG Ée Iôàa ≈∏Y ثابتة f ádGódG ¿ƒµJ :التعبير اللفظ
.IôàØdG »a x º«b …C’ f (x) º«b ô«¨àJ

. f ( x 1 ) = f ( x 2 ) ¿EÉa ,IôàØdG »a x 2 h x 1 πµd الرموز:
. x1 <  x2 ¿ƒµJ ÉeóæY

 º«b OÉéjEG á«Ø«c oâ°SQO
(1-1 ¢SQódG) .∫GhódG

 »fÉ«ÑdG π«ãªàdG πª©à°SCG ■

 äGôàØdG OóMC’ ;ádGód
:ádGódG É¡«a ¿ƒµJ »àdG

 .á°übÉæàe ،áàHÉK ،IójGõàe
 ≈ª¶©dG º«≤dG oOóMCGh

.É¡d iô¨°üdGh
 ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe oó pLCG ■

.ádGó∏d

IójGõàªdG
increasing

á°übÉæàªdG
decreasing

áàHÉãdG
constant

áLôëdG á£≤ædG
critical point

≈ª¶©dG
maximum

iô¨°üdG
minimum

iƒ°ü≤dG
extrema

ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe
average rate of change

™WÉ≤dG
secant line

القيم الق�شو ومتو�ش معدل التيرالقيم الق�شو ومتو�ش معدل التير
Extrema and Average Rates of Change
















2.10
0

2.20
2.30
2.40
2.50
2.60
2.70
2.80
2.90
3.00
3.10
3.20


 2 4 6 8 10 12

y

xO

y = f (x)

g.

|B�gE,]
Jy

gE

-5

¬¡¨¥�الثابتة  المتنا�شة الدوال المتايدة،

:النموy

xO

f (x2)

x1 x2

f (x1)

:النموy

xO

f (x2)
f (x1)

x1 x2

:النموy

xO x1 x2

f (x2) = f (x1)

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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أو ثابتة  أو متناقصة، استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات التي تكون فيها الدالة متزايدة،
ا. ثم عزّز إجابتك عدديًّ مقربةً إلى أقرب 0.5 وحدة،

f (x) = -2  x3 )a
ا: التحليل بيانيًّ

لذا فإن الدالة متناقصة  يبين التمثيل البياني أن قيم f (x) تتناقص كلما ازدادت قيم x ؛
في الفترة (∞ ,∞-).

ا: التعي عدديًّ

في الفترة. x كوّن جدولًا يتضمن قيمًا للمتغير

x -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

f (x) 1024 432 128 16 0 -16 -128 -432 -1024

وهذا يعزّز ما توصلنا إليه من التمثيل البياني. تتناقص قيم f (x) ؛ ، x يوضّح الجدول أنه عندما تتزايد قيم

g (x) =  x3 - 3x )b

ا: التحليل بيانيًّ

ومتناقصة في الفترة (1 ,1-) يبين التمثيل البياني أن g متزايدة في الفترة (1- ,∞-)،
ومتزايدة في الفترة (∞ ,1).

ا: التعي عدديًّ

كوّن جدولًا يتضمن قيمًا للمتغير x في كل فترة من الفترات الثلاث السابقة.
x -11 -9 -7 -5 -3 -1

g (x) -1298 -702 -322 -110 -18 2
:(-∞, -1)

:(-1, 1)
x -1 -0.5 0 0.5 1

g (x) 2 1.375 0 -1.375 -2

:(1, ∞)
x 1 3 5 7 9 11

g (x) -2 18 110 322 702 1298

g (x) فإن وعندما تزداد x من 1- إلى 1 ، فإن g (x) تزداد، توضح الجداول السابقة أنه عندما تزداد x إلى 1- ،
فإن g (x) تزداد. وهذا يعزّز ما توصلنا إليه من التمثيل البياني. أما عندما تزداد x ابتداءً من 1 ، تتناقص،

 هم م تحق هم م تحق
)1B )1A

  

بينما يستعمل التمثيل البياني لإيجاد الفترات التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة ويمكن تعزيز ذلك 
إلا أننا نحتاج إلى حساب التفاضل لإثبات صحة هذه الخصائص. ا، عدديًّ

1oDDس�ايد والتناتحديد الت

�¦h¢.
ترات: 

 É¡fCÉH ádGO ∞°Uh øµªj ’
 óæY IójGõàe hCG á°übÉæàe

 πª©à°ùj ∂dòd ;á£≤f
 ójóëJ óæY ( , ) ø«°Sƒ≤dG

 É¡«a ¿ƒµJ »àdG äGôàØdG
.á°übÉæàe hCG IójGõàe ádGódG

y

xO

f(x)= 2x   3

y

xO

g(x) = x3  3x k5�H385)
 ايدةالدوال المت

المتنا�شة  الثابتة:
 hCG IójGõàe ádGódG âfÉc GPEG
 º«b πµd áàHÉK hCG á°übÉæàe

 ádGO ≈ qª°ùJ É¡dÉée »a x
 áàHÉK hCG á°übÉæàe hCG IójGõàe

 »a ádGódÉa .Ö«JôàdG ≈∏Y
 Éªæ«H ,á°übÉæàe 1a ∫ÉãªdG

 øµªj ’ 1b ∫ÉãªdG »a ádGódG
 hCG IójGõàe É¡fCG ≈∏Y É¡Ø«æ°üJ
 ≈∏Y IójGõàe É¡fC’ á°übÉæàe؛

.iôNCG ≈∏Y á°übÉæàeh Iôàa

y

xO

h (x) = 3x + 11 , x < 3
32 , x ≥

xO

y

f (x)= 2x2 8x+ 5



∫GhódG π«∏ëJ 1 الف�شل 40

لاحظ أن النقاط التي تغير الدالة عندها سلوك تزايدها أو تناقصها تكوّن قمة أو قاعًا في 
منحنى الدالة وتُسمّى نقاطًا حرجة. ويكون المماس المرسوم للمنحنى عند هذه النقاط إما 

وقد يدل  أو أنه لا يوجد عندها مماس، ا ) أي أن ميله صفر أو غيرمعرف(، أفقيًّا أو عموديًّ
ذلك على وجود قيمة عظمى أو صغرى للدالة.

يمكن أن يكون للدالة أشكال مختلفة من القيم العظمى والقيم الصغرى )القيم القصوى).

 iôNC’G º«≤dG ™«ªL øe ôÑcCG âfÉch ádGó∏d áª«b äóLh GPEG :التعبير اللفظ
. ká«∏ëe ≈ª¶Y káª«b ân« uª o°S ádGódG ∫Éée øe Iôàa »a
 äóLh GPEG f ádGó∏d á«∏ëe ≈ª¶Y áª«b f (a) ¿ƒµJ الرموز:

 »a x º«b πµd ¿ƒµj ¿CG ≈∏Y a …ƒàëJ (  x 1  ,  x 2  ) Iôàa
. f (a) ≥ f (x) , (  x 1 ,  x 2  ) IôàØdG

:النمو
y

x

f(b)

f(a)

y = f (x)

O

f ]��¹¢�<B  f (a)

 f ]���E¢�<B  f (b)

a b  ôÑcCG âfÉch ,ádGó∏d á«∏ëe ≈ª¶Y áª«b äóLh GPEG :التعبير اللفظ
.á≤∏£e ≈ª¶Y áª«b ân« uª o°S ,É¡dÉée »a ádGó∏d áª«b
 πµd ¿Éc GPEG f ádGó∏d á≤∏£e ≈ª¶Y áª«b f (b) ¿ƒµJ الرموز:

. f (b) ≥ f (x) ,É¡dÉée »a x º«b

 º«≤dG ™«ªL øe ô¨°UCG âfÉch ,ádGó∏d áª«b äóLh GPEG :التعبير اللفظ
 káª«b ân« uª o°S ,ádGódG ∫Éée øe Iôàa »a iôNC’G

. ká«∏ëe iô¨°U
 äóLh GPEG f ádGó∏d á«∏ëe iô¨°U áª«b f (a) ¿ƒµJ الرموز:

 »a x º«b πµd ¿ƒµj ¿CG ≈∏Y a …ƒàëJ ( x 1  ,  x 2 ) Iôàa
. f (a) ≤ f (x) , ( x 1  ,  x 2  ) IôàØdG

:النمو
y

xO

f(a)

f(b)

y = f (x)

 f ]��¹I�8B  f (a)

 f ]���EI�8B  f (b)

a b  ô¨°UCG âfÉch ádGó∏d á«∏ëe iô¨°U áª«b äóLh GPEG :التعبير اللفظ
. ká≤∏£e iô¨°U káª«b ân« uª o°S É¡dÉée »a ádGó∏d áª«b
 πµd ¿Éc GPEG f ádGó∏d á≤∏£e iô¨°U áª«b f (b) ¿ƒµJ الرموز:

. f (b) ≤ f (x) É¡dÉée »a x º«b

استعمل التمثيل البياني لتقدير قيم x التي يكون للدالة f (x) عندها قيم قصوى مقربة 
ز  ثم عزِّ وبين نوع القيم القصوى، وأوجد قيم الدالة عندها، إلى أقرب 0.5 وحدة،

ا. إجابتك عدديًّ
ا: التحليل بيانيًّ

ومقدارها صفر  ، x = يوضّح التمثيل البياني أن للدالة قيمة عظمى محلية عند 0.5-
  lim
x7-∞

f (x) = ومقدارها 1- . لاحظ كذلك أن ∞- ، x تقريبًّا. كما يوجد للدالة قيمة صغرى محلية عند 1 =
وعليه لا يوجد قيم قصوى مطلقة للدالة. ، lim

x7∞
f (x) = و ∞
:ÉvjOóY õjõ©àdG

ثمّ اختر قيمتين إحداهما كبيرة  المتوقع أن يكون عندها قيمة قصوى محلية، x على طرفي قيمة x اختر قيمًا للمتغير
ا. والأخرى صغيرة جدًّ ا، جدًّ

x -100 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 100

f (x) -1.0 · 1 0  6 -1.00 0.13 0 -0.63 -1 -0.38 9.9 · 1 0  5

فيوجد للدالة قيمة عظمى محلية عند إحدى قيم x القريبة من ،f (-0.5) > f (0) و  f (-0.5) > f (-1) بما أن
0.5- في الفترة (0 ,1-). وبما أن f (-0.5) ≈ 0.13 فإن تقدير القيمة العظمى المحلية بالقيمة 0 يعد معقولًا.

O

¢��<

y

x

k5�H385)
:القيم الق�شو

 óLƒJ ¿CG …Qhô°†dG øe ¢ù«d
 á£≤f πc óæY iƒ°üb áª«b

.áLôM

k5�H385)
:القيم الق�شو

 ≈æëæªd ¢SÉªªdG π«e ¿Éc GPEG
 áLôëdG á£≤ædG óæY ádGódG

 πµ°ûdG »a Éªc ±ô©e ô«Z
 ádGó∏d óLƒJ ’ ¬fEÉa ;√ÉfOCG

 áª«b á£≤ædG √òg óæY
.iô¨°U hCG ≈ª¶Y

y

xO

¬¡¨¥�المحلية والمطلقة القيم الق�شو

k5�H385)
يمة �شو محلية:

 áª«b í∏£°üe oπª©à°ùoj
 áª«b øe k’óH á«∏ëe iƒ°üb

 iô¨°U hCG á«∏ëe ≈ª¶Y
.á«∏ëe

2oDDللدالة وتحديدها تقدير القيم الق�شو
y

x

f(x) = x3 x2 x

O
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القريبة من  x فتوجد قيمة صغرى محلية عند إحدى قيم ، f (1) < f (0.5) , f (1) < f (1.5) بما أن بالطريقة نفسها،
فإن تقدير القيمة الصغرى بالقيمة 1- يعد معقولًا. ، f (1) = العدد 1 في الفترة (1.5 ,0.5) و بما أن 1-

فهذا يعزز تخميننا بأنه لا توجد قيم قصوى مطلقة. ، f (100) > f (-0.5) , f (-100) < f (1) وبما أن
هم م تحقهم م تحق

)2B )2Ay

xO

g (x) = x5 2x4  2x3 +3x2 y

xO

f (x) = x4 x3 + 3x2 + 2x

ونحتاج إليه أيضًا لتحديد القيم القصوى المحلية والمطلقة  نحتاج إلى حساب التفاضل لاختبار تزايد الدالة وتناقصها،
للدالة والذي ستتم دراستها في الفصل الثامن )النهايات والاشتقاق(. كما يمكن استعمال الحاسبة البيانية لتحديد 

وإيجاد قيمها. مواقع القيم القصوى،

استعمل الحاسبة البيانية لتجد القيم القصوى المحلية والمطلقة للدالة الحا�شبة البيانية:
د قيم x التي تكون عندها هذه القيم. وحدِّ = f (x) مقربة إلى أقرب جزء من مئة، -4 x3 - 8 x2 + 9x - 4

واختر التدريج المناسب بحسب الحاجة  مثّل الدالة بيانيًّا،
لتتمكن من رؤية خصائص الدالة.

بالضغط على المفاتيح: ، ثم اكتب الدالة
واضغط 

وقيمة عظمى محلية واحدة في  يوضّح التمثيل البياني أن للدالة قيمة صغرى محلية واحدة في الفترة (1- ,2-) ،
أما سلوك طرفي التمثيل البياني فيدلُّ على عدم وجود قيم قصوى مطلقة للدالة. ، الفترة (1 ,0)

أو  ، واختر منها  اضغط على مفتاح ، ثم على 
ثم مرّر المؤشر أفقيًّا على الشاشة من اليسار إلى اليمين فتظهر نقطة القيمة الصغرى  ،

x وتقدر القيمة العظمى المحلية بـ 1.93- وتكون عند 0.43 = ، x=-1.76 المحلية تقدر بـ 22.81- وتكون عند

    

هم م تحقهم م تحق
g(x) = 2 x3 - 4 x2 - x + 5 )3B h(x) = 7 - 5x - 6 x2 )3A

3oDDا�شتعمال الحا�شبة البيانية لتقدير القيم الق�شو

¬¢�.385)
:شب

 º«≤dG øY åëÑdG óæY
 øe ócCÉJ iô¨°üdGh ≈ª¶©dG

,Ö°SÉæªdG èjQóàdG QÉ«àNG
 ≈æëæe ájDhQ øe øµªààd

. kÓeÉc ádGódG
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حيث يتم التعبير عن  إن البحث عن الحل الأمثل هو أحد التطبيقات الحياتية على القيم القصوى في الرياضيات،
المسائل الحياتية بدوال توضع عليها بعض الشروط الخاصة ثم تُحسب القيمة الأمثل.

يتم قطف 400 حبة برتقال من كل شجرة في الموسم الواحد عندما يكون عدد أشجار البرتقال في الحقل  زراعة:
75 شجرة. فإذا علمت أنه عند زراعة كل شجرة جديدة ينقص إنتاج كل شجرة في البستان بمقدار حبتين. فكم 

شجرة إضافية يجب زراعتها للحصول على أكبر إنتاج ممكن؟
بحيث تمثّل x عدد أشجار البرتقال الجديدة التي سيتم زراعتها. اكتب الدالة f (x) لتصف الإنتاج الكلي للبستان،

IóMGƒdG Iôé°ûdG êÉàfEG × »a QÉé°TC’G OóY = »∏µdG êÉàfE’G
∫É≤JôÑdG øe   ¿Éà°ùÑdG   ¿Éà°ùÑ∏d

(400 - 2x) × (75 + x) = f (x) 

 . f (x) المطلوب هو إيجاد أكبر إنتاج ممكن للبستان أو القيمة العظمى للدالة
ثم اضغط على مفتاح ،  لذا مثِّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية،
ثم مرّر  ، واختر منها ، ثم

المؤشر أفقيًّا على الشاشة من اليسار إلى اليمين فتظهر نقطة القيمة العظمى،
. x تقدر بـ 37812.5 وتكون عند 62.5 ≈

لذا يكون إنتاج البستان أكبر ما يمكن عند زراعة 62 أو 63 شجرة جديدة،
ويكون مقدار الإنتاج 37812 حبة برتقال تقريبًا.

هم م تحقهم م تحق

يرغب صاحب مصنع زجاج في إنتاج كأس أُسطوانية الشكل مفتوحة من أعلى مساحتها الكلية  �شناعة: )4
π   in   2 10 . أوجد طول نصف قطر الكأس وارتفاعه اللذين يجعلان حجمها أكبر ما يمكن.

تعلمت في دراستك السابقة أن الميل بين أي نقطتين واقعتين على دالة خطية يمثّل مقدارًا  متو�ش معدل التير:
لذا فإننا نتحدثُ عن متوسط  إذ يختلف الميل باختلاف النقاط؛ ثابتًا. إلا أنه يتغير عند التعامل مع دوال غير خطية،

معدل تغير الدالة بين أي نقطتين.

 ø«à£≤f …CG ø«H ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe :التعبير اللفظ
 º«≤à°ùªdG π«e ƒg f ádGódG ≈æëæe ≈∏Y

.ø«à£≤ædG ø«JÉ¡H QÉªdG

 ≈∏Y ø«à£≤æH QÉªdG º«≤à°ùªdG ≈ qª°ù oj ا: هند�شيًّ
 π«ªd õeôj h ,É k©WÉb ádGódG ≈æëæe

. m sec õeôdÉH ™WÉ≤dG

 ádGódG ô«¨J ∫ó©e §°Sƒàe الرموز:
 ƒg [ x 1 ,  x 2 ] IôàØdG »a f (x)

 m sec =   
f ( x 2 ) - f ( x 1 )__

x 2 -  x 1

y

xO

y = f (x)

(x1, f (x1))

(x2 , f (x2))

x1 x2

�:B

-»�FL£4o-»�FL£4oتطبيقات القيم الق�شو

 ≈dEG áãjóëdG äÉ°SGQódG ¢†©H ô«°ûJ
 »a óYÉ°ùj ∫É≤JôÑdG ô«°üY Üô°T ¿CG

.Ö∏≤dG ¢VGôeCG øe ájÉbƒdG

¬¡¨¥�يرمعدل الت متو�ش
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الممثلة في الشكل (1.4.1) في كلٍّ من الفترتين الآتيتين: f (x) = -x3 + 3x أوجد متوسط معدل التغير للدالة
[-2 , -1] )a

استعمل قاعدة حساب متوسط معدل التغير للدالة f في الفترة [1- ,2-] .
x 1 ¿Éµe -2 , x 2 ¿Éµe -1 ¢V uƒY

f ( x 2) - f ( x 1)_
x 2 -  x 1

=   
f (-1) - f (-2)

  __
-1 - (-2)                                                  

f (-2) , f (-1) ¢V uƒY   =   
[-(-1 )  3 + 3(-1)] - [-(-2 )  3 + 3(-2)]

   ____  
-1 - (-2)

§ u°ùH   =   -2 - 2_
-1 - (-2)

= -4                       

أي أن متوسط معدل التغير للدالة f في الفترة [1- ,2-] هو 4- .
[0 , 1] )b

x 1 ¿Éµe 0 , x 2 ¿Éµe 1 ¢V uƒY
f ( x 2) - f ( x 1)_

x 2 -  x 1
=   

f (1) - f (0)_
1 - 0

§ u°ùHh  f (0) , f (1) ¢V uƒY  =   2 - 0_
1 - 0

= 2

أي أن متوسط معدل التغير للدالة f في الفترة [1 ,0] هو 2.
هم م تحقهم م تحق

f (x) =  x4 - 6 x2 + 4x , [-5, -3] )5B f (x) =  x3 - 2 x2 - 3x + 2 , [2, 3] )5A

.t في زمن مقداره d لجسم يقطع مسافة r ومنها السرعة المتوسطة يُستعملُ متوسط معدل التغير في تطبيقات حياتية كثيرة،

حيث t الزمن  ،d(t) = 16 t2 إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم ساقط من مكان مرتفع تعطى بالدالة :ياي
فأوجد السرعة المتوسطة  d (t) المسافة المقطوعة بالأقدام. إذا أهملت مقاومة الهواء، بالثواني بعد سقوط الجسم،

في كل من الفترتين الآتيتين.
من 0 إلى 2 ثانية )a

t 1 ¿Éµe 0 , t 2 ¿Éµe 2 ¢V uƒY
d( t 2) - d( t 1)_

t 2 -  t 1
=   

d(2) - d(0)_
2 - 0                  

§ u°ùHh , d(0) , d(2) ¢V uƒY   =   64 - 0_
2 = 32

متوسط تغير الدالة في الفترة المعطاة يساوي ft/s 32 . وهذا يعني أن سرعة الجسم المتوسطة في أول ثانيتين 
. 32 ft/s من السقوط هو

2 إلى 4 ثوانٍ من )b

t 1 ¿Éµe 2 , t 2 ¿Éµe 4 ¢V uƒY
d( t 2) - d( t 1)_

t 2 -  t 1
=

d(4) - d(2)_
4 - 2

§ u°ùHh , d(2) , d(4) ¢V uƒY = 256 - 64_
2 = 96 ft/sec

وهذا يعني أن سرعة الجسم المتوسطة في  ، 96 ft/s متوسط معدل تغير الدالة في الفترة المعطاة يساوي
. 96 ft/s الثانيتين التاليتين هو

هم م تحقهم م تحق
فإذا كان ارتفاعه عن سطح الأرض يُعطى  قُذِفَ جسم إلى أعلى من ارتفاع ft 4 عن سطح الأرض، :ياي )6

إذا أهملت  حيث t الزمن بالثواني بعد قذفه وd(t) المسافة التي يقطعها، ، d(t) = -16 t 2 + 20t بالدالة 4 +
فأوجد السرعة المتوسطة للجسم في الفترة من 0.5 إلى 1 ثانية. مقاومة الهواء،

5oDDيرمعدل الت اد متو�شاإي

1.4.1 πµ°ûdG

y

xO

−1

f(x) = x3 + 3x

−1 1 2

1

2

-»�FL£6o-»�FL£6oاد ال�شرعة المتو�شطةاإي

 ≈dEG G kô«NCG π°üJ á£bÉ°ùdG ΩÉ°ùLC’G ¿EG
 .áqjóëdG áYô°ùdG ≈ qª°ùoJ áàHÉK áYô°S
áqjóëdG áYô°ùdG ≈dEG »∏¶ªdG π°üjh

 ¬à∏¶e ¿ƒµJ ÉeóæY (120 -150 mi/h)
.á≤∏¨e

�¦h¢.
ال�شرعة المتو�شطة: 
 »eƒ¡Øe ø«H ¥ôa óLƒj

 áYô°ùdGh á£°SƒàªdG áYô°ùdG
 áYô°ùdÉa;á¡éàªdG á£°SƒàªdG

§≤a QGó≤ªdG »æ©J á£°SƒàªdG
 áYô°ùdG Éªæ«H,(á«°SÉ«b á«ªc)

 QGó≤ªdG »æ©J á¡éàªdG á£°SƒàªdG
.(á¡éàe á«ªc)√ÉéJ’Gh

-
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استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتقدير الفترات التي تكون فيها 
الدالة متزايدة، أو متناقصة، أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة. ثم عزّز 

(1 ∫Éãe) :ا إجابتك عدديًّ
 2(   1(  

 4(   3(  

كرة �شلة: يعطى ارتفاع كرة سلة f (t) عن سطح الأرض في الرمية   5(  
الحرة بالدالة f (t) = -64.4 t  2  + 48.3t + 5 ، حيث t الزمن 

(2 ∫Éãe) .الارتفاع بالأقدام f (t) بالثواني، و
مَثِّل الدالة بيانيًّا.  )a  

أوجد قيمة تقريبية لأعلى ارتفاع تصل إليه الكرة.  )b   
ا. ثم عزز إجابتك عدديًّ

قدّر قيم x التي يكون لكلٍّ من الدوال الآتية عندها قيم قصوى مقربة إلى 
أقرب 0.5 وحدة، وأوجد قيم الدالة عندها، وبيِّن نوع القيم القصوى، ثم 

(2 ∫Éãe) .ا عزّز إجابتك عدديًّ
 7(   6(  

 9(   8(  

 11(   10(  

الحا�شبة البيانية: أوجد القيم القصوى المحلية والمطلقة مقربة إلى 
أقرب جزء من مئة لكل دالة فيما يأتي، وحدد قيم x التي تكون عندها هذه 

(3 ∫Éãe)  :القيم
g(x) = -2 x  3  + 7x - 5  12(  

f (x) =  x  4  - 2 x  2  + 5x  13(  

f (x) = - x  5  + 3 x  2  + x - 1  14(  

 g(x) =  x  6  - 4 x  4  + x  15(  

f (x) = 0.008 x  5  - 0.05 x  4  - 0.2 x  3  + 1.2 x  2  - 0.7x  16(  

f (x) = 0.025 x  5  - 0.1 x  4  + 0.57 x  3  + 1.2 x  2  - 3.5x - 2  17(  

هند�شة: أوجد كلاًّ من   18(  
طول نصف قطر الأسطوانة 

وارتفاعها في الشكل 
المجاور؛ ليكون حجمها أكبر 

ما يمكن )قرب إلى أقرب 
(4 ∫Éãe) . )جزء من عشرة

(5 ∫Éãe)  .أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة فيما يأتي في الفترة المعطاة
g(x) = 3  x  2  - 8 x + 2 , [4, 8]  19(  

f (x) = 3 x  4  - 2  x  2  + 6 x - 1 , [5, 9]  20(  

f (x) = -2 x  4  - 5  x  3  + 4 x - 6 , [-1, 5]  21(  

h(x) = - x  5  - 5  x  2  + 6 x - 9 , [3, 6]  22(  

f (x) =   x - 3 _ x   , [5, 12]  23(  

f (x) =   √ """ x + 8   , [-4, 4]  24(  

طق�س: إذا كان متوسط درجات الحرارة السيليزية لكل شهر في   25(  
 المدينة المنورة في سنة ما معطى بالدالة:

f (x) = -0.5455 x  2  + 7.09x +21.45  ، حيث x تمثّل رقم 
الشهر، فمثلًا x = 1 تمثّل شهر محرم، فأوجد متوسط معدل التغير 

(6 ∫Éãe) .في كل من الفترتين الآتيتين: وبرر إجابتك
b) من رجب إلى شوال. من ربيع الثاني إلى جمادي الأول .    (a  

�*�½�1Lj5.

f(x) = x 4 3x 3 x + 1
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استعمل التمثيل البياني أدناه للإجابة عما يأتي:  26(  
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 �0k=} �0k=}
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
<


z


lEy

أوجد متوسط معدل التغير في كلٍّ من الفترات   )a   
.[5, 15] , [15, 20] , [25, 45]

قارن بين سرعات الجسم في هذه الفترات الزمنية.  )b  

تكنولوجيا: تبين لفريق بحث في إحدى شركات الحاسوب أن   27(  
الربح الذي تكسبه الشركة من بيع منتج جديد من الشرائح الإلكترونية 

يعطى بالدالة P(x) = - x  3  + 5 x  2  + 8x ، حيث x ثمن بيع 
.0 ≤ x ≤ 6 ،الشريحة الواحدة بمئات الريالات

مثّل الدالة بيانيًّا.  )a  

أوجد أفضل سعر للشريحة الواحدة والذي يعطي أكبر ربح.  )b  

أوجد ربح الشريحة الواحدة عند بيعها بالسعر الأفضل.  )c  

دخل: افترض أن الدخل السنوي )بالريال( لشخص منذ عام   28(  
 1430هـ وحتى عام 1440 هـ  يعطى بالدالة:

I(x) = -1.465 x  5  + 35.51 x  4  - 277.99 x  3  + 
 741.06 x  2  + 847.8x + 25362, 0 ≤ x ≤ 10 

حيث x رقم السنة.
مثّل الدالة بيانيًّا.  )a  

أوجد متوسط معدل تغير الدخل من عام 1433 إلى عام   )b  
 ـ. وماذا تعني قيمة متوسط معدل التغير في هذه الفترة؟ 1440 ه

حدّد السنوات الأربع التي يكون فيها متوسط معدل التغير أكبر   )c  
ما يمكن، والسنوات الأربع التي يكون فيها أقل ما يمكن.

�شندوق: يرغب سالم في عمل صندوق مغلق من الكرتون حجمه   29(  
3024 قدمًا مكعبة. إذا كانت قاعدة الصندوق مربعة الشكل، فأوجد 

ح إجابتك. أبعاده التي تجعل مساحة سطحه أقل ما يمكن. وضِّ

h

w
!

مثِّل بيانيًّا الدالة f (x) في كل حالة مما يأتي:
f (x) متصلة ومتزايدة.  30(  

f (x) متصلة ومتناقصة.  31(  

.x لجميع قيم f (x) > 0 ،متصلة ومتزايدة f (x)  32(  

.x لجميع قيم f (x) > 0 ،متصلة ومتناقصة f (x)  33(  

f (x) متصلة، ومتزايدة لجميع قيم x < -2 ، و متناقصة لجميع قيم   34(  
. x > -2

f (x) متصلة، ومتناقصة لجميع قيم x < 0، و متزايدة لجميع قيم   35(  
.x > 0

الحا�شبة البيانية: حدّد إحداثيي النقطة التي يكون عندها لكل دالة مما 
يأتي قيمة قصوى مطلقة إن وجدت، وبيِّن نوعها:

f (x) = 2(x - 3 )  2  + 5  36(  

f (x) = -0.5(x + 5 )  2  - 1  37(  

f (x) = -4|x - 22| + 65  38(  

f (x) = (36 -  x  2  )  0.5  39(  

f (x) =  x  3  + x  40(  

�شفر: قام عبد الله بتسجيل المسافة الكلية التي قطعها في إحدى   41(  
الرحلات ومثَّلها بيانيًّا. أعطِ أسبابًا توضح اختلاف متوسط معدل 

التغير، ولماذا يكون ثابتًا في فترتين؟

k=¨��½k��HkE�½k=¨��½k��HkE�½
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�HÕ��lH5¥�*�

م�شاألة مفتوحة: مثل بيانيًّا الدالة f (x)  في كلٍّ من السؤالين الآتيين.

متصلة  42(  
متزايدة على (4 ,∞-)   

ثابتة على [8 ,4]   
متناقصة على (∞ ,8)   

f (5) = 3   

x = -2 لها نقطة عدم اتصال لانهائي عند  43(  
متزايدة على (2- ,∞-)   

متزايدة على (∞ ,2-)   
f (-6) = -6   

تبرير: f دالة متصلة لها قيمة صغرى محلية عند x = c ومتزايدة   44(  
 . c لتقترب من x صِف سلوك الدالة عندما تزداد . x > c عندما

وضّح إجابتك.
 ، g(b) = -4 و g(a) = 8 دالة متصلة، وكان g تحدّ: إذا كانت  45(  

ر إجابتك. فأعطِ وصفًا لقيمة g(c) حيث a < c < b. وبرِّ
تحدّ: استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة f (x) = sin x  بيانيًّا،   46(  

ثم صف القيم القصوى المحلية للدالة.
تبرير: أوجد ميل القاطع المار بالنقطتين (a, f(a)) , (b, f(b)) إذا   47(  

كانت f (x) ثابتة في الفترة (a, b). وضّح إجابتك.
اكتب: صف متوسط معدل تغير الدالة إذا كانت متزايدة أو متناقصة   48(  

أو ثابتة في فترة معينة.

k}.k0}

حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيمة أو قيم x المعطاة معتمدًا 
على اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة، فبيِّن نوع عدم الاتصال: 

(1-3 ¢SQódG) .لانهائي، قفزي، قابل للإزالة

f (x) =   √ """  x  2  - 2    , x = -3  49(  

f (x) =   √ """ x + 1   , x = 3  50(  

h(x) =    x  2  - 25 _ 
x + 5   ; x = -5 , x = 5  51(  

مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا مستعملًًّا الحاسبة البيانية، ثم حدّد ما إذا كانت 
ا، و إذا كانت  الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك. وتحقّق من إجابتك جبريًّ

(1-2 ¢SQódG) .الدالة زوجية أو فردية فصف تماثل منحنى الدالة
f (x) = | x  5 |  52(  

f (x) =   x + 8 _ 
x - 4

   53(  

g(x) =    x  2  _ 
x + 3   54(  

(1-1 ¢SQódG) :أوجد مجال كل دالة مما يأتي
f (x) =   3x _ 

 x  2  - 5
   55(  

g(x) =   √ """  x  2  - 9   56(  

h(x) =   x + 2 _ 
  √ """  x  2  - 7  

   57(  

(1-3 ¢SQódG) :صف سلوك طرفي التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي
f (x) =  x   10  -  x   9  + 5  x   8  58(  

g(x) =    x   2  + 5 _ 
7 - 2  x   2 

   59(  

h(x) =   (x - 3)   2  - 1  60(  

5hl2©�=iN5.

 . CD فأوجد ميل القطعة المستقيمة ، q ≠ n 61  في الشكل أدناه، إذا كان(  
y

xO

(n, n 2)

(q, q 2)

D

C

  
 q  2  + q

 _ 
 n  2  - n

   C  q + n  A  

  1 _ q + n   D  q - n  B  

يوجد للدالة y =  x  3  + 2 x  2  - 4x - 6 قيمة عظمى محلية ، وقيمة   62(  
صغرى محلية. أوجد قيم x التي تكون عندها هذه القيم.

x ≈ -0.7 عظمى محلية عند  A   
x ≈ 2 صغرى محلية عند

x ≈ -0.7 عظمى محلية عند  B   
x ≈ -2 صغرى محلية عند
x ≈ -2 عظمى محلية عند  C   
x ≈ 0.7 صغرى محلية عند

x ≈ 2 عظمى محلية عند  D   
x ≈ 0.7 صغرى محلية عند
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(1-1 ¢SQódG) : x تمثل دالة في y حدد ما إذا كانت في كل علًّاقة مما يأتي،
2( 3x + 7y = 21 1(

4( 3(

  

(1-1 ¢SQódG) . f (2) فأوجد ، f (x) =




x2  , x < 2
 x , x ≥ 2

إذا كانت  5(

يعطى ارتفاع كرة قدم عن سطح الأرض عند ضربها من  كرة دم: 6(
حيث ، h(t) = -8  t2 + 50t قبل حارس مرمى بالدالة 5 +
(1-1 ¢SQódG) الزمن بالثواني. t و ارتفاع الكرة بالأقدام، h

. أوجد ارتفاع الكرة بعد 3 ثوانٍ )a

ر إجابتك. برِّ ما مجال هذه الدالة؟ )b

استعمل التمثيل البياني للدالة h أدناه لإيجاد مجالها ومداها في كلٍّ مما 
(1-2 ¢SQódG) يأتي:

8( 7(y

x

h(x)

O

  

y

xO

h(x)

(1-2 ¢SQódG) أوجد المقطع y والأصفار لكلٍّ من الدالتين الآتيتين:
f (x) = 5 - √"x 10( f (x) = x3 - 16x 9(

، y والمحور ، x اختبر تماثل كلٍّ من المعادلتين الآتيتين حول المحور
(1-2 ¢SQódG) و نقطة الأصل.

xy = 4 12( x2 + y2 = 9 11(

ر إجابتك  x . وبرِّ حدّد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند 5 =
(1-3 ¢SQódG) باستعمال اختبار الاتصال.

f (x) = √"""x2 - 36 13(

f (x) = x2_
x + 5 14(

ز إجابتك  صف سلوك طرفي كلٍّ من التمثيلين البيانيين الآتيين. ثم عزِّ
(1-3 ¢SQódG) عدديًّا.

16( 15(

ما نوع نقطة عدم الاتصال للدالة الممثلة في  اختيار م متعدد: 17(
(1-3 ¢SQódG) x ؟ = 1.5 الشكل أدناه عند

y

xO

_ ≠
x2-2.25
x

x
-1.5
1.5

, 1.5

=x 1.5,
f(x) =

قفزي C غير معرف A
قابل للإزالة D لانهائي B

استعمل التمثيل البياني لكل دالة أدناه لتقدير الفترات التي تكون فيها الدالة 
ا.   ز إجابتك عدديًّ متزايدة أو متناقصة أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة. وعزِّ

(1-4 ¢SQódG)
19( 18(

ر قيمة  وقدِّ استعمل التمثيل البياني للدالة في السؤال 18 أعلاه، 20(
x التي يكون للدالة عندها قيمة قصوى مقربة إلى أقرب 0.5

ز إجابتك  ثم عزِّ وبيِّن نوعها، وأوجد قيمة الدالة عندها، وحدة،
(1-4 ¢SQódG) عدديًّا.

إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم ساقط من مكان مرتفع  :ياي 21(
d(t) المسافة  حيث t الزمن بالثواني، ، d(t) = 16  t2 تعطى بالدالة

المقطوعة بالأقدام. إذا أهملت مقاومة الهواء فأوجد متوسط السرعة 
(1-4 ¢SQódG) في الفترة [3 ,0] .

حدّد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند في كل علًّاقة مما يأتي،

اختبار منت�ش الف�شل
1-4 اإل 1-1 الدرو�س م

x y
-1 -1

1 3

3 7

5 11

7 15

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

y

−2
−1

2

2 4

4

6

8 1_
x
 + 5f(x) =

y

xO

y=-10x3+11x2-0.25x-7

y

O x1 2

1

2

-1-2
-1

-2

-x3 3xf(x) =

y

−4

−8

−4−8

8

4

4 8O x

-x2 6x + 5f(x) =
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الدوال الري�شة )الاأم( والتحويلات الهند�شية
Parent Functions and Transformations

استشارت شركة عددًا من المختصين حول سبل خفض تكلفة سلعة تنتجها. 
ويبيِّن التمثيلان البيانيان في الشكل المجاور تكلفة إنتاج x قطعة من السلعة قبل 

الاستشارة )الخط الأزرق( وبعد الاستشارة )الخط الأحمر(. هذان التمثيلان مثال 
على التحويلات الهندسية.

عائلة الدوال هي مجموعة دوال تشترك  الدوال الري�شة )الاأم(:
)الأم( على أنها أبسط  فُ الدالة الرئيسة منحنياتها في صفة أو أكثر. وتُعرَّ

إذ يمكن إجراء تحويلات هندسية عليها لإيجاد باقي  دالة في العائلة،
دوال العائلة.

ستدرس في هذا الدرس ثمانيةَ أنواع من الدوال الرئيسة )الأم( الأكثر شيوعًا. ومنها الدوال الخطية ودوال كثيرات 
الحدود.

c å«M f (x) = c IQƒ°üdG ≈∏Y áàHÉãdG ádGódG ÖàµJ
.»≤aCG º«≤à°ùªH oπ sãªoJh ,»≤«≤M OóY

y

xO

f (x) = c

 •É≤ædG ™«ªéH f (x) = x IójÉëªdG ádGódG ôªJ
(a, a) É¡JÉ«KGóMEG »àdG

y

xO

f (x) = x

 πµ°T f (x) =  x  2 á«©«HôàdG ádGódG ≈æëæe òNCÉj
U ±ôëdG

y

xO

f (x)= x2

 áÑ°ùædÉH á∏KÉªàe f (x) =  x  3 á«Ñ«©µàdG ádGódG
.π°UC’G á£≤æd

y

xO

f (x)=x3

كما ستدرسُ أيضًا منحنيات دوال الجذر التربيعي ودوال المقلوب.

IQƒ°üdG ≈∏Y »©«HôàdG QòédG ádGO ÖàµJ
 f (x) =   √#x   , x ≥ 0

y

xO

f (x)=√x

 f (x) = 1_
x  , x ≠ 0 IQƒ°üdG ≈∏Y Üƒ∏≤ªdG ádGO ÖàµJ

.π°UC’G á£≤æd áÑ°ùædÉH á∏KÉªàe ¿ƒµJh
y

xO

f (x)= 1_
x

 á«fÉ«ÑdG äÓ«ãªàdG oâ°SQO
.É¡∏«∏ëJh ∫Ghó∏d

)1-4 )الدر�س

á°ù«FôdG ∫GhódG ø««©àH oΩƒbCG ■

 É¡∏ãeCGh ,É¡Ø°UCGh ,(ΩC’G)
.Év«fÉ«H

 äÓjƒëàdG ø««©àH oΩƒbCG ■

,á°ù«FôdG ∫Ghó∏d á«°Sóæ¡dG
.Év«fÉ«H É¡∏ãeCGh

(ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG
parent function

áàHÉãdG ádGódG
constant function

IójÉëªdG ádGódG
identity function

á«©«HôàdG ádGódG
quadratic function

á«Ñ«©µàdG ádGódG
cubic function

»©«HôàdG QòédG ádGO
square root function

Üƒ∏≤ªdG ádGO
reciprocal function

á≤∏£ªdG áª«≤dG ádGO
absolute value function

á«LQódG ádGódG
step function

í«ë°U OóY ôÑcCG ádGO
greatest integer function

»°Sóæ¡dG πjƒëàdG
transformation

(ÜÉë°ùf’G) áMGRE’G
translation

¢SÉµ©f’G
reflection

 OóªàdG
dilation

الدوال الري�شة )الاأم( والتحويلات الهند�شيةالدوال الري�شة )الاأم( والتحويلات الهند�شية
Parent Functions and Transformations

y

xO

¬¡¨¥�طية ودوال كثيرات الحدودالاأم( للدوال ال( الدوال الري�شة

¬¡¨¥�والمقلو ر التربيعال دالت :م الاأم( لكل( الدالة الري�شة

الدوال الري�شة )الاأم( والتحويلات الهند�شية
مالر الدر�س راب
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كما تُعَدُّ دالة القيمة المطلقة إحدى الدوال الرئيسة )الأم(.

, f (x) =  x õeôdÉH ,á≤∏£ªdG áª«≤dG ádGód õeôoj :التعبير اللفظ
:»JB’G ƒëædG ≈∏Y ± sô©Jh , V ±ôëdG πµ°T ÉgÉæëæe òNCÉjh

f (x) =  




-x , x < 0
   x , x ≥ 0

|-5| = 5 , |0| = 0 , |4| = 4 اأمثلة:

النمو
y

xO
f (x)=x

ومن الأمثلة المشهورة على هذا النوع دالة  فهي دالة متعددة التعريف يُشبهُ تمثيلها البياني الدرج، أما الدالة الدرجية،
أكبر عدد صحيح.

 , f (x) = [x] õeôdÉH í«ë°U OóY ôÑcCG ádGód õeôj :التعبير اللفظ
. x …hÉ°ùj hCG øe πbCG í«ë°U OóY ôÑcCG É¡fCÉH ±ô©Jh

[-4] = -4 , [-1.5] = -2 , [   1_3 ] = 0 اأمثلة:

النمو
y

xO

f (x)=[x]

فإنه يمكنك وصف خصائص كل دالة من الدوال الرئيسة )الأم(. ممّا  باستعمال ما تعلمته في الدروس السابقة،
يساعدك على تعرف منحنيات دوال أكثر تعقيدًا من العائلة نفسها وتحليلها.

x المجال والمدى والمقطع )في الشكل 1.5.1(: f (x) =   √#x  )الأم( صف خصائص منحنى الدالة الرئيسة
والمقطع y والتماثل والاتصال وسلوك طرفي التمثيل البياني وفترات التزايد والتناقص.

خصائص منحنى دالة الجذر التربيعي )الشكل 1.5.1( هي:
ومداها (∞ ,0]. مجال الدالة  (∞ ,0]، •

للمنحنى مقطع واحد عند (0 ,0). •
لذا فإن الدالة ليست زوجية ولا فردية. المنحنى غير متماثل؛ •

المنحنى متصل عند جميع قيم المجال. •
. lim
x→∞

f (x) = x وتكون ∞ يبدأ المنحنى عند 0 = •
المنحنى متزايد في الفترة (∞ ,0). •

هم م تحقهم م تحق
البياني وفترات التزايد والتناقص.ارسم الدالة المعطاة وحدد المجال والمدى والمقطع x والمقطع y والتماثل والاتصال وسلوك طرفي التمثيل 

f (x) = |x| )1

تؤثر التحويلًّات الهندسية  في شكل منحنى الدالة الرئيسة )الأم(. فبعضُ التحويلات تغيّر  التحويلات الهند�شية:
وتسمى تحويلات قياسية. وبعضها الآخر يغير شكل المنحنى وتسمى  ولا تغير أبعاده أو شكله، موقع المنحنى فقط،

. تحويلات غير قياسية

¬¡¨¥�)الاأم( دالة القيمة المطلقة الري�شة

¬¡¨¥�دالة اأكبر عدد �شحي

1oDD)الاأم( و�ش خ�شا�س الدالة الري�شة

ال�شكل 1.5.1

y

xO

f (x) = √x
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f إلى  )الإزاحة( أحد التحويلات القياسية التي تنقل منحنى الدالة. فالانسحاب الرأسي ينقل منحنى الدالة  الانسحاب
بينما ينقل الانسحاب الأفقي منحنى الدالة إلى اليمين أو إلى اليسار. أعلى أو إلى أسفل،

الراأ�ش الان�شحا
:É kMGõe f (x) ≈æëæe ƒg g (x) = f (x) + k ≈æëæe

. k > 0 ÉeóæY ≈∏YCG ≈dEG IóMh k •
. k < 0 ÉeóæY πØ°SCG ≈dEG äGóMƒdG øe |k| •

y = f (x)

g (x) = f (x) + k
y

O x

y = f (x)

g(x)= f(x) - k

y

O x

قالاأ الان�شحا
:É kMGõe f (x) ≈æëæe ƒg g(x) = f(x - h) ≈æëæe

. h > 0  ÉeóæY ø«ª«dG ≈dEG äGóMƒdG øe h •
. h < 0 ÉeóæY QÉ°ù«dG ≈dEG äGóMƒdG øe |h| •

y = f (x)

y

O x

g(x) = f(x - h)

y = f (x)

y

O x
g(x) = f(x + h)

لتمثيل كلّ دالة من الدوال الآتية بيانيًّا: f (x) = |x| )الأم( استعمل منحنى الدالة الرئيسة
g (x) = |x| + 4 )a

= f (x) مزاحًا 4 وحدات  |x| هو منحنى g(x) وعليه فإن منحنى ،g(x) = f (x) + 4 هذه الدالة على الصورة
إلى أعلى كما في الشكل 1.5.2.

g (x) = |x + 3| )b

وعليه فإن منحنى g(x) هو منحنى  ،g(x) = f   [x = g(x) أو [(3-) - f (x هذه الدالة على الصورة (3 +
= f (x) مزاحًا 3 وحدات إلى اليسار كما في الشكل 1.5.3. |x|

g (x) = |x - 2| - 1 )c

= f(x)  مزاحًا |x| هو منحنى الدالة g(x) أي أن منحنى ،g(x) = f(x هذه الدالة على الصورة 1 - (2 -
وحدتين إلى اليمين ووحدة واحدة إلى أسفل كما في الشكل 1.5.4.

y

xO

f (x)=x

g(x) = x - 2 - 1

ال�شكل 1.5.4    

y

xO

f (x)= x

g(x) = x + 3

ال�شكل 1.5.3    

y

xO

g(x) = x + 4

f (x)=x

ال�شكل 1.5.2

)الأم( f (x) =  x3 لتمثيل كل دالة من الدوال الآتية بيانيًّا: تحق م هم تحق م هم استعمل منحنى الدالة الرئيسة

h(x) = (x + 2) 3 + 4 (2C h(x) = 8 +  x3 )2B h(x) =  x3 - 5 )2A

¬¡¨¥�قالاأ والان�شحا الراأ�ش الان�شحا

2oDDالدالة منحن ان�شحا

¬¢�.385)
:الان�شحا

 ≈æëæªd ÜÉë°ùfG AGôLEG ∂æµªj
 .á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH ádGO
 ádGódG π«ãªJ ó©H  TI-nspire

 (ΩC’G) á°ù«FôdG
: f 1(x)

 IóMh k √QGó≤e ÜÉë°ùfG AGôLE’ •
 ≈∏Y §¨°VG πØ°SC’ hCG ≈∏YC’

:í«JÉØªdG
 f 1(x) ± k

 IóMh h √QGó≤e ÜÉë°ùfG AGôLE’ •
 ≈∏Y §¨°VG QÉ°ù«dG hCG ø«ª«∏d

: í«JÉØªdG
   f 1(x ± h) 

 Óc º°SôH áÑ°SÉëdG Ωƒ≤à°S
 ádGódGh (ΩC’G) á°ù«FôdG ø«àdGódG

.É¡°ùØf á°TÉ°ûdG ≈∏Y áMGõªdG
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والذي يُكوّن لمنحنى الدالة صورة مرآة بالنسبة لمستقيم محدّد. من التحويلات القياسية الأخرى الانعكاس،

x الانعكا�س حول المحور

 ≈æëæªd ¢SÉµ©fG ƒg g(x) = - f (x) ádGódG ≈æëæe
 x QƒëªdG ∫ƒM f (x) ádGódG

g(x) = - f(x)

y = f (x)
y

O x

y الانعكا�س حول المحور

 ¢SÉµ©fG ƒg g(x) = f (-x) ádGódG ≈æëæe
 y QƒëªdG ∫ƒM f (x) ádGódG ≈æëæªd

g(x) = f (-x) y = f (x)
y

O x

= g(x) يختلف  -√"""x - 1   + فمثلًا منحنى الدالة 2 كن دقيقًا عند كتابة المعادلة الناتجة عن التحويل الهندسي لدالة،
.g(x) = -(√"""x عن منحنى الدالة (2 +   1 -

y

xO

g(x) = -√x - 1 + 2

 ≈æëæªd ¢SÉµ©fG ºK ,ø«ª«dG ≈dEG IóMh ÜÉë°ùfG
 ÜÉë°ùfG ºK , x QƒëªdG ∫ƒM f (x) =   √#x   ádGódG

.≈∏YCG ≈dEG ø«JóMh       

y

xO
g(x) = - (√x - 1 + 2)

 ø«ª«dG ≈dEG IóMh f (x) =   √#x   ádGódG ≈æëæªd ÜÉë°ùfG
. x QƒëªdG ∫ƒM ¢SÉµ©fG ºK ,≈∏YCG ≈dEG ø«JóMhh

صف العلًّاقة بين منحنى الدالة f (x) =  x2 )في الشكل 1.5.5( ومنحنى g (x) في كل مما يأتي، 
: g (x) معادلة اكتب ثم

y

xO

y= g(x)

)a

f (x) =  x2 هو انسحاب لمنحنى g منحنى الدالة
بمقدار 5 وحدات إلى اليمين ثم انعكاس حول 

. g(x) = -(x أي أن 2 (5 - ، x المحور

y

xO

y = g(x)

)b

f (x) =  x2 هو انعكاس لمنحنى g منحنى الدالة
أي  حول المحور x ثم انسحاب وحدتين إلى أعلى،

. g(x) = -x2 أن 2 +
ال�شكل 1.5.5

y

xO

f(x)=x2

هم م تحقهم م تحق
: في كلٍّ من السؤالين الآتيين g (x) ثم اكتب معادلة g(x) و f (x) =   1_x صف العلًّاقة بين منحنيي 

)3B )3Ay

xO

y = g(x)

y

xO y = g(x)

¬¡¨¥�ييالاإحدا الانعكا�س حول المحوري

3oDDكتابة معادلات التحويل
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التمدد هو تحويل غير قياسي يؤدي إلى تضيق )ضغط( أو توسع )مط( منحنى الدالة رأسيًّا أو أفقيًّا.

التمدد الراأ�ش

 ádGódG ≈æëæe ¿EÉa ,ÉkÑLƒe Év«≤«≤M GkOóY a ¿Éc GPEG
:ƒg g (x) = a f ( x)

 a > 1 âfÉc GPEG  f (x) ≈æëæªd »°SCGQ ™°SƒJ •

0 < a < 1 âfÉc GPEG ، f (x) ≈æëæªd »°SCGQ ≥«°†J •

y

O x

y = f (x)

g(x) = a · f (x), a > 1 

y

O x

y = f (x)

g(x) = a · f (x), 0 < a < 1 

قالتمدد الاأ

 ádGódG ≈æëæe ¿EÉa ,ÉkÑLƒe Év«≤«≤M GkOóY a ¿Éc GPEG
:ƒg g(x) = f (ax)

 a > 1 âfÉc GPEG f (x)  ≈æëæªd »≤aCG ≥«°†J •

0 <a < 1 âfÉc GPEG  f (x) ≈æëæªd »≤aCG ™°SƒJ •

y

O x

y = f (x)

g(x) = f (ax), a > 1 

O x

y

y = f (x)

g(x) = f (ax), 0 < a < 1 

ومثلهما بيانيًّا في  ثم صف العلًّاقة بين المنحنيين، للدالة g (x) في كل مما يأتي، f (x) )الأم( عيِّن الدالة الرئيسة
المستوى الإحداثي.
g(x) = 1_

4
x3 )a

لأن ؛ f (x) =  x3 هو تضيق رأسي لمنحنى g(x) منحنى الدالة
.0 <   1_

4
_g(x) =   1  وَ 1 >

4
x3 = 1_

4
f (x)

g(x) = - (2x)2 )b

لأن = f (x) أولًا؛ x2 هو تضييق أفقي لمنحنى g(x) منحنى الدالة
ثم انعكاس حول ،1 < f(x) =  x2 , f(2x) = (2x )  2   وَ  2

g (x) = -(2x)  2 = - f (2x) لأن المحور x؛

هم م تحقهم م تحق
g(x) =   5_x + 3 )4B g(x) =   1_2 [x] )4A

يمكنك تمثيل الدالة المتعددة التعريف بيانيًّا باستعمال التحويلات الهندسية التي درستها .

¬¡¨¥�قوالتمدد الاأ التمدد الراأ�ش

4oDDالتحويلات الهند�شية وتمثيلها و�ش k5�H385)
التمدد:

 ø«¡HÉ°ûàe ¿GOóªàdG ô¡¶j
 »°SCGôdG ™°SƒàdG πãe ÉkfÉ«MCG

 Ö©°üj Gòd ;»≤aC’G ≥«°†àdGh
 ≈∏Y ≥ qÑW …òdG OóªàdG ∞°Uh

 ádÉëdG √òg »ah ,≈æëæªdG
 ádOÉ©e ø«H áfQÉ≤ªdG ∂«∏Y

 πjƒëàdG øY áéJÉædG ádGódG
.(ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódGh

y

x
O

−1

−1

1

1

f(x)=x3

g(x) = 1_
4

  x3

y

xO

f (x) x2=

g(x)= -(2x)2

2

2

4

-2

-2

-4

-4 4
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. f (x) =




3 x2   , x < -1
-1  , -1 ≤ x < 4
  (x - 5) 3 + 2 , x ≥ 4

ا:  مثّل الدالة بيانيًّ

. y = 3 x2 أمثّل الدالة في الفترة (1- ,∞-)،
. y = أمثّل الدالة الثابتة 1- في الفترة (4 ,1-]،

. y =  (x - 5)  3 في الفترة (∞ ,4] أمثّل الدالة 2 +
ضع دائرة مفتوحة عند كل من النقطتين (3 ,1-) و (1- ,4) ونقطة عند كل من 

.f (4) = 1 و  f (-1) = (1- ,1-) و (1 ,4) لأن 1-

هم م تحقهم م تحق

h(x) =
/

/

 (x + 6)  2  , x < - 5
7  , - 5 ≤ x ≤ 2
|4 - x|  , x > 2

)5B g(x) =  
/

/

x - 5 , x ≤ 0          
x3 , 0 < x ≤ 2
2_
x , x > 2

)5A

يمكنك استعمال التحويلات الهندسية التي تعلمتها على الدوال التي تمثّل مواقف من واقع الحياة.

فكان مسارها معطى بالدالة ركل لاعب كرة قدم، :Ωób Iôc
حيث h(x) يمثل ارتفاع الكرة بالياردة عن  ، h(x) = -  1_

15
    x2 + 4x + 1

وتمثل x المسافة الأفقية بالياردة التي تقطعها الكرة حيث  سطح الأرض،
= x ترتبط بخط منتصف الملعب. صف التحويلًّات التي تمت على الدالة  0

 . h(x) للحصول على f (x) = x2 )الرئيسة )الأم
= h(x) باستعمال إكمال  a (x - h) 2 + k أعد كتابة الدالة لتصبح على الصورة

المربع.
- 1_

15
x2 + 4x + 1h(x) =الاأ�شلية الدالة

- 1_
15

  ( x2 - 60x) + 1=-     1_
15

x   2 + 4x ل uحل

- 1_
15

  ( x2 - 60x + 900) + 1 +   1_
15

المربع= (900)  اأكمل

- 1_
15

   (x - 30) 2 + 61= ب�ش م كامل مربع �شورة عل x   2 - 60 x + 900 اكتب

انسحاب 30 وحدة إلى اليمين، أي أن منحنى h(x) ينتج من منحنى f (x) من خلال التحويلات الآتية على الترتيب:
وانسحاب 61 وحدة إلى أعلى. ، x ثم انعكاس حول المحور ،   1_

15
وتضييق رأسي بمقدار

هم م تحقهم م تحق

، I(x) =  √"x_
11

إذا كانت شدة التيار I(x) بالأمبير الذي يمر بجهاز DVD تعطى بالدالة     :AÉHô¡c )6
حيث x القدرة بالواط والعدد 11 هو المقاومة بالأوم.

. I(x) للحصول على الدالة f (x) =   √"x صف التحويلات التي تمت على الدالة  )A

اكتب دالة تصف مرور تيار في مصباح مقاومته 15 أوم. )B

5oDDا تمثيل الدوال متعددة التعري بيانيًّ

y

xO

-»�FL£6o-»�FL£6oالدوال التحويلات الهند�شية عل

-}�H5�-}�H5�

,
24








A
z
´

0

20

40

60

80

,24�AAz´
20 40 60 80

h(x) = - 1_
15  x2 + + 4  1xy

x
 Iôµd  …Oƒ©°ùdG  »Hô©dG  OÉëJ’G  ¢ù°SCÉJ
 ÉØ«ØdG ≈dEG º°†fG óbh ,Ω 1956 ΩÉY Ωó≤dG

.¬°ùØf ΩÉ©dG »a …ƒ«°SB’G OÉëJ’Gh
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تُستعملُ تحويلات هندسية أخرى غير قياسية تتضمن القيمة المطلقة .

g(x) = | f (x)|

 ≈æëæe øe AõL …CG »°Sóæ¡dG πjƒëàdG Gòg ô«¨oj
 ¢SÉµ©f’ÉH ¬bƒa íÑ°ü«d x QƒëªdG âëJ ™≤j ádGódG

.x QƒëªdG ∫ƒM

y

O x

y = f (x)

y

O x

g(x)=f(x)

g(x) = f (|x|)

 ádGódG ≈æëæe AõL »°Sóæ¡dG πjƒëàdG Gòg ô«¨j
 ¬fÉµe ™°†jh y QƒëªdG QÉ°ùj ≈dEG OƒLƒªdG

y QƒëªdG ø«ªj ≈dEG ™bGƒdG ≈æëæªdG AõL IQƒ°U
. y QƒëªdG ∫ƒM ¢SÉµ©f’ÉH

y

O x

y = f (x)

y

O x
g(x) = f (x)

f(x) =  x3 المبين في الشكل 1.5.6 لتمثيل كل من الدالتين الآتيتين بيانيًّا: - 4x استعمل منحنى الدالة
g (x) = |f (x)| )a

يقع الجزء السالب من منحنى f (x) في الفترتين 
لذا يتم عكس هذين الجزأين  (2- ,∞-) و (2 ,0)؛

المنحنى  حول المحور x ويترك الجزء الباقي من
دون تغيير.

y

xO

g(x) =f (x)

h(x) = f (|x|) )b

y ضع مكان جزء المنحنى الموجود إلى يسار المحور
.y انعكاس الجزء الموجود إلى يمينه حول المحور

y

xO

h(x) = f (x)

هم م تحقهم م تحق
  g(x) = |f (x)| لتمثيل كلٍّ من الدالتين في كلٍّ من الشكلين أدناه؛ f (x) استعمل منحنى الدالة

بيانيًّا: h(x) = f (|x|) و
)7B )7Ay

xO

f (x) = [2 - x]

y

xO

f (x)=   5_
3x - 4

¬¡¨¥�التحويلات الهند�شية مع دوال القيمة المطلقة ¬¢�.385)
تحويلات القيمة المطلقة

 ôKCG øe ≥≤ëàdG ∂æµªj
 ≈∏Y »°Sóæ¡dG πjƒëàdG

 á≤∏£ªdG áª«≤dG ≈æëæe
 .áq«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH

 Óc π«ãªJ É k°†jCG ∂æµªjh
 iƒà°ùªdG »a ø«àdGódG

. ¬°ùØf »KGóME’G

7oDDالتحويلات الهند�شية وتمثيلها و�ش

ال�شكل 1.5.6

y

xO

f (x) =x3 - 4x
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المجال، الآتية: )الأم( صف خصائص كل دالة من الدوال الرئيسة
وسلوك طرفي  والاتصال، والتماثل، ،y والمقطع ، x والمقطع والمدى،

)1 )مثال وفترات التزايد والتناقص: التمثيل البياني،
f (x) =  x3 3( f (x) =   1_x 2( f (x) = [x] 1(

f (x) = x 6( f (x) = c 5( f (x) =  x2 4(

f (x) =   √#x لتمثيل كل من الدالتين  )الأم(  استعمل منحنى الدالة الرئيسة
)2 )مثال الآتيتين:

g(x) =   √"""x - 4  7(

g(x) =   √"""x - 7   + 3 8(

f (x) =   1_x لتمثيل كل من الدالتين الآتيتين: )الأم(  استعمل الدالة الرئيسة
)2 )مثال

g(x) =   1_x + 4 9(

g(x) =   1_
x + 7 - 4 10(

= f (x)  و g(x) في كلٍّ من الحالتين  [x] صف العلًّاقة بين منحنيي
)3 )مثال . g (x) ثم اكتب معادلة الدالة الآتيتين،

y

xO

g(x)

12( y

xO

g(x)

11(

  

= f (x)  و g(x) في كل من الحالتين  |x| صف العلًّاقة بين منحنيي
)3 )مثال : g(x) الآتيتين، ثم اكتب معادلة الدالة

14( 13(y

O x
−4

−8

−8 −4

8

4

4 8

g(x)

  

y

O x
−4

−8

−4

8

4

4 8 12

g(x)

وصف  في كل مما يأتي، g(x) للدالة f (x) )الأم( اكتب الدالة الرئيسة
)4 )مثال ومثِّلهما في مستوى إحداثي واحد . العلًّاقة بين المنحنيين،

g(x) = 3  √"""x + 8  16( g(x) = 3|x| - 4 15(

g(x) = 2[x - 6] 18( g(x) =   4_
x + 1

17(

g(x) =   
√"""x + 3  _

4
20( g(x) =   1_6x

+ 7 19(

)5 )مثال مثّل منحنى كل من الدوال الآتية بيانيًّا:

f (x) =  




-x2   , x < -2
3  , -2 ≤ x < 7
  (x - 5) 2 + 2 , x ≥ 7

21(

g(x) =
/

/

x + 4   , x < -6
1_
x    , -6 ≤ x < 4
6   , x ≥ 4

22(

h(x) =




|x - 5| , x < -3
4x - 3 , -1 ≤ x < 3
√"x   , x ≥ 4

23(

g(x) =




2  , x < -4
x4 - 3 x3 + 5  , -1 ≤ x < 1
[x] + 1  , x ≥ 3

24(

يبين الجدول أدناه سعر سلعة منذ عام 1411هـ حتى  :QÉ©°SCG 25(
)5 )مثال . استعمل هذه البيانات لتمثيل دالة درجية. 1431هـ

14111413141614201424142614271431العام

)بالريال( 1517223032334055ال�شعر

قدمت إحدى شركات الهواتف المحمولة عرضًا لمشتركي  اأعمال: 26(
ا مقداره 20 ريالًا، شبكتها بحيث يدفع المشترك مبلغًا ثابتًا شهريًّ

ويدفع 0.2 ريال مقابل كل دقيقة اتصال. إن تكلفة هذا العرض على 
المشترك تعطى بالدالة c(x) = 20 + 0.2 [x]،  حيث x عدد دقائق 

(6 ∫Éãe) الاتصال.
صف التحويلات الهندسية التي تطبق على الدالة الرئيسة )الأم( )a

.c(x) لتمثيل الدالة  f (x) = [x]

إذا قدمت الشركة عرضًا آخر بحيث يدفع المشترك فيه 30 ريالًا  )b
ويدفع 0.1 ريال عن كل دقيقة اتصال. فاكتب الدالة التي  ا، شهريًّ

تصف تكلفة هذا العرض.
وكم يكون عدد  هل يمكن أن تتساوى التكلفة في العرضين؟ )c

دقائق الاتصال في هذه الحالة؟
تعطى بالدالة إذا علمت أن الطاقة المختزنة في نابض ما، :ياي 27(

وتقاس المسافة   E(x) = 4 x2 حيث تقاس الطاقة E بالجول،

(6 ∫Éãe)  . بالمتر x
صف التحويل الهندسي الذي تم على الدالة الرئيسة )الأم( )a

.E(x) للحصول على الدالة  f (x) =  x2

آخر تعطى بالدالة إذا كانت الطاقة المختزنة في نابض ما، )b

فمثِّل بيانيًّا كلاًّ من الدالتين على الشاشة نفسها  ، E (x) =2 x2

باستعمال الحاسبة البيانية.

�*�½�1Lj5.
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استعمل منحنى الدالة f (x)  في كل مما يأتي لتمثيل الدالتين 
g(x) = | f (x)| , h(x) = f (|x|) بيانيًّا: )مثال 7(

f (x) =   2 _ x   28(  

f (x) =  x  4  -  x  3  - 4 x  2  29(  

f (x) =   1 _ 
x - 3   + 5  30(  

f (x) =   √ """ x + 2   - 6  31(  

اكتب الدالة الناتجة عن إجراء التحويلًّات الهندسية المعطاة على الدالة 
الرئيسة )الأم( في كل من السؤالين الآتيين:

)f (x) =   1 _ x    32 : انسحاب 5 وحدات إلى أعلى، و7 وحدات إلى اليسار،   
وتوسع رأسي معامله 2 

f (x) = [x] : انعكاس في المحور x و انسحاب 4 وحدات إلى   33(  
أسفل، وتوسع رأسي معامله 3 

AÉjõ«a: إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم تعطى بالدالة 
g (t)، حيث  x  0  المسافة الابتدائية، و  v  0  السرعة  =  x  0  +  v  0 t +   1 _ 

2
  a t  2 

الابتدائية و a تسارع الجسم. صف التحويلًّات الهندسية التي تمت على 
الدالة الرئيسة )الأم(  f(t) =  t  2 للحصول على g (t)  في كل مما يأتي:

 x  0  = 0,  v  0  = 2, a = 2  34(  

 x  0  = 10,  v  0  = 0, a = 2  35(  

 x  0  = 1,  v  0  = 8, a = 4  36(  

 x  0  = 3,  v  0  = 5, a = 3  37(  

اكتب معادلة الدالة g(x) إذا علمت أن منحناها ناتج عن عدة   38(  
تحويلات هندسية لمنحنى الدالة  f(x)، وأحد هذه التحويلات هو 

تضييق رأسي معامله 0.5.
  

ƒ°ùJ¥: توقعت إدارة أحد المجمعات التجارية الجديدة أن يعطى   39(  
عدد المتسوقين بالآلاف بالدالة   f (x) =   √ " 7x خلال أول ستين 

يومًا من الافتتاح، حيث x رقم اليوم بعد الافتتاح، x = 1 يرتبط بيوم 
الافتتاح. اكتب دالة g(x) بدلالة f (x) لكل حالة من الحالات الآتية:

زاد عدد الحضور %12 على المتوقع.  )a  

تأخر موعد الافتتاح 30 يومًا بسبب تأخر أعمال البناء.  )b  

نقص عدد المتسوقين 450 عن المتوقع.  )c  

اكتب دالة تمثّل المنحنى المرسوم:  40(  

    

استعمل منحنى f (x)  لتمثيل منحنى g (x) لكل مما يأتي:
y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

f (x)

g(x) = 0.25 f (x) + 4  41(  

g(x) = 3 f (x) - 6  42(  

g(x) = f (x - 5) + 3  43(  

g(x) = -2 f (x) + 1  44(  

 _ f(x) =   8 لتمثيل كل دالة مما يأتي:
  √ ### x + 6  

استعمل 4 -   

g(x) = -3 f (x) + 6  46(  g(x) = 2 f (x) + 5  45(  

g(x) = f (2x + 1) + 8  48(  g(x) = f (4x) - 5  47(  

)IOó©àe äÓ«ãªJ  49: سوف تستقصي في هذه المسألة بعض   
العمليات على الدوال معتمدًا على الدوال الآتية:

f (x) =  x  2  + 2x + 7  •  

 g(x) = 4x + 3  •  

h(x) =  x  2  + 6x + 10  •  

ا: اختر ثلاث قيم لـِ a ، وأكمل الجدول الآتي: جدوليًّ  )a  

a f (a) g(a) f (a) + g(a) h(a)

  

ا: ما العلاقة بين h(x) ،g(x) ،f (x)؟ لفظيًّ  )b  

 b ا: أثبت صحة العلاقة التي حصلت عليها في الفرع جبريًّ  )c  
ا. جبريًّ

y

O

−8

−16

−4−8

16

8

4 8 x
(5, -8)

g(x)
f(x)

y

O−4−8

8

12

4

2 4 x
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

وَصَف كل من محمد وعبد الملك التحويلات  :CÉ£îdG ∞°ûàcG 50(
= g(x). فقال  [x الهندسية التي تمت للوصول إلى الدالة [4 +

أنه تم سحب منحنى الدالة الرئيسة )الأم( 4 وحدات إلى  محمد:
إنه تم سحب الدالة 4 وحدات إلى أعلى.  اليسار. وقال عبد الملك:

ر إجابتك. برِّ فمن منهما كانت إجابته صحيحة؟
f (x) انعكاسًا للدالة g(x) دالة فردية وكانت f (x) إذا كانت :ôjôÑJ 51(
فما  ، y حول المحور g(x) انعكاسًا للدالة h(x) و x حول المحور

ر إجابتك. برِّ العلاقة بين f(x) , h(x)؟

تحقّق ما إذا كانت كل من الجملتين صحيحة أحيانًا  أو صحيحة  :ôjôÑJ
ر إجابتك. دائمًا أو ليست صحيحة. وبرِّ

f (x) = | f (x)| دالة زوجية فإن f (x) إذا كانت 52(

f (-x) = - | f (x)| دالة زوجية فإن f (x) إذا كانت 53(

صف التحويلات الهندسية التي تمت على الدالة : qóëJ 54(
للوصول إلى دالة يمر منحناها بالنقطة (6- ,2-). f (x) =   √"x

والتوسع  ح الفرق بين التوسع الرأسي بمعامل مقداره 4 ، وضِّ :ôjôÑJ 55(

_1 . ما النتيجة النهائية بعد إجراء كلٍّ من 
4

الأفقي بمعامل مقداره 
التحويلين الهندسيين على الدالة نفسها؟

وضح أهمية الترتيب في تحويلات الانعكاس والانسحاب. :ÖàcG 56(

k�G}.k0}

أوجد متوسط معدل التغير لكلٍّ من الدوال الآتية في الفترة المعطاة:  
)1-4 )الدر�س

g(x) = -2 x2 + x - 3 , [-1, 3] 57(

g(x) =  x2 - 6x + 1 , [4, 8] 58(

f (x) = -2 x3 -  x2 + x - 4 , [-2, 3] 59(

د سلوك طرف التمثيل البياني لكلٍّ من الدوال الآتية عندما تقترب x من  حدِّ
)1-3 )الدر�س ر إجابتك. وبرِّ مستعملًًّا التبرير المنطقي، ما لانهاية،

q(x) = -12_
x

60(

f (x) =   0.5_
x2 61(

p(x) =   x + 2_
x - 3

62(

، y المقطع استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتقدير قيمة كلٍّ من:
وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من  ا، ثم تحقق من إجابتك جبريًّ  والأصفار،

)1-2 )الدر�س مئة:
63(

64(

65(

h2©=iNb.

ما الفترة التي تتزايد فيها الدالة الممثلة في الشكل أدناه؟ 66(

y

xO

y = f (x)

(0,∞) A

(-∞,1) B

(-1,∞) C

(1,∞) D

؟ y =   x
2 + 8_

2 ما مدى الدالة  67(

{y | y ≠ ±2  √"2     } A

{y | y ≥ 4} B

{y | y ≥ 0} C

{y | y ≤ 0} D

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y = (x - 4)2 - 3

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y

y = x3 - x2 - 2x

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y

y = √x - 2    - 1
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الدوال وتركيب دالتي العمليات عل
Function Operations and Composition of Functions

بلغ عدد الكتب المستعارة من مكتبة الملك سلمان المركزية في جامعة الملك 
وبلغ إجمالي عدد الكتب المفهرسة  سعود عام 1432هـ 330000 كتاب،

2065863 كتابًا.

إذا كانت A(t) و B(t) تمثّلان عدد الكتب المفهرسة وعدد الكتب المستعارة 
فإن عدد الكتب المفهرسة غير  ، على الترتيب و t تمثّل السنة منذ 1425هـ

. A(t) - B(t) المعارة يعطى بالدالة

ستتعلمُ في هذا الدرس إجراءَ العمليات الأربع على الدوال. العمليات عل الدوال:

 ™«ªéd áª°ù≤dGh ,ìô£dGh ,Üô°†dGh ,™ªédG äÉ«∏ªY ±ô©f ÉæfEÉa ,Éªg’Éée ™WÉ≤àj ø«àdGO f , g âfÉc GPEG
:»JB’G ƒëædG ≈∏Y ø«dÉéªdG ™WÉ≤J »a IOƒLƒªdG x º«b

(f + g)(x) = f (x) + g(x) المع:

(f - g)(x) = f (x) - g(x) :الطر

( f · g)(x) = f (x) · g (x) :شرال

( f_
g)(x) =   

f (x)_
g(x)

  , g(x) ≠ 0 الق�شمة:

باستثناء القيم التي تجعل  ،g و  f في كل من الحالات السابقة مجال الدالة الجديدة يساوي تقاطع مجالي الدالتين
g(x) = 0 في دالة القسمة.

ثم حدد مجالها: ، فأوجد كلًّاًّ من الدوال الآتيةِ ، f (x) =  x2 + 4x , g(x) =   √"""x + 2   , h(x) = 3x إذا كانت 5 -
(f + g)(x) )a

(  f + g)(x) = f (x) + g(x)

= ( x2 + 4x) + (√"""x + 2   )
=  x2 + 4x + √"""x + 2  

g ومجال الدالة مجال الدالة f هو (∞ ,∞-)،   
(   f + g) لذا فإن مجال الدالة هو (∞ ,2-] ؛

هو تقاطع مجالي f , g ، وهو (∞ ,2-] .

(f - h)(x) )b

(  f − h)(x) = f (x) − h(x)   

= ( x2 + 4x) − (3x − 5)

=  x2 + 4x − 3x + 5

=  x2 + x + 5
مجال كل من f , h هو (∞ ,∞-)،

f  ) هو (∞ ,∞-) . - h) لذا فإن مجال
( f · h)(x) )c

( f · h)(x) = f (x) · h(x)

= ( x2 + 4x)(3x - 5)

= 3 x3 - 5 x2 + 12 x2 - 20x

= 3 x3 + 7 x2 - 20x

مجال كل من f , h هو (∞ ,∞-)؛
f ) هو (∞ ,∞-) . · h) لذا فإن مجال

(h_
f )(x) )d

(h_
f )(x) =   h(x)_

f (x)
=   3x - 5_

x2 + 4x
مجال كل من f و h هو (∞ ,∞-)

x تجعلان مقام الدالة = x أو 4- ولكن 0 =
هو (h_

f ) لذا فإن مجال _h) صفرًا؛
f )

. {x | x ≠ 0 , x ≠ -4, x ∈ R}

.∫GhódG º«b OÉéjEG oâ°SQO
(1-1 ¢SQódG)

 ≈∏Y äÉ«∏ª©dG …ôLoCG ■

.∫GhódG
.∫GhódG Ö«côJ oó pLCG ■

ø«àdGódG Ö«côJ
composition of functions

الدوال وتركيب دالتي العمليات عل
Function Operations and Composition of Functions
الدوال وتركيب دالتي العمليات عل

Function Operations and Composition of Functions

¬77'¡¨الدوال العمليات عل

1�oDDالدوال العمليات عل

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ

↓

↳
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هم م تحقهم م تحق

ثم أوجد مجال كل دالة من الدوال الناتجة. f ) في كل مما يأتي، + g)(x) , (f - g)(x) , ( f · g)(x) , ( f_
g)(x) أوجد

f (x) =  x2 - 6x - 8, g(x) =   √"x )1B f (x) = x - 4, g(x) =   √"""9 -  x2   )1A

لاحظ أن  ، y =  x2 والدالة التربيعية y = x y من دمج الدالة الخطية 3 - = (x تنتج الدالة 2  ( 3 - تركيب الدوال:
وملخصه إيجاد قيمة دالة  هذا الدمج لم ينتج عن جمع أو طرح أو ضرب أو قسمة. ويسمى هذا الدمج تركيب الدالتين،

عند قيمة دالة أخرى.

:»JB’G ƒëædG ≈∏Y g nh f ø«àdGódG Ö«côJ ±ô©j
[ f ◦ g](x) = f [ g(x)]

 ∫Éée »a x º«b ™«ªL øe f ◦ g ádGódG ∫Éée ¿ƒµàjh
. f ∫Éée »a g (x) ¿ƒµJ ¿CG ≈∏Y g ádGódGg(x)

[f ◦ g](x) = f [g(x)]

g f

f ◦ g

x f [g(x)]

fg

. f أولًا ثم الدالة g حيثُ تُطبَّقُ الدالة ، g بعد  f أو g تركيب  f على النحو f ◦ g تقرأ الدالة

فأوجد كلًّاًّ مما يأتي: ،g(x) = x - 4 , f (x) =  x2 إذا كانت 1 +
[ f ◦ g](x) )a

f ◦ g ∞jô©J [ f ◦ g](x) = f [ g(x)]

g(x) = x - 4 = f (x - 4) 

f (x) »a x øe k’óH (x - 4) ¢V uƒY = (x - 4 )  2 + 1

§ u°ùH =  x2 - 8x + 16 + 1 

=  x2 - 8x + 17

[ g ◦ f ](x) )b

g ◦ f ∞jô©J [ g ◦ f  ](x) = g[ f (x)]

f (x) =  x 2 + 1 = g( x 2 + 1) 

g(x) »a x øe k’óH ( x  2 + 1) ¢V uƒY = ( x 2 + 1) - 4

§ u°ùH =  x2 - 3

[f ◦ g](2) )c

. x f ] التي حصلت عليها في الفرع a عندما 2 = ◦ g](x) أوجد قيمة الدالة
x  2  - 8x + 17  »a x ¿Éµe 2 ¢V uƒY [ f ◦ g](2) = (2 ) 2 - 8(2) + 17 = 5

k7b38)
العمليات عل الدوال 

:وتركيب دالتي
 øY ∫GhódG Ö«côJ ∞∏àîj
 ºàj å«M ,É¡«∏Y äÉ«∏ª©dG
 ¢ù«dh ,É k©e ø«àdGódG èeO
 πãe äÉ«∏ªY AGôLEG Oôée

 Üô°†dG hCG ìô£dG hCG ™ªédG
.áª°ù≤dG hCG

¬77'¡¨تركيب دالتي

2�oDDتركيب دالتي �¦h¢.
ترتيب الدوال عند التركيب 
g ◦ f , f ◦ g ¿É«MC’G º¶©e »a

 ¿EG ôNBG ≈æ©ªH .¿ÉàØ∏àîe ¿ÉàdGO
 »Øa .Év«dGóHEG ¢ù«d ∫GhódG Ö«côJ

2 ∫ÉãªdG
[ f ◦ g](x) =  x 2 - 8 x + 17

 Éªgh [ g ◦ f  ](x) =  x 2 - 3 øµd
 »fÉ«ÑdG π«ãªàdGh .¿ÉàØ∏àîe ¿ÉàdGO

.∂dP øq«Ñj √ÉfOCG
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 هم م تحق هم م تحق

f ] في كل مما يأتي: ◦ g](x) , [ g ◦ f ](x) , [ f ◦ g](3) أوجد
f (x) = 6 x2 - 4, g(x) = x + 2 )2B f (x) = 3x + 1, g(x) = 5 -  x2 )2A

.{x | x ∈ R} هو f ◦ g فإن مجال بما أن مجال كل من g , f في المثال 2 هو مجموعة الأعداد الحقيقية،
g(x) التي تكون صورها g في مجال x يكون مقيدًا بكل قيم f ◦ g فإن مجال g أو مجال f عند وجود قيود على مجال

. f موجودةً في مجال

f في كل من الحالتين الآتيتين: ◦ g ثم أوجد متضمناً القيود الضرورية، f ◦ g حدّد مجال الدالة
f (x) = 1_

x + 1
, g(x) = x2 - 9 )a

f (x) =   1_
x + 1

ثم نجد قيم  g(x) =  x2 لجميع الأعداد الحقيقية، f فإننا نجد قيم 9 - ◦ g لإيجاد مجال
التي تجعل x لذا فإننا نستثني من المجال جميع قيم ≠ g(x)؛ التي يمكن حسابها عندما 1- ،g(x) لجميع قيم
. {x | x ≠ ±2  √"2  , x ∈ R} هو f ◦ g وعليه يكون مجال ، x = ±√"8   = وهي   2"√  ±2 ، x2 - 9 = -1 

:[  f ◦ g](x) نجد الآن
f ◦ g ∞jô©J [ f ◦ g](x) = f  [ g(x)]

g(x) =  x  2 - 9   = f (  x2 - 9) 

f (x) »a x øe k’óH (  x 2 - 9) ¢V uƒY   =   1_
x 2 - 9 + 1

=   1_
x2 - 8

على  f ◦ g ومن ثم يمكن كتابة .x = أو عندما   2"√  ±2 ،x2 _1   غير معرّفة عندما 0 = 8 -
x2 - 8

لاحظ أن

.{x | x ≠ ±2  √"2   , x ∈ R} ومجالها [ f ◦ g](x) =   1_
x2 - 8

الصورة 

f (x) = x2 - 2 , g(x) = √"""x - 3 )b

ونطرح منها 2.  ، g(x)  ثم نربع كل قيمة من قيم .x لجميع قيم x حيث 3 ≤ ، g(x) فإننا نجد قيم f ◦ g لإيجاد
{x | x ≥ 3, x ∈ R}. هو f ◦ g لذا فإن مجال

:[ f ◦ g](x) نجد الآن
f ◦ g ∞jô©J [ f ◦ g](x) = f [ g(x)]

g(x) = √"""x - 3 = f (√"""x - 3  )

f (x) »a x øe k’óH √"""x - 3    ¢V uƒY =   (√"""x - 3  )   2 - 2

§ u°ùH = x - 3 - 2 = x - 5

f في مثالنا مقيد بالشرط  ◦ g إلا أن مجال x هو مجموعة الأعداد الحقيقية، لاحظ أن مجال الدالة 5 -
. {x | x ≥ 3, x ∈ R} ومجالها [ f ◦ g](x) = x لذا فإن دالة التركيب هي 5 - x ؛ ≥ 3

3�oDDالالم يود عل اد دالة التركيب بوجوداإي k7b38)
 :الدالتي التحديد م

 »dÉée ± qô©J º¡ªdG øe
 ¿C’ ;Éª¡Ñ«côJ πÑb ø«àdGódG

 ∫GhódG ä’Éée ≈∏Y Oƒ«≤dG
 AGôLEG ó©H áë°VGh ¿ƒµJ ’ ób

.É¡£«°ùÑJh Ö«côàdG á«∏ªY
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استعمل الحاسبة البيانية لاختبار الإجابة. أدخل الدالة  :التحق
f . فيظهر التمثيل جزءًا من  1(x) = (   √"""x - 3    )  2 - 2

y . استعمل الإمكانات المتاحة في الحاسبة  = x المستقيم 5 -
، ثم على ، البيانيّة بالضغط على مفتاح
لمساعدتك على تحديد  واختر منها ؛

x ويمتد إلى ∞ . f والذي يبدأ عند 3 = ◦ g مجال
هم م تحقهم م تحق

f (x) =   5_x , g(x) =  x2 + x )3B f (x) =   √"""x + 1   , g(x) =  x2 - 1 )3A

إحدى المهارات المهمة عند دراسة التفاضل والتكامل هي إعادة تفكيك الدالة إلى دالتين أبسط منها. أي أنه لتفكيك 
. h مثلًا( بحيث يكون تركيبهما هو f , g( فإنك تجد دالتين ، h دالة مثل

I (x) = x وعلى ألّا تكون أي منهما الدالة المحايدة ، h(x) = [ f ◦ g](x) بحيث يكون f , g أوجد دالتين
في كلٍّ مما يأتي:

h(x) = 2x2 + 20x + 50 )a
h(x) = 2(x 2 + 10x + 25) = 2(x بالتحليل إلى العوامل نكتب الدالة بالشكل: 2 (5 +

: = g(x) ، وعندئذٍ x + 5 , f (x) = 2 x 2 أي أنه يمكننا كتابة h(x) كتركيب للدالتين 
h(x) = 2(x + 5 )  2 = 2[ g(x) ]  2 = f [ g(x)] = [ f ◦ g](x)

h(x) = √""-7x + 9x )b
وكتــابـة: ،g(x) = -7x حيث يمكن اختيار f, g يمكن أن تكتب كتركيب دالتين h لاحظ أن الدالة

  7
- f(x) = 9√x - وعندئذ: ،h(x) =   √""-7x  -     9 (- 7x) _ 7     

  h(x) =   √""-7x -      9 (- 7x) _ 7    =   √""g(x) -   9
(
g(x)

)
_ 7   = f(g(x)) =  [ f o 

g](x)

هم م تحقهم م تحق
h(x) =   1_

x + 7 )4B h(x) =  x2 - 2x + 1 )4A

يمكنك استعمال تركيب دالتين لحل مسائل من واقع الحياة.

مُ إحدى ألعاب الحاسوب بحيث تبدأ بصورة مستطيلة بعداها 60 بكسل في 20 بكسل. ثم  تُصمَّ :á«côM äGôKDƒe
يزداد كل بُعد بمقدار 15 بكسل لكل ثانية.

وتعطي الأخرى عرضه بعد t ثانية. ، L كدالة في عرضه A أوجد دالتين تعطي إحداهما مساحة المستطيل )a

 . L + 40 لذا يمكننا كتابة الطول على الصورة حيث إن طول المستطيل يزيد على عرضه بمقدار 40 بكسل؛
L . وبما أن عرض المستطيل  حيث 20 ≤ ، A(L) = L (L + 40) =  L  2 + 40L أي أن مساحة المستطيل

. t حيث t الزمن بالثواني 0 ≤ ، L(t) = 20 + 15t :إذن يزداد بمقدار 15 بكسل في الثانية الواحدة،
A . وماذا تمثل هذه الدالة؟ ◦ L أوجد )b

A ◦ L ∞jô©J A ◦ L = A[L(t)]

L(t) = 20 + 15t = A(20 + 15t) 

A(L) »a L øe k’óH (20 + 15t) ¢V uƒY = (20 + 15t )  2 + 40(20 + 15t) 

§ u°ùH = 225 t2 + 1200t + 1200

مساحة المستطيل كدالة في الزمن. A ◦ L الدالة تمثّل

4�oDDكتابة الدالة كتركيب دالتي
k7b38)

كتابة الدالة كتركيب 
 :دالتي

 OÉéjEG ∂æµªj ,4a  ∫ÉãªdG »a
ô«Z ø«jôNCG ø«àdGO

  g(h) = x + 5, f(x) =  2x 2

:¿EG å«ëH
 ∂dòch ,h(x) = [ f o g](x)

4b ´ôØ∏d áÑ°ùædÉH ôeC’G

-»�FL£5�o-»�FL£5�oشكل تركيب دالتي عل

مورات حركية
 ójó©dG »a ¿ƒªª°üªdG πª©j

 äGôKDƒe º«ª°üàd ∫ÉªYC’G øe
 RÉØ∏àdG »a πª©à°ùJ á«côM

 ¿CG Öéj Gòd ;ƒjó«ØdG ÜÉ©dCGh
,ø«fÉæa ÜÉ©dC’G ƒªª°üe ¿ƒµj

 äÉ«∏c »a ÉkÑjQóJ º¡Ñ∏ZCG ≈≤∏àjh
.á°ü°üîàe
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f ) للدالتين  + g)(x) , ( f - g)(x) , ( f · g)(x) ,  ( f_
g)(x) أوجد

وحدد مجال كل من الدوال  f (x) , g(x) . في كل مما يأتي،
(1 ∫Éãe) الناتجة:

f (x) = 8 -  x3 2( f (x) =  x2 + 4 1(

g(x) = x - 3     g(x) =   √"x   

f (x) =  x2 + x 4( f (x) =  x2 + 5x + 6 3(

g(x) = 9x     g(x) = x + 2         

f (x) =   6_x            6( f (x) = x - 7 5(

g(x) =  x3 + x   g(x) = x + 7

f (x) =   1_
√"x

  8( f (x) =   x_
4

7(

g(x) = 4  √"x   g(x) =   3_x

f (x) =   √"""x + 6  10( f (x) =   √"""x + 8            9(

g(x) =   √"""x - 4    g(x) =   √"""x + 5   - 3

f ] لكل زوج من الدوال الآتية.   ◦ g](x) , [ g ◦ f  ](x) , [ f ◦ g](6) أوجد
(2 ∫Éãe)

f (x) = 2x - 3 11(
g(x) = 4x - 8

f (x) = -2 x2 - 5x + 1 12(
g(x) = -5x + 6

f (x) =  x2 - 16 13(
g(x) =  x2 + 7x + 11

f (x) = 2 +  x4 14(
g(x) = -x2

(3 ∫Éãe) f لكل زوج من الدوال الآتية: ◦ g ثم أوجد ، f ◦ g د مجال حدِّ

  f (x) =   2_
x - 3 16(   f (x) =   1_

x + 1
15(

g(x) =  x2 + 6   g(x) =  x2 - 4

f (x) =   5_x 18( f (x) =   √"""x + 4  17(

g(x) =   √"""6 - x   g(x) =  x2 - 4   

f (x) =   √"""x + 5  20( f (x) = - 4_
x 19(

g(x) =  x2 + 4x - 1   g(x) =   √"""x + 8  

c حيث ، m(v) =   100_
√"""

1 -   v
2_

c2    
في النظرية النسبية  :á«Ñ°ùædG ájô¶ædG 21(

و m كتلة جسم  سرعة الضوء وتساوي 300 مليون متر في الثانية،
(4 ∫Éãe) .100 kg وكتلته الأصلية يسير بسرعة v متر في الثانية،

ر إجابتك. برِّ هل توجد قيود على مجال الدالة m؟ )a

. m(10) , m(10000) , m(1000000) أوجد )b

صف سلوك طرفي التمثيل البياني للدالة m(v) عندما تقترب  )c
v منc  من اليسار.

اكتب الدالة على صورة تركيب دالتين. )d

½1Ljb.

كم من الوقت يلزم لتصبح مساحة المستطيل 3 أضعاف مساحته الأصلية؟ )c

مساحة المستطيل الأصلي 60 × 20 وتساوي 1200 بكسل. وتصبح مساحة المستطيل 3 أضعاف مساحته 
A]. وبحل المعادلة بالنسبة إلى t تجد أن  ◦ L](t) = 225  t2 + 1200t الأصلية عندما 3600 = 1200 +
وكذلك ليس جزءًا من مجال  ،L(t) وبما أن الزمن السالب ليس جزءًا من مجال . t = t أو 6.88- ≈ 1.55

فإن مساحة المستطيل تتضاعف 3 مرات بعد 1.6 ثانية تقريبًا. دالة التركيب،
هم م تحقهم م تحق

كما  أعلن محل تجاري عن خصم مقداره %15 على ثمن أجهزة الحاسوب لطلاب الجامعات، اأعمال: )5
وزّع قسائم يستفيد حاملها بخصم مقداره 100 ريال من ثمن الحاسوب.

. d و c عبّر عن هذه البيانات بدالتين )5A

d] . وماذا يعني كلٌّ منهما؟ ◦ c](x) و [c ◦ d](x) أوجد )5B

وضح إجابتك. d يعطي سعرًا أقل؟ ◦ c أو c ◦ d أي التركيبين )5C
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على  ، h(x) = [ f ◦ g](x) لكل مما يأتي بحيث يكون f , g أوجد دالتين
(4 ∫Éãe) . I (x) = x ألا تكون أيّ منهما الدالة المحايدة

h(x) =   6_
x + 5 - 8 23( h(x) =   √"""4x + 2   + 7 22(

h(x) = [-3(x - 9)] 25( h(x) = |4x + 8| - 9 24(

h(x) =   (√"x + 4)   3 27( h(x) =  √""5 - x_
x + 2    26(

h(x) =   
√"""4 + x_
x - 2 29( h(x) =   8_

(x - 5 )  2
28(

ويتحرك  ، m kg لجسم كتلته λ يُعطى طول الموجة :ºµdG Éµ«fÉµ«e 30(
حيث h ثابت يساوي  ، λ =   h_

mv بسرعة v متر في الثانية بالدالة
. 6.626 · 1 0  -34

أوجد دالة تمثّل طول الموجة لجسم كتلته kg 25 بدلالة  )a
سرعته.

برر إجابتك. هل توجد قيود على مجال الدالة؟ )b

فأوجد طول الموجة  إذا تحرك الجسم بسرعة 8 أمتار في الثانية، )c
 .h بدلالة

اكتب الدالة في الفقرة a على صورة تركيب دالتين. )d

يعمل شخص في قسم المبيعات في إحدى الشركات  :∞FÉXh 31(
ويتقاضى راتبًا وعمولة سنوية مقدارها %4 من المبيعات التي تزيد 

،  f (x) = x قيمتها على 300000 ريال. افترض أن 300000 -
(5 ∫Éãe) . h(x) = 0.04 x

فهل  إذا كانت قيمة المبيعات (x) تزيد على 300000 ريال، )a
ر إجابتك. برِّ تُمثّل العمولة بالدالة f [h(x)] أم بالدالة h[ f (x)]؟
إذا كانت مبيعاته  أوجد قيمة العمولة التي يتقاضاها الشخص، )b

450000 ريال في تلك السنة.

على  ، h(x) = [ f ◦ g](x) لكلٍّ مما يأتي بحيث يكون f , g أوجد دالتين
. I (x) = x ألا تكون أي من الدالتين الدالة المحايدة

h(x) =   √"""x3 - 4  32(

h(x) =   √"""x - 1   -   4_x 33(

h(x) =   x_
2x - 1

+   √"4_
x 34(

f (0.5) , f (-6) , f (x في كلٍّ مما يأتي مقربًا الناتج إلى أقرب  أوجد (1 +
جزء من عشرة إذا لزم ذلك:

f (x) - g(x) =  x2 + x - 6, g(x) = x + 4 35(

f (x) + g(x) =   2_
x2 +   1_

x
-   1_

3
  , g(x) = 2x 36(

g(x) = f (x) - 18 x2 +   
√"2  _
x , g(x) =   √"""1 - x 37(

في كل مما يأتي: [ f ◦ g ◦ h](x) أوجد
f (x) =   √"""x + 5    39(   f (x) = x + 8 38(

  g(x) =  x2 - 3     g(x) =  x2 - 6 

h(x) =   1_x     h(x) =√"x + 3

فأوجد g(x) في كل حالة مما يأتي: ، f (x) = x إذا كانت 2 + 40(

( f + g)(x) =  x2 + x + 6 )a

( f_
g)(x) =   1_

4
)b

فأوجد g(x) في كلٍّ حالة مما يأتي: ، f (x) =   √"4x إذا كانت  41(

[ f ◦ g](x) = |6x| )a

[ g ◦ f  ](x) = 200x + 25 )b

فأوجد g(x) في كلٍّ حالة مما يأتي: ، f (x) = 4 x2 إذا كان 42(

[ f · g](x) = x )a

[ f · g](x) = 4x )b

أوجد: الممثلين في الشكل أدناه، f (x) , g(x) باستعمال منحنيـي الدالتين

( f - g)(-6) 44( ( f + g)(2) 43(

( f_
g ) (-2) 46( (  f · g)(4) 45(

( g ◦ f )(6) 48( ( f ◦ g)(-4)  47(

y

xO−8

2

4

8

−4

−2

4−4

g(x)

f (x)
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30°C معدل سرعة جزيئات غاز عند درجة v(m) إذا كان :AÉ«ª«c 49(

حيث  ، v(m) =  √
"""""

  
(24.9435)(303)

  __
m بالمتر لكل ثانية تُعطى بالدالة  

m الكتلة المولية للغاز مقاسة بالكيلوجرام لكل مول.
ر معناها. هل توجد قيود على مجال الدالة؟فسِّ )a

أوجد معدل سرعة جزيئات الغاز إذا كانت كتلته المولية  )b
. 30°C 145 كيلوجرامًا لكل مول عند درجة

كيف يتغير معدل سرعة جزيئات غاز عندما تزداد كتلة الغاز  )c
المولية؟

اكتب الدالة على صورة تركيب دالتين. )d

a(x) = [f ◦ g ◦ h](x) بحيث يكون ، f , g , h أوجد ثلًّاث دوال
في كلٍّ مما يأتي:

a(x) =   √"""""(x - 5 )  2 + 8  51( a(x) = (  √"""x - 7   + 4 )  2 50(

  a(x) =   4__  
(  √"x + 3 )  2 + 1

53( a(x) =   3_
(x - 3 )  2 + 4

52(

وحدّد أية قيود على مجال  f لكل زوج من الدوال الآتية، ◦ g , g ◦ f  أوجد
دالة التركيب في كل حالة:

f (x) =   √"""x + 6  55( f (x) =  x2 - 6x + 5 54(

g(x) =   √"""16 +  x2     g(x) =   √"""x + 4   + 3

f (x) =   6_
2x + 1

57( f (x) =   √"x 56(

g(x) =   4_
4 - x

  g(x) =   √"""9 -  x2   

في هذه المسألة سوف تستقصي الدالة  :IOó©àe äÓ«ãªJ 58(
العكسية.

لكل زوج من  f ◦ g أوجد ا: جبريًّ )a
الدوال في الجدول المجاور.

صف العلاقة بين تركيب كل  ا: لفظيًّ )b
زوج من الدوال.

مثّل كل زوج من الدوال في المستوى الإحداثي نفسه، ا: بيانيًّ )c
ثم ارسم محور الانعكاس بإيجاد منتصف القطعة المستقيمة 

الواصلة بين النقاط المتناظرة.

خمّن معادلة محور الانعكاس. ا: لفظيًّ )d

ما الدالة الرئيسة )الأم( التي تساوي كل من  ا: تحليليًّ )e
f ]؟ ◦ g] (x) , [ g ◦ f  ](x)

أوجد g(x) بحيث يكون  تحليليًّا: )f
f ] في كلٍّ مما يأتي. ◦ g] (x) = [ g ◦ f  ] (x) = x

f (x) =  x5 )c f (x) = x - 6 )a

f (x) = 2x - 3 )d f (x) =   x_3 )b

مثّل كلًّاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا باستعمال 
الشكل المجاور. ففي السؤال 59 مثِّل 

f, h, f في المستوى الإحداثي  + h  الدوال
وهكذا في الأسئلة 62- 60: نفسه،

(  f + h)(x) 59(

(h - f )(x) 60(

(  f + g)(x) 61(

(h + g)(x) 62(

باستعمال الشكل الآتي: حدّد مجال كل من دالتي التركيب الآتيتين،
y

xO−8

4

8

8

−8

−4

4−4

f (x)g(x)

( g ◦ f  )(x) 64( ( f ◦ g)(x) 63(



f ) زوجية، ◦ g)(x) حدّد ما إذا كانت الدالة في كلِّ مما يأتي، :ôjôÑJ
أم فردية أم غير ذلك.

f , g دالتان زوجيتان. 66( f , g دالتان فرديتان. 65(

f فردية، g زوجية. 68( f زوجية، g فردية. 67(

f ( x) g (x)
x + 3 x - 3

4x x_
4

 x 3 3√"x  

y

xOf(x)

g(x)

h(x)
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I (x) = x لا تساوي الدالة f أوجد دالة في كلٍّ مما يأتي، : qóëJ
بحيث تحقق الشرط المعطى.

(  f + f  )(x) = x 70( (  f · f  )(x) = x 69(

[ f ◦ f ◦ f  ](x) = x 72( [  f ◦ f  ](x) = x 71(

حدّد ما إذا كانت الجملة الآتية صحيحة أم خاطئة. :ôjôÑJ 73(

ر إجابتك. وبرِّ
f  هي دائمًا  ◦ g فإن ، "إذا كانت f دالة جذر تربيعي و g دالة تربيعية

دالة خطية".

f  ] باستعمال الشكل الآتي: ◦ g](x) كيف تحدد مجال الدالة :ÖàcG 74(

y

xO

g(x)= 1_
x 3

2
1

3

2

4

f (x) = √x 1

k�G}.k0}

بة إلى  أوجد القيم القصوى المحلية والمطلقة لكلٍّ من الدوال الآتية مقرَّ
(1-4 ¢SQódG) ثم حدّد قيم x التي تقع عندها هذه القيم: أقرب جزء من مئة،

f (x) = 2 x3 - 3 x2 + 4

g(x) = -x3 + 5x - 3

f (x) =  x4 +  x3 - 2

حدّد الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية لكل 
(1-3 ¢SQódG) دالة مما يأتي في الفترة المعطاة:

f (x) =   x
2 - 3_

x - 4
   , [-3, 3]

g(x) =   x
2 - 2x - 1_
x2 + 3x

 , [1, 5]

في إحصائية أجريت لعدد الموظفين من الجنسين :ábÓY
كانت نتائجها في أحد المستشفيات لعدة سنوات متتالية،

(1-1 ¢SQódG) الآتي: كما في الجدول
14271428142914301431ال�شنة

)x( 4348545448عدد الاإنا

)y( كور150148137156146عدد ال

مثّل البيانات التي تربط عدد الإناث بعدد الذكور والموجودة )a
في الجدول بيانيًّا.

اكتب مجال العلاقة ومداها. )b

ر إجابتك. برِّ هل تمثّل هذه العلاقة دالة؟ )c

h2©=iNb.

، h(x) = 2(x - 5 )  2  , g(x) =  x2 + 9x إذا كانت 21 +
◦ h]  تساوي: g](x)فإن

x4 + 18 x3 + 113 x2 + 288x + 256 A

2 x4 + 36 x3 + 226 x2 + 576x + 512 B

3 x4 + 54 x3 + 339 x2 + 864x + 768 C

4 x4 + 72 x3 + 452 x2 + 1152x + 1024 D

،f(2)=3,g(3)=2, f(3)=4, g(2)=5 إذا كان
(3)[f◦g]؟ فما قيمة

4 C 2 A

5 D 3 B

75(

76(

77(

78(

79(

80(

81(

82(
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العلاات والدوال العك�شية
Inverse Relations and Functions

يربط الجدول A عدد تذاكر دخول مدينة ألعاب بسعرها، في حين يربط 
الجدول B السعر بعدد التذاكر. لاحظ أن تبديل صفي الجدول A يُعطي 

.B الجدول

B دولال
510152025ال�شعر بالريال

12345عدد التاكر

    
A دولال

12345عدد التاكر

510152025ال�شعر بالريال

  A, B يقال: إن كلاًّ من العلاقتين .B تمثل علاقة عكسية للعلاقة في الجدول A الدالة العك�شية: العلاقة في الجدول
علاقة عكسية للأخرى إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي: إذا كان الزوج المرتب (a, b) ينتمي إلى إحدى العلاقتين؛ فإن 
بتبديل  العكسية  إيجاد علاقتها  فيمكن  بمعادلة،  العلاقة  مُثِّلت  وإذا  العلاقة الأخرى.  إلى  ينتمي   (b, a) المرتب  الزوج 

المتغير المستقل بالمتغير التابع، فمثلًا
العلاة العك�شية

y  2  = x + 4  أو x =  y  2  - 4

x y
5 -3

0 -2

-3 -1

-4 0

-3 1

0 2

5 3   

y

xO

y =    − 4

y =   x

    = x + 4

x 2

y 2

      

العلاة
y =  x  2  - 4

x y
-3 5

-2 0

-1 -3

0 -4

1 -3

2 0

3 5

لاحظ أن كل علاقة من هاتين العلاقتين المتعاكستين هي انعكاس للأخرى حول المستقيم y = x . هذه العلاقة 
صحيحة بين كل منحنيات العلاقات ومنحنيات علاقاتها العكسية.

يتضح من تعريف العلاقة العكسية أنه لكل علاقة يوجد علاقة عكسية، إلا أن اهتمامنا ينصب على الدوال التي تمثّل 
 .  f   -1  ويرمز لها بالرمز ، f ِتمثّل دالة سميت الدالة العكسية لـ f فإذا كانت العلاقة العكسية لدالة . علاقاتها العكسية دوالَّ

لاحظ في التمثيل البياني أعلاه أن العلاقة الأصلية دالة؛ لأنها تحقّق اختبار الخط الرأسي، إلا أن علاقتها العكسية لا 
تحقق هذا الاختبار فهي ليست دالة. وبشكل عام، ليس من الضروري أن تكون العلاقة العكسية دالة.

يقودنا تمثيل العلاقة وعلاقتها العكسية إلى اختبار آخر لتحديد وجود دالة عكسية.

يوجد للدالة f دالة عك�سية   f    -1   اإذا وفقط اإذا كان   :التعبير اللفظ
كل خط اأفقي يتقاطع مع منحنى الدالة عند نقطة 

واحدة على الأأكثر. 

 f  بما اأنه لأ يوجد خط اأفقي يقطع منحنى الدالة مثال: 
باأكثر من نقطة، فاإن الدالة العك�سية  f  -1  موجودة.

نموy

O x

y = f (x)

 در�ستُ اإيجاد تركيب دالتين. 
)الدر�س 1-6(

اأ�ستعملُ اختبار الخط   ■
الأأفقي على منحنى الدالة 

لتحديد اإن كان لهذه الدالة 
دالة عك�سية اأم لأ.

ا  اأجِدُ الدالة العك�سية جبريًّ  ■
وبيانيًّا.

العلاقة العك�سية

inverse relation 

الدالة العك�سية

inverse function

الدالة المتباينة

one-to-one function

¬77'¡¨قالاأ اختبار ال :N}-%}F

 رم الدالة العك�شية: 
يجب األّأ يحدث لب�س بين 

  f    -1 (x) رمز الدالة العك�سية
.1 _ f (x)    ومقلوب الدالة

رابط الدر�س الرقمي
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ثم طبِّق اختبار الخط الأفقي لتحديد إن كانت الدالة العكسية  مثّل كلًّاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانيّة،
موجودة أم لا.

f (x) = |x - 1| )a

يوضّح التمثيل البياني للدالة في الشكل المجاور أنه من الممكن 
f وعليه فإن 1- إيجاد خط أفقي يقطع منحنى f (x) في أكثر من نقطة،

غير موجودة.

g(x) =  x3 - 6 x2 + 12x - 8 )b

يوضّح التمثيل البياني للدالة g(x) في الشكل المجاور أنه من غير 
الممكن إيجاد خط أفقي يقطع منحنى الدالة g(x) في أكثر من نقطة،

وعليه فإن g-1 موجودة.
    

هم م تحقهم م تحق

f (x) =  x2 + 5x - 7 )1B h(x) =   4_x )1A

لأن كل قيمة لـِ x ترتبط بقيمة  إذا حقّقت الدالة اختبار الخط الأفقي سُميت دالة متباينة؛ اإياد الدالة العك�شية:
.x ِترتبط بأكثر من قيمة لـ y ِولا توجد قيمة لـ ،y ِواحدة فقط لـ

. f ا لمجال 1- ا لمدى f-1   ومدى f مساويًّ فإن لها دالة عكسية على أن يكون مجال f مساويًّ إذا كانت الدالة متباينة،

f (x)

f (x)x

f -1(x)

f fI]E

f -1I]E f -1

نتبع الخطوات الآتية: ا، لإيجاد الدالة العكسية جبريًّ

 QÉÑàNG ≈∏Y OÉªàY’ÉH áæjÉÑàe É¡fCG øe ≥≤ëàdÉH IÉ£©ªdG ádGó∏d á«°ùµY ádGO OƒLh øe ≥ q≤ëJ :1 الطوة
.»≤aC’G §îdG

. x , y »©bƒe ∫ qóH ºK , f (x) ¿Éµe y ™°V :2 الطوة

. y ¿Éµe   f   -1(x) ™°V ºK , y ô«¨àª∏d áÑ°ùædÉH ádOÉ©ªdG πM :3 الطوة

 …hÉ°ùj f ióe ¿CGh , f    -1  ióe …hÉ°ùj f ∫Éée ¿CG øq«Hh . f   -1 ∫Éée ≈∏Y •hô°T ájCG ôcPG :4 الطوة
. f    -1 ∫Éée

لذا يجب دراسة  ا قد يكون دالة عكسية للدالة f ؛ يظهرُ من الخطوة الأخيرة أن جزءًا فقط من الدالة التي أوجدتها جبريًّ
. f   -1 عند إيجاد f مجال

1�oDDقالاأ اختبار ال تطبي �¦h¢.
 قالاأ اختبار ال

 áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SG óæY
 ™bGƒªdG ábóH ôÑàNG ,á«fÉ«ÑdG

 QÉÑàNG É¡«a π°ûØj »àdG
∫Éª©à°SÉH »≤aC’G §îdG

  É¡æe ôàNGh

hCG
.ócCÉà∏d á°TÉ°ûdG §Ñ°VG hCG

¬77'¡¨اد الدالة العك�شيةاإي
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وإذا لم يكن ذلك ممكنًا فاكتب  وحدد مجالها والقيود عليه، f   إن أمكن، -1 في كل مما يأتي أوجد الدالة العكسية 
غير موجودة.

f (x) =   x - 1_
x + 2

)a

يوضّح التمثيل البياني المجاور أن منحنى الدالة يحقق اختبار الخط 
وعليه فإن لها دالة عكسية. مجال  لذا فإن f دالة متباينة، الأفقي؛

ومداها f هو (∞ ,2-) ∪ (2- ,∞-) ، الدالة 
هو (∞ ,1) ∪ (1 ,∞-) .

. f والآن أوجد 1-
á«∏°UC’G ádGódG f (x) =   x - 1_

x + 2

f (x) øe k’óH y ¢V uƒY y = x - 1_
x + 2

x , y ø«H ∫ uóH x =
y - 1_
y + 2

™jRƒàdG á«°UÉN ≥ÑW ºK , (y + 2) »a ø«aô£dG Üô°VG xy+ 2x = y - 1 

óMGh ±ôW »a y …ƒëJ »àdG OhóëdG ™°V xy - y = -2x - 1 

™jRƒàdG á«°UÉN y(x - 1) = -2x - 1 

y p `d áÑ°ùædÉH πM y =   -2x - 1_
x - 1

x ≠ 1 ¿CG ßM’ , y øe k’óH  f   -1 (x)  ¢V uƒY f-1 (x) = -2x - 1_
x - 1

f   هو (∞ ,1) ∪ (1 ,∞-) ، يظهر من التمثيل البياني أن مجال 1-
ومداها هو (∞ ,2-) ∪ (2- ,∞-) . أي أن مجال ومدى  f يساويان 

f   على الترتيب. مدى ومجال 1-
. f-1 لذا لا حاجة لفرض قيود على مجال

f (x) =   √"""x - 4  )b

يوضّح الشكل المجاور أن منحنى الدالة يحقق اختبار الخط الأفقي؛
f هو  وعليه فإن لها دالة عكسية. مجال الدالة  f متباينة، لذا فإن الدالة 

.  f-1 4] ومداها (∞ ,0] . أوجد, ∞)

á«∏°UC’G ádGódG f (x) =   √"""x - 4  

f (x) øe k’óH y ¢V uƒY y =   √"""x - 4  

y nh x ø«H ∫ uóH x =   √"""y - 4  

ø«aô£dG ™uHQ x2 = y - 4

y ≈dEG áÑ°ùædÉH πM y =  x2 + 4

y øe k’óH  f -1(x)   ¢V uƒY f-1 (x) =  x2 + 4

f  هو (∞ ,∞-) ، يظهر من التمثيل البياني المجاور أن مجال 1-
ومداها(∞ ,4] . ومن ثم فإننا نفرض قيودًا على مجالها بحيث يكون 

ويبقى مداها (∞ ,4] . والآن يصبح  f وهو (∞ ,0]، ا لمدى  مساويًّ
لذا فإن  f ومجالها على الترتيب؛ -1 f ومداها مساويان لمدى مجال 

. {x| x ≥ 0, x ∈ R} ومجالها  f -1 (x) =  x2 + 4

هم م تحقهم م تحق

f (x) =   √"""x2 - 20  )2C f (x) =   x + 7_
x )2B f (x) = -16 +  x3 )2A

2�oDDا اإياد الدالة العك�شية جبريًّ :N}-%}F

الدوال القابلة للعك�س:
 É¡àdGO ¿ƒµJ »àdG ádGó∏d ∫É≤j
 á∏HÉb ádGO :IOƒLƒe á«°ùµ©dG

.¢ùµ©∏d
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لذا فإنه يمكننا تعريف الدوال العكسية باستعمال عملية  f   تلغي عمل الدالة  f والعكس صحيح؛ -1 إن الدالة العكسية 
التركيب بينهما.

:¿É«JB’G ¿ÉWô°ûdG ≥≤ëJ GPEG §≤ah GPEG ,iôNCÓd á«°ùµY ádGO , f -1 h f ø«àdGódG øe πc ¿ƒµJ
.   f -1 (x) ∫Éée »a x º«b ™«ªéd f [  f -1 (x)] = x •

. f (x) ∫Éée »a x º«b ™«ªéd f -1 [f (x)] = x •

f   هو الدالة المحايدة. وتُستعملُ هذه الحقيقة للتحقق من أن كلاًّ من الدالتين دالة عكسية  -1 لاحظ أن تركيب  f و 
للأخرى.

g(x) دالة عكسية للأخرى. =   6_x f (x)  و 4 + =   6_
x - 4 

ا أن كلًّاًّ من الدالتين  أثبت جبريًّ
. g[ f (x)] = x  َو  f [g(x)] = x  أثبت أن

g[ f (x)] = g( 6_
x - 4 ) f [g(x)] = f  (6_

x + 4 )
= 6_

( 6_
x - 4 )

+ 4 =   6_
(6_

x + 4 ) - 4

= x - 4 + 4 = x =   6_
(6_

x)
= x

فإن كلاًّ من الدالتين f (x), g(x) تكون دالة  ، f [g(x)] = g[ f (x)] = x بما أن
عكسية للأخرى. ويؤكد التمثيل البياني المجاور هذه الإجابة حيث تنتج كل دالة 

. y = x من الأخرى بالانعكاس حول المستقيم
هم م تحقهم م تحق

ا أن كلًّاًّ من الدالتين f, g تمثل دالة عكسية للأخرى في كل مما يأتي: أثبت جبريًّ
f (x) =  x2 + 10 , x ≥ 0 , g(x) =   √"""x - 10  )3B f (x) = 18 - 3x , g(x) = 6 -   x_3 )3A

إلا أنه يمكننا تمثيل منحنى الدالة العكسية بانعكاس  ا لمعظم الدوال المتباينة، من الصعب إيجاد الدالة العكسية جبريًّ
. y = x الدالة الأصلية حول المستقيم

. f  -1(x) في الشكل 1.7.3 لتمثيل f (x) استعمل التمثيل البياني للدالة
. أوجد صور هذه النقاط بالانعكاس  f (x) وعيّن بعض النقاط على منحنى .y = x مثِّل بيانيًّا المستقيم

y = x حول المستقيم f (x) ثم صل بينها بمنحنى كصورة في مرآة لمنحنى الدالة .y = x حول المستقيم
)الشكل 1.7.4(.

y

x

y = f -1(x)

y = f (x)

y = x

ال�شكل 1.7.4 ال�شكل 1.7.3        

y

xO

y = f(x)

¬77'¡¨تركيب الدالة ودالتها العك�شية

3�oDDبات اأن كل دالة تمثل دالة عك�شية للاأخراإ

k7b38)
الدالة العك�شية والقيم 

الق�شو
 ádGO á∏°üàªdG ádGó∏d ¿ƒµj

 øµj ºd GPEG §≤ah GPEG ,á«°ùµY
 iô¨°U hCG ≈ª¶Y º«b É¡d

 º«b ádGó∏d ¿Éc GPEÉa .á«∏ëe
 ¿EÉa á«∏ëe iô¨°U hCG ≈ª¶Y

 §îdG QÉÑàNÉH π°ûØJ ádGódG
 ádGO ¿ƒµJ ’ ºK øeh ,»≤aC’G

.áæjÉÑàe

4�oDDا اإياد الدالة العك�شية بيانيًّ
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هم م تحقهم م تحق
استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتمثيل الدالة العكسية لها بيانيًّا:

)4B )4Ay

xO

60

40

20

4020 60

y = g (x)

y

x

y = f (x)

ويعمل في الأسبوع عددًا من الساعات لا يقل عن 40 يتقاضى شخص 16 ريالًا عن كل ساعة عمل، :∫ÉªYCG
ويتقاضى أجرًا إضافيًّا مقداره 24 ريالًا عن كل ساعة عمل إضافية تزيد على  ساعة ولا يزيد على 105 ساعات،

. f (x) = 640 + 24(x ساعة عمل بالدالة (40 - x ـ40 ساعة. ويمكن حساب دخله الأسبوعي مقابل  ال
ثمَّ أوجدها. f  موجودة، -1 (x) أثبت أن )a

f (x) = 640 + 24x يمكننا تبسيط الدالة لتصبح 960 -
. f (x) = 24x أو 320 -

لذا فإن f (x) دالة  يحقق منحنى الدالة f (x) اختبار الخط الأفقي؛
: f -1 (x) وعليه تكون دالتها العكسية موجودة. أوجد متباينة،

á«∏°UC’G ádGódG f (x) = 24x - 320
f (x) øe k’óH y ¢V uƒY y = 24x - 320

y h x ø«H ∫ uóH x = 24y - 320
ø«aô£dG ≈dEG 320 ∞°VCG x + 320 = 24y

y ≈dEG áÑ°ùædÉH πM y = x + 320_
24

y øe k’óH f   -1 (x)   ¢V uƒY f  -1 (x) = x + 320_
24

ماذا تمثّل كل من x و f  -1 (x)   في الدالة العكسية؟ )b

f عدد ساعات العمل الأسبوعية. -1 (x) وتمثّل في الدالة العكسية تمثّل x الدخل الأسبوعي بالريال،
ح إجابتك. وضِّ f  إن وجدت؟ -1 (x) ومجال  f (x) حدّد القيود المفروضة على مجال )c

هو f (x)لذا فإن مجال الحد الأدنى لساعات العمل الأسبوعية هو 40 ساعة. والحد الأعلى 105 ساعات؛
وهو مجال  ، [640, 2200] هو f (x) فإن مدى ، f (40) = 640 ,  f (105) = 2200 و بما أن .[40, 105]

.  f  -1(x) الدالة
أوجد عدد الساعات التي عملها الشخص في أسبوع كان دخله فيه 760 ريالًا. )d

f  أي أن الشخص عمل 45 ساعة في هذا الأسبوع. -1 (760) =   760 + 320_
24

= 45

هم م تحقهم م تحق
فإذا خصّص  يتبقى لأحمد بعد سداد أقساط منزله وبعض الالتزامات %65 من راتبه الشهري، :ô«aƒJ )5

فإن مقدار التوفير  وقدّر أن بإمكانه توفير %20 من المبلغ المتبقي تقريبًا، منها 1800 ريال لنفقات المعيشة،
f (x) = 0.2(0.65x ، حيث x الراتب الشهري. الشهري يعطى بالدالة: (1800 -

ثم أوجدها. f  موجودة، -1 (x)  أثبت أن )5A

ماذا تمثّل كل من x ,   f  -1 (x)  في الدالة العكسية؟ )5B

ر إجابتك. f (x) ,  f إن وجدت. وبرِّ -1 (x) حدد أية قيود على كل من مجال )5C

فأوجد راتبه الشهري. إذا وفّر أحمد 500 ريالًا في الشهر، )5D

-»�FL£5�o-»�FL£5�oا�شتعمال الدالة العك�شية

 ¬fCG ≈∏Y áµ∏ªªdG »a πª©dG ΩÉ¶f ¢üæj
 Év«∏©a kÓ«¨°ûJ πeÉ©dG π«¨°ûJ Rƒéj ’"

 GPEG óMGƒdG Ωƒ«dG »a äÉYÉ°S 8 øe ôãcCG
,»eƒ«dG QÉ«©ªdG πª©dG ÖMÉ°U óªàYG

 QÉ«©ªdG óªàYG GPEG áYÉ°S 48 øe ôãcCG hCG
".»YƒÑ°SC’G�
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¬=¨h7'¹2b¬=¨h7'¹2b

k7b38)

الدالة الطية:
 ≈æëæe ¿CÉH ºµëdG ∂æµªj

 QÉÑàNG ≥≤ëj á«£îdG ádGódG
 áLÉëdG ¿hO »≤aC’G §îdG

.¬ª°SQ ≈dEG
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مثّل كلًّاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية، ثم طبق اختبار 
(1 ∫Éãe) .الخط الأفقي لتحديد إن كانت الدالة العكسية موجودة، أم لا

y =  x  2  - 16x + 64  2(  y =  x  2  + 6x + 9  1(  

y = 4  4(  y = 3x - 8  3(  

y = -4 x  2  + 8  6(  y =   √ """ x + 4   5(  

y =   1 _ 
4
   x  3  8(  y =   8 _ 

x + 2   7(  

أوجد الدالة العكسية   f   -1   في كلٍّ مما يأتي إن أمكن، وحدّد مجالها 
(2 ∫Éãe) .والقيود عليه، وإذا لم يكن ذلك ممكنًا فاكتب غير موجودة

f (x) = 4 x  5  - 8 x  4  10(  f(x) = -3 x  4  + 6 x  2  - x  9(  

f (x) =   √ """ 6 -  x  2    12(  f (x) =   √ """ x + 8   11(  

f(x) =   x - 6 _ x   14(  f (x) = |x - 6|  13(  

f(x) =   7 _ 
  √ """ x + 3  

   16(  f (x) =   6 _ 
  √ """ 8 - x  

   15(  

f(x) = |x + 1| + |x - 4|  18(  f(x) =   x + 4 _ 3x - 5   17(  

 y = 1.6x بالكيلومتر لكل ساعة بالدالة y تُعطى سرعة جسم :áYô°S  19(  
(2 ∫Éãe) .سرعة الجسم بالميل لكل ساعة x حيث

أوجد الدالة العكسية لـِ y، وماذا يمثّل كل متغير فيها؟  )a  

مَثّل كلاًّ من الدالتين في المستوى الإحداثي نفسه.  )b  

ا أن كلًّاًّ من الدالتين  f , g  تمثل دالة عكسية للأخرى في كلٍّ مما  أثبت جبريًّ
(3 ∫Éãe) :يأتي

f (x) = -3 x  2  + 5 , x ≥ 0  21(  f (x) = 4x + 9  20(  

g(x) =  √ ""   5 - x _ 
3
      g(x) =   x - 9 _ 

4
    

f (x) =  (x + 8)  
  3 _ 2  
  23(  f (x) =    x  2  _ 

4
   + 8 , x ≥ 0  22(  

g(x) =  x  
  2 _ 3  
  - 8 , x ≥ 0   g(x) =   √ """ 4x - 32    

  f (x) =   x - 6 _ 
x + 2   25(  f (x) = 2 x  3  - 6  24(  

g(x) =   2x + 6 _ 
1 - x

    g(x) =   3
 

√ ""   x + 6 _ 
2
      

AÉjõ«a: تُعطى طاقة الحركة لجسم متحرك بالجول بالدالة   26(  
 f (x) = 0.5m x  2 حيث m كتلة الجسم بالكيلوجرام و x سرعة 

(3 ∫Éãe) .الجسم بالمتر لكل ثانية
أوجد f    -1 (x)   للدالة f (x) . وماذا يعني كل متغير فيها؟  )a  

أثبت أن كلاًّ من الدالتين f (x)  وَ f    -1 (x)   التي حصلت عليها   )b  
تمثل دالة عكسية للأخرى.

مَثِّل كلاًّ من  f (x) ,   f    -1 (x)  على الشاشة نفسها من الحاسبة   )c  
البيانية عندما تكون كتلة الجسم كيلو جرام واحد.

استعمل التمثيل البياني أدناه المعطى لكل دالة لتمثل الدالة العكسية لها:  
(4 ∫Éãe)

 28(   27(  y
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8

4

4 8

y = g(x)

x

  

y

O
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y = f (x)

x

  

 30(   29(  y

O
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4 8

y = g(x)

x

  

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y = f (x)

x

  

FÉXh∞: يعمل فالح في أحد محلات بيع الأحذية خارج أوقات   31(  
دوامه الرسمي مقابل راتب مقداره 420 ريالًا في الأسبوع، ويتقاضى 

أيضًا عمولة مقدارها %5 من قيمة المبيعات. أي أن ما يتقاضاه 
ا يُعطى بالدالة f (x) = 420 + 0.05x  حيث تمثل x قيمة  أسبوعيًّ

(5 ∫Éãe) .المبيعات
أثبت أن الدالة f   -1 (x)  موجودة، ثم أوجدها.  )a  

ماذا تمثّل كل من x ,   f   -1 (x) في الدالة العكسية؟  )b  

حدد أية قيود على كل من مجال f (x) ,   f   -1 (x)  إن وجدت.   )c  
وبرر إجابتك.

أوجد قيمة مبيعات فالح في الأسبوع الذي يتقاضى فيه   )d  
720 ريالًا. 

حدّد ما إذا كانت الدالة العكسية موجودة في كلٍّ مما يأتي أم لا.
 33(   32(  

 35(   34(  

½1Ljb.
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وإذا لم تكن  f  -1   في كل مما يأتي إذا كانت موجودة، كون جدولًا للدالة 
فاذكر السبب. موجودة،

36(x -6 -4 -1 3 6 10

f ( x) -4 0 3 5 9 13

37(x -3 -2 -1 0 1 2

f ( x) 14 11 8 10 11 16

f (x) =   9_5   x للتحويل من  تُستعمل الدالة 32 + :IQGôM äÉLQO 38(
درجات الحرارة السيليزية إلى درجات الحرارة الفهرنهايتية،

= k(x) للتحويل من درجات  5_
9  (x وتُستعمل الدالة (459.67 +

الحرارة الفهرنهايتية إلى درجات الحرارة المطلقة )كلفن(.
وماذا تمثّل هذه الدالة؟ ، f أوجد  1- )a

ومثّل منحناهما  أثبت أن كلاًّ من  f ,   f  -1  دالة عكسية للأخرى، )b
على الشاشة نفسها في الحاسبة البيانية.

وماذا تمثّل هذه الدالة؟ ،(k ◦ f  )(x) أوجد )c

فأوجد درجة الحرارة المطلقة  ،60°C إذا كانت درجة الحرارة )d
المقابلة لها.

ضع قيودًا على مجال كل دالة من الدوال الآتية حتى تصبح دالة متباينة. ثم 
أوجد الدالة العكسية لها:

40( 39(

42( 41(

تحتاج فاطمة إلى 75 زهرة لتزيين قاعة في إحدى المناسبات، :QÉgRCG 43(
فإذا كان بإمكانها شراء قرنفل بسعر 3 ريالات للزهرة الواحدة وشراء 

فأجب عما يأتي: جوري بسعر 5 ريالات للزهرة الواحدة،
اكتب دالة تمثّل التكلفة الكلية لشراء الأزهار. )a

؟ أوجد الدالة العكسية لدالة التكلفة. وماذا يمثّل كل متغير فيها )b

ومجال الدالة العكسية لها. حدّد مجال دالة التكلفة، )c

فكم زهرة  إذا كانت التكلفة الكلية لشراء الأزهار 305 ريالات، )d
من القرنفل اشترت؟

: f ,   f  -1 فاكتب المجال والمدى لكل من f  -1   موجودة، إذا كانت الدالة 
f (x) =   √"""x - 6  44(

f (x) =  x2 + 9 45(

f (x) =   3x + 1_
x - 4

46(

f (x) =   8x + 3_
2 x - 6 47(

f  ,   f في  -1 ثم مثّل  إن أمكن، أوجد الدالة العكسية في كلٍّ مما يأتي،
مستوى إحداثي واحد. و اذكر أية قيود على المجال:

f (x) =




  x2    , -4 ≥ x
-2x + 5 , -4 < x

48(

f (x) =




-4x + 6 , -5 ≥ x
 2x - 8   , -5 < x

49(

أعلنت شركة لبيع أجهزة الهاتف المحمول عن عرض  :ä’É°üJG 50(

مبين في الشكل أدناه. فكانت الشركة تخصم 50 ريالًا وتمنح تخفيضًا 
مقداره %10 من سعر الجهاز الأصلي.

اكتب دالة r لسعر الجهاز بدلالة سعره الأصلي إذا تم خصم  )a
50 ريالًا فقط.

اكتب دالة d لسعر الجهاز بدلالة سعره الأصلي إذا تم منح  )b
التخفيض (%10) فقط.

T إذا تم التخفيض ثم الخصم. = r ◦ d اكتب قاعدة تمثّل )c

وماذا تمثّل؟ ، T أوجد 1- )d

إذا كانت التكلفة الكلية لشراء جهاز بعد التخفيض ثم الخصم  )e
فكم يكون سعره الأصلي؟ 760 ريالًا،

f (x) = 8 x فأوجد: - 4 , g (x) = 2 x إذا كانت 6 +
(f -1 ◦ g -1)  (x) 51(

(g -1 ◦ f -1)  (x) 52(

(  f ◦ g)  -1  (x) 53(

( g ◦ f  )  -1  (x) 54(

y
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f (x) =    − 6x2
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)IOó©àe äÓ«ãªJ  55: سوف تستقصي في هذه المسألة وجود أو   
عدم وجود دالة عكسية لكلٍّ من الدالة الزوجية والدالة الفردية.

ا منحنيات ثلاث دوال زوجية مختلفة. هل  ا: مثل بيانيًّ بيانيًّ  )a  
تحقق هذه الدوال اختبار الخط الأفقي؟

ا: كون تخمينًا حول وجود أو عدم وجود دالة عكسية  تحليليًّ  )b  
للدالة الزوجية. أثبت صحة تخمينك بالطريقة الجبرية أو انفِه.

ا منحنيات ثلاث دوال فردية مختلفة. هل تحقق  ا: مثل بيانيًّ بيانيًّ  )c  
هذه الدوال اختبار الخط الأفقي؟

ا: كون تخمينًا حول وجود أو عدم وجود دالة عكسية  تحليليًّ  )d  
للدالة الفردية. أثبت صحة تخمينك بالطريقة الجبرية أو انفِه.



ôjôÑJ: إذا كان للدالة f صفرًا عند 6، ولها دالة عكسية ، فما الذي   56(  
يمكنك معرفته عن منحنى الدالة   f   -1 ؟

ÖàcG: وضح القيود التي يجب وضعها على مجال الدالة التربيعية   57(  
ليكون لها دالة عكسية. وضّح بمثال.

ر إجابتك. ôjôÑJ: هل العبارة الآتية صحيحة أم خاطئة. برِّ  58(  

   “يوجد دالة عكسية لكل دالة خطية ”
. a فأوجد قيمة ، f (x) =  x   3  - a ,   f  -1  (23) = 3 إذا كانت : qóëJ  59(  

ôjôÑJ: هل توجد دالة f (x) تحقق اختبار الخط الأفقي، وتحقق   60(  
∞→lim  x   في الوقت نفسه؟

  f (x) = 0 ,   lim  x→-∞
  f (x) = 0  المعادلتين

k�G}.k0}

لكل زوج من الدوال الآتية، أوجد f ◦ g , g ◦ f ، ثم أوجد مجال دالة 
(1-6 ¢SQódG) :التركيب

f (x) =  x  2  - 9  61(  

g(x) = x + 4   

f (x) =   1 _ 2  x - 7  62(  

g(x) = x + 6   

استعمل منحنى الدالة الرئيسة )الأم( المعطاة لوصف منحنى كل دالة 
(1-5 ¢SQódG) :مرتبطة بها لكلٍّ مما يأتي

f (x) =  x  2  63(  

y =  (0.2x)  2  )a  

y =  (x - 5)  2  - 2  )b  

y = 3 x  2  + 6  )c  

f (x) =  x  3  64(  

y =   x  3  + 3  )a  

y = - (2x)  3  )b  

y = 0.75 (x + 1)  3  )c  

f (x) = |x|  65(  

y = |2x|  )a  

y = |x - 5|  )b  

y = |3x + 1| - 4  )c  

أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة فيما يأتي في الفترة المعطاة:  
(1-4 ¢SQódG)

 f (x) =  x   3  - x, [0, 3]  66(  

 f (x) =  x   4  - 2 x + 1, [-5, 1]  67(  

h2©=iNb.

أي الدوال الآتية تمثّل الدالة العكسية للدالة    f (x) =   3x - 5 _ 2 ؟   

g(x) =    2x + 5 _ 
3
   A  

g(x) =   3x + 5 _ 2   B  

g(x) = 2x + 5  C  

g(x) =   2x - 5 _ 3   D  

ا، فأي العبارات الآتية     إذا كان كل من m و n عددًا صحيحًا فرديًّ
صحيحة؟

m  2  +  n  2  )I  عدد زوجي

m  2  +  n  2  )II  يقبل القسمة على 4  

2  )III  (m + n)  يقبل القسمة على 4  

كلها غير صحيحة   A  

I فقط  B  

I و II فقط صحيحتان  C  

I و III فقط صحيحتان  D  

68(

69(
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مفاهيم اأ�شا�شية
)1-1 )الدرس الدوال

 á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée øe á©FÉ°ûdG á«FõédG äÉYƒªéªdG •
 OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG ô«Z OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG OGóYC’G :»g

.á«©«Ñ£dG OGóYC’G ,á«∏µdG OGóYC’G ,áë«ë°üdG
 »a §≤a óMGh ô°üæ©H É¡dÉée »a ô°üæY πc §HôJ ábÓY »g ádGódG •

.ÉgGóe
.»°SCGôdG §îdG QÉÑàNG ádGO …CG ≈æëæe ≥≤ëj •

)1-2 )الدرس تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاات
, x QƒëªdG hCG , y QƒëªdG ∫ƒM ká∏KÉªàe äÉ«æëæªdG ¿ƒµJ ób •

.π°UC’G á£≤f hCG
 ájOôØdG ádGódGh , y QƒëªdG ∫ƒM á∏KÉªàe á«LhõdG ádGódG •

.π°UC’G á£≤f ∫ƒM á∏KÉªàe
الات�شال و�شلو طر التمثيل البيان والنهايات

)1-3 )الدرس
 ÉeóæY L IóMGh áª«b øe Üôà≤J f (x) ádGódG º«b âfÉc GPEG •

 ÉeóæY f (x) ájÉ¡f ¿EG :∫ƒ≤æa ,ø«à¡édG øe c øe x Üôà≤J
. lim  

x→c
  f (x) = L ÖàµJh . L …hÉ°ùJ c øe x Üôà≤J

 hCG ,»FÉ¡f’ ƒg ∫É°üJ’G ΩóY ´ƒfh ,á∏°üàe ô«Z ádGódG ¿ƒµJ ób •
.ádGREÓd πHÉb hCG ,…õØb

)1-4 )الدرس القيم الق�شو ومتو�ش معدل التير
.áæ«©e äGôàa ≈∏Y káàHÉK hCG ká°übÉæàe hCG kIójGõàe ÉeEG ádGódG ¿ƒµJ •

 iô¨°üdGh ,á«∏ëªdG ≈ª¶©dG áª«≤dG iƒ°ü≤dG º«≤dG øª°†àJ •
.á≤∏£ªdG iô¨°üdGh ,á≤∏£ªdG ≈ª¶©dGh ,á«∏ëªdG

 IóYÉ≤dÉH ø«à£≤f ø«H ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe ≈£©j •

msec =
f (  x2 ) - f (  x1 )__

x2 -  x1

)الاأم( والتحويلات الهند�شية الدالة الري�شة
)1-5 )الدرس

: (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG ≈∏Y á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdG øª°†àJ
.OóªàdG ,¢SÉµ©f’G ,ÜÉë°ùf’G

)1-6 )الدرس الدوال وتركيب دالتي العمليات عل
 èàæj ø«àdGO …CG Ö«côJh ,áª°ùbh ,Üô°Vh ,ìôWh ,™ªL π°UÉM ¿EG

. kIójóL ∫GhO
)1-7 )الدرس العلاات والدوال العك�شية

 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY A , B ø«àbÓ©dG øe wπc ¿ƒµJ •
.iôNC’G »a (a, b) óLƒj ¬fEÉa ÉªgGóMEG »a (b, a) óLh

 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY  f ,   f  -1 ø«àdGódG øe wπc ¿ƒµJ •
. f [   f  -1  (x)] = x ,  f -1 [  f (x)] = x ¿Éc

المفردات
(10 .¢U) áYƒªéª∏d Iõ«ªªdG áØ°üdG

(11 .¢U) IôàØdG õeQ
(11 .¢U) ádGódG

(13 .¢U) ádGódG õeQ
(13 .¢U) π≤à°ùªdG ô«¨àªdG

(13 .¢U) ™HÉàdG ô«¨àªdG
(14 .¢U) ∞jô©àdG IOó©àe ádGódG

(20 .¢U) QÉØ°UC’G
(20 .¢U) QhòédG

(21 .¢U) º«≤à°ùe ∫ƒM πKÉªàdG
(21 .¢U) á£≤f ∫ƒM πKÉªàdG

(23 .¢U) á«LhõdG ádGódG
(23 .¢U) ájOôØdG ádGódG

(28 .¢U) á∏°üàªdG ádGódG
(28 .¢U) ájÉ¡ædG

(28 .¢U) á∏°üàªdG ô«Z ádGódG
(28 .¢U) »FÉ¡fÓdG ∫É°üJ’G ΩóY

(28 .¢U) …õØ≤dG ∫É°üJ’G ΩóY
 πHÉ≤dG ∫É°üJ’G ΩóY

(28 .¢U) ádGREÓd
 πHÉb ô«Z ∫É°üJ’G ΩóY

 (31 .¢U) ádGREÓd
 π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S

(32 .¢U) »fÉ«ÑdG
(38 .¢U) IójGõàªdG

(38 .¢U) á°übÉæàªdG

(38 .¢U) áàHÉãdG
(40 .¢U) áLôëdG á£≤ædG

(40 .¢U) ≈ª¶©dG
(40 .¢U) iô¨°üdG
(40 .¢U) iƒ°ü≤dG

(42 .¢U) ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe
(42 .¢U) ™WÉ≤dG

(48 .¢U) (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG
(48 .¢U) áàHÉãdG ádGódG

(48 .¢U) IójÉëªdG ádGódG
(48 .¢U) á«©«HôàdG ádGódG
(48 .¢U) á«Ñ«©µàdG ádGódG

(48 .¢U) »©«HôàdG QòédG ádGO
(48 .¢U) Üƒ∏≤ªdG ádGO

(49 .¢U) á≤∏£ªdG áª«≤dG ádGO
(49 .¢U) á«LQódG ádGódG

(49 .¢U) í«ë°U OóY ôÑcCG ádGO
(49 .¢U) »°Sóæ¡dG πjƒëàdG

(50 .¢U) ÜÉë°ùf’G
(50 .¢U) ¢SÉµ©f’G

(52 .¢U) OóªàdG
(59 .¢U) ø«àdGO Ö«côJ

(66 .¢U) á«°ùµ©dG ábÓ©dG
(66 .¢U) á«°ùµ©dG ádGódG

(67 .¢U) áæjÉÑàªdG ádGódG

اختبر مفردات
وإذا كانت  حدّد ما إذا كانت كل جملة مما يأتي صحيحة أو غير صحيحة،

فاستبدل المفردة التي تحتها خط حتى تصبح صحيحة. غير صحيحة،

تعين الدالة لكل عنصر في مجالها عنصرًا واحدًا فقط في مداها.
المنحنيات المتماثلة حول نقطة يمكن تدويرها °180 حول النقطة،

فتبدو كأنها لم تتغير.
للدالة الفردية نقطة تماثل.

لا يتضمن منحنى الدالة المتصلة فجوةً أو انقطاعًا.
. y الدالة الفردية متماثلة حول المحور

الدالة f (x) التي تتناقص قيمها مع تزايد قيم x تسمى دالةً متناقصةً.
تتضمن القيم القصوى لدالة قيمًا عظمى محليةً أو صغرى محليةً.

انسحاب المنحنى عبارة عن صورة مرآة للمنحنى الأصلي حول مستقيم.
تحقق الدالة المتباينة اختبار الخط الأفقي.

الدالة المتباينة لها محور تماثل.

المفردات

دليل الدرا�شة و المراجعة

���x

1(
2(

3(
4(
5(
6(
7(
8(
9(

10(

مل�س الدرو�س

حدد ما إذا كانت y دالة في x أم لا: في كل علًّاقة مما يأتي،
y3 - x = 4 3x - 2y = 18

فأوجد كلًّاًّ من القيمتين الآتيتين: ، f (x) =  x2 - 3x إذا كانت 4 +
f (-3x) f (5) 

أوجد مجال كل دالة من الدوال الآتية:
g(x) = √"""6x - 3 f (x) = 5x2 - 17x + 1

v(x) = x_
x2 - 4

h(a) = 5_
a + 5

y2   حدد ما إذا كانت y تمثل دالة في x أم لا: - 8 = x  في العلًّاقة
.y حل بالنسبة إلى

á«∏°UC’G ádGódG y2 - 8 = x

ø«aô£∏d 8 ∞°VCG    y2 = x + 8 

ø«aô£∏d »©«HôàdG QòédG òN y = ±√"""x + 8  

أكبر من  x لأن كل قيمة لـ y لا تمثّل دالة في المتغير x ؛ في هذه العلاقة،
.y 8- ترتبط بقيمتين من قيم

.g(2) فأوجد ، g(x) = -3 x2 + x إذا كانت 6 -
. -3 x2 + x عوض 2 مكان x في العبارة:  6 -
x = 2 g (2) = -3  (2) 2 + 2 - 6

§ u°ùH = -12 + 2 - 6 = -16

استعمل التمثيل البياني لإيجاد مجال كل دالة ومداها في كل مما يأتي:

والأصفار لكل دالة مما يأتي: ، y أوجد المقطع
f (x) = x2 - 6x - 27 f (x) = 4x - 9     
f (x) = √"""x + 2 - 1   f (x) = x3 - 16x

f (x) =  x3 - 8 x2 + 12x استعمل التمثيل البياني للدالة
ا. لإيجاد مقطعها y وأصفارها. ثم أوجد هذه القيم جبريًّ

ا: التقدير بيانيًّ

يتضح من الشكل أن منحنى f (x) يقطع 
y عند (0 ,0)؛ لذا فإن المقطع y المحور

هو 0 .
المقاطع x )أصفار الدالة( تبدو قريبةً من 

. 0, 2, 6

ا: الحل جبريًّ
. f (0) أوجد ، y لإيجاد المقطع

f (0) =  0  3 - 8 ·  0  2 + 12 · 0 = 0

حلل المعادلة المرتبطة بالدالة إلى العوامل x لإيجاد أصفار الدالة.
0 = x( x2 - 8x + 12)

= x (x - 2) (x - 6)

أصفار الدالة  f هي 6 , 2 , 0 .

1�oDD

1-1)17 - 10 )ال�شفحات الدوال

12( 11(

y

xO

14( x y
5 7

7 9

9 11

11 13

13(

16( 15(

18( 17(

20( 19(

2�oDD

3�oDD

)ال�شفحات 18 - 27(1-2 تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاات
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f (x) = x3 − 8x2 + 12x
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مفاهيم اأ�شا�شية
)1-1 )الدرس الدوال

 á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée øe á©FÉ°ûdG á«FõédG äÉYƒªéªdG •
 OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG ô«Z OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG OGóYC’G :»g

.á«©«Ñ£dG OGóYC’G ,á«∏µdG OGóYC’G ,áë«ë°üdG
 »a §≤a óMGh ô°üæ©H É¡dÉée »a ô°üæY πc §HôJ ábÓY »g ádGódG •

.ÉgGóe
.»°SCGôdG §îdG QÉÑàNG ádGO …CG ≈æëæe ≥≤ëj •

)1-2 )الدرس تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاات
, x QƒëªdG hCG , y QƒëªdG ∫ƒM ká∏KÉªàe äÉ«æëæªdG ¿ƒµJ ób •

.π°UC’G á£≤f hCG
 ájOôØdG ádGódGh , y QƒëªdG ∫ƒM á∏KÉªàe á«LhõdG ádGódG •

.π°UC’G á£≤f ∫ƒM á∏KÉªàe
الات�شال و�شلو طر التمثيل البيان والنهايات

)1-3 )الدرس
 ÉeóæY L IóMGh áª«b øe Üôà≤J f (x) ádGódG º«b âfÉc GPEG •

 ÉeóæY f (x) ájÉ¡f ¿EG :∫ƒ≤æa ,ø«à¡édG øe c øe x Üôà≤J
. lim  

x→c
  f (x) = L ÖàµJh . L …hÉ°ùJ c øe x Üôà≤J

 hCG ,»FÉ¡f’ ƒg ∫É°üJ’G ΩóY ´ƒfh ,á∏°üàe ô«Z ádGódG ¿ƒµJ ób •
.ádGREÓd πHÉb hCG ,…õØb

)1-4 )الدرس القيم الق�شو ومتو�ش معدل التير
.áæ«©e äGôàa ≈∏Y káàHÉK hCG ká°übÉæàe hCG kIójGõàe ÉeEG ádGódG ¿ƒµJ •

 iô¨°üdGh ,á«∏ëªdG ≈ª¶©dG áª«≤dG iƒ°ü≤dG º«≤dG øª°†àJ •
.á≤∏£ªdG iô¨°üdGh ,á≤∏£ªdG ≈ª¶©dGh ,á«∏ëªdG

 IóYÉ≤dÉH ø«à£≤f ø«H ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe ≈£©j •

msec =
f (  x2 ) - f (  x1 )__

x2 -  x1

)الاأم( والتحويلات الهند�شية الدالة الري�شة
)1-5 )الدرس

: (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG ≈∏Y á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdG øª°†àJ
.OóªàdG ,¢SÉµ©f’G ,ÜÉë°ùf’G

)1-6 )الدرس الدوال وتركيب دالتي العمليات عل
 èàæj ø«àdGO …CG Ö«côJh ,áª°ùbh ,Üô°Vh ,ìôWh ,™ªL π°UÉM ¿EG

. kIójóL ∫GhO
)1-7 )الدرس العلاات والدوال العك�شية

 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY A , B ø«àbÓ©dG øe wπc ¿ƒµJ •
.iôNC’G »a (a, b) óLƒj ¬fEÉa ÉªgGóMEG »a (b, a) óLh

 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY  f ,   f  -1 ø«àdGódG øe wπc ¿ƒµJ •
. f [   f  -1  (x)] = x ,  f -1 [  f (x)] = x ¿Éc

دليل الدرا�شة و المراجعة

���xس الدرو�س�مل

حدد ما إذا كانت y دالة في x أم لا: في كل علًّاقة مما يأتي،
y3 - x = 4 3x - 2y = 18

فأوجد كلًّاًّ من القيمتين الآتيتين: ، f (x) =  x2 - 3x إذا كانت 4 +
f (-3x) f (5) 

أوجد مجال كل دالة من الدوال الآتية:
g(x) = √"""6x - 3 f (x) = 5x2 - 17x + 1

v(x) = x_
x2 - 4

h(a) = 5_
a + 5

y2   حدد ما إذا كانت y تمثل دالة في x أم لا: - 8 = x  في العلًّاقة
.y حل بالنسبة إلى

á«∏°UC’G ádGódG y2 - 8 = x

ø«aô£∏d 8 ∞°VCG    y2 = x + 8 

ø«aô£∏d »©«HôàdG QòédG òN y = ±√"""x + 8  

أكبر من  x لأن كل قيمة لـ y لا تمثّل دالة في المتغير x ؛ في هذه العلاقة،
.y 8- ترتبط بقيمتين من قيم

.g(2) فأوجد ، g(x) = -3 x2 + x إذا كانت 6 -
. -3 x2 + x عوض 2 مكان x في العبارة:  6 -
x = 2 g (2) = -3  (2) 2 + 2 - 6

§ u°ùH = -12 + 2 - 6 = -16

استعمل التمثيل البياني لإيجاد مجال كل دالة ومداها في كل مما يأتي:

والأصفار لكل دالة مما يأتي: ، y أوجد المقطع
f (x) = x2 - 6x - 27 f (x) = 4x - 9     
f (x) = √"""x + 2 - 1   f (x) = x3 - 16x

f (x) =  x3 - 8 x2 + 12x استعمل التمثيل البياني للدالة
ا. لإيجاد مقطعها y وأصفارها. ثم أوجد هذه القيم جبريًّ

ا: التقدير بيانيًّ

يتضح من الشكل أن منحنى f (x) يقطع 
y عند (0 ,0)؛ لذا فإن المقطع y المحور

هو 0 .
المقاطع x )أصفار الدالة( تبدو قريبةً من 

. 0, 2, 6

ا: الحل جبريًّ
. f (0) أوجد ، y لإيجاد المقطع

f (0) =  0  3 - 8 ·  0  2 + 12 · 0 = 0

حلل المعادلة المرتبطة بالدالة إلى العوامل x لإيجاد أصفار الدالة.
0 = x( x2 - 8x + 12)

= x (x - 2) (x - 6)

أصفار الدالة  f هي 6 , 2 , 0 .

1�oDD
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12( 11(

y

xO

14( x y
5 7

7 9

9 11

11 13

13(

16( 15(

18( 17(

20( 19(

2�oDD

3�oDD

1-2)27 )ال�شفحات 18 - تحليل التمثيلات البيانية للدوال والعلاات
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f (x) = x3 − 8x2 + 12x
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المعطاة. وبرر  x حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيم
إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فبيّن نوع 

قابل للإزالة. قفزي، عدم الاتصال لانهائي،
f (x) = x2 - 3x , x = 4

f (x) =   √"""2x - 4   , x = 10

f (x) = x_
x + 7   , x = 0 , x = 7

f (x) = x_
x2 - 4

  , x = 2 , x = 4

f (x) =




3x - 1 , x < 1
 2x , x ≥ 1

 , x = 1

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لوصف سلوك طرفي 
التمثيل البياني لكل منهما:

y

xO
−4

−8

−12

−4−8 4 8

  

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

 . x = 0 , x _f (x) =   1 متصلة عند 4 =
x - 4

حدد ما إذا كانت الدالة 
وبرر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة 

قابل للإزالة. قفزي، لانهائي، فحدد نوع عدم الاتصال:
لذلك f معرفة عند 0 . وتقترب قيم الدالة من 0.25- ، f (0) = -0.25

عندما تقترب x من 0 .
x -0.1 -0.01 0 0.01 0.1

f (x) -0.244 -0.249 -0.25 -0.251 -0.256

lim   فإن f (x)  متصلة
x→0

f (x) = - 0.25 , f (0) = بما أن  0.25-
. x عند 0 =

x فإن f غير متصلة عند 4 وهو = بما أن f غير معرفة عند 4
عدم اتصال لا نهائي.

استعمل التمثيل البياني للدالة:
f (x) = -2  x4 - 5 x + 1

لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني.
. f (x) اختبر منحنى

f (x) → -∞ فإن ، x → ∞ عندما
f (x) → فإن ∞- ، x → -∞ عندما

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات إلى 
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

وبيّن نوعها. قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصوى للدالة،

أوجد متوسط معدل التغير لكل من الدالتين الآتيتين في الفترة المعطاة:
f (x) = -x3 + 3 x + 1 , [0, 2]

f (x) =  x2 + 2x + 5 , [-5, 3]

f (x) =  x3 لتقدير الفترات إلى  - 4x استعمل التمثيل البياني للدالة
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

وبيّن نوعها. قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصوى للدالة،
الدالة متزايدة في الفترة (1- ,∞-) ،

ومتناقصة في الفترة (1 ,1-) ، ومتزايدة 
في الفترة (∞ ,1) .

للدالة قيمة عظمى محلية عند (3 ,1-) ،
وقيمة صغرى محلية عند (3- ,1) .

دليل الدرا�شة و المراجعة
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1-3)37 )ال�شفحات 28 - الات�شال والنهايات
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1-4)46 )ال�شفحات 38 - القيم الق�شو ومتو�ش معدل التير
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ف  صِ وَ )الأم( f (x) للدالة g(x) في كل مما يأتي، أوجد الدالة الرئيسة
ثم مثّلهما في مستوى إحداثي واحد. العلًّاقة بين منحنيي الدالتين،

g(x) = -(x - 6) 2 - 5 g(x) =   √"""x - 3   + 2

g(x) =   1_
4

[x] + 3 g(x) =   1_
2(x + 7)

صف العلًّاقة بين الدالتين f (x) =   √#x  , g(x) في كل مما يأتي، ثم 
. g(x) اكتب معادلة الدالة

y

xO

y = g(x)

  

y

xO

y = g(x)

، g(x) = -|x - 3| )الأم(  f (x) للدالة 7 + أوجد الدالة الرئيسة
ثم مثِّلهما في مستوى إحداثي واحد. وصف العلًّاقة بين منحنيي الدالتين،

g(x) ِلـ )الأم( الدالة الرئيسة
= f (x) . ينتج منحنى  |x| هي

f من منحنى الدالة g الدالة
، x بانعكاس حول المحور

وانسحاب مقداره 3 وحدات 
وانسحاب مقداره  إلى اليمين،

7 وحدات إلى أعلى.

f ) لكل من الدالتين  + g)(x), ( f - g)(x), (f · g)(x), ( f_
g) (x) أوجد

f (x) , g(x) فيما يأتي. ثم اكتب مجال الدالة الناتجة.

f (x) = 4 x2 - 1 f (x) = x + 3                 
g(x) = 5x - 1    g(x) = 2 x2 + 4x - 6

  f (x) = 1_
x   f (x) = x3 - 2x2 + 5

g(x) = 1_
x2   g(x) = 4x2 - 3            

f] لكل دالتين من الدوال الآتية: ◦ g](x), [g ◦ f  ](x), [f ◦ g](2) أوجد
f (x) = 4x - 11 , g(x) = 2 x2 - 8

f (x) =  x2 + 2x + 8 , g(x) = x - 5

f (x) =  x2 - 3x + 4 , g(x) =  x2

. f ◦ g ثم أوجد f متضمناً أية قيود إذا لزم، ◦ g اكتب مجال
f (x) = √"""x - 2    f (x) = 1_

x - 3

  g(x) = 6x - 7   g(x) = 2x - 6

فأوجد  ، f (x) =  x3 - 1 , g (x) = x + إذا كانت 7
ثم اكتب مجال الدالة  ، (f + g)(x), ( f - g)(x) , ( f · g)(x) , ( f_

g)(x)

الناتجة.
(f + g)(x) = f (x) + g(x)             

= ( x3 - 1) + (x + 7)
=  x3 + x + 6              

.{x | x ∈ R} هو (f + g)(x) مجال
(f - g)(x) = f (x) - g(x)             

= ( x3 - 1) - (x + 7)
=  x3 - x - 8                 

.{x | x ∈ R} هو (f - g)(x) مجال
(f · g)(x) = f (x) · g(x)             

= ( x3 - 1)(x + 7)    
=  x4 + 7 x3 - x - 7

.{x | x ∈ R} هو (f · g)(x) مجال
( f_

g)(x) =   
f (x)_
g(x)

=   x
3 - 1_

x + 7

. {x | x ≠ -7, x ∈ R} هو  ( f_
g)(x) مجال

دليل الدرا�شة و المراجعة
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g(x) = -|x - 3| + 7

f (x) = |x|

8�oDD

1-6)65 )ال�شفحات 58 - الدوال وتركيب دالتي العمليات عل

45( 44(

47( 46(

48(

49(

50(

52( 51(



77 1- 77الدرس á©LGôªdGh á°SGQódG π«dO 1 الفصل

المعطاة. وبرر  x حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيم
إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فبيّن نوع 

قابل للإزالة. قفزي، عدم الاتصال لانهائي،
f (x) = x2 - 3x , x = 4

f (x) =   √"""2x - 4   , x = 10

f (x) = x_
x + 7   , x = 0 , x = 7

f (x) = x_
x2 - 4

  , x = 2 , x = 4

f (x) =




3x - 1 , x < 1
 2x , x ≥ 1

 , x = 1

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لوصف سلوك طرفي 
التمثيل البياني لكل منهما:

y

xO
−4

−8

−12

−4−8 4 8

  

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

 . x = 0 , x _f (x) =   1 متصلة عند 4 =
x - 4

حدد ما إذا كانت الدالة 
وبرر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة 

قابل للإزالة. قفزي، لانهائي، فحدد نوع عدم الاتصال:
لذلك f معرفة عند 0 . وتقترب قيم الدالة من 0.25- ، f (0) = -0.25

عندما تقترب x من 0 .
x -0.1 -0.01 0 0.01 0.1

f (x) -0.244 -0.249 -0.25 -0.251 -0.256

lim   فإن f (x)  متصلة
x→0

f (x) = - 0.25 , f (0) = بما أن  0.25-
. x عند 0 =

x فإن f غير متصلة عند 4 وهو = بما أن f غير معرفة عند 4
عدم اتصال لا نهائي.

استعمل التمثيل البياني للدالة:
f (x) = -2  x4 - 5 x + 1

لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني.
. f (x) اختبر منحنى

f (x) → -∞ فإن ، x → ∞ عندما
f (x) → فإن ∞- ، x → -∞ عندما

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات إلى 
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

وبيّن نوعها. قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصوى للدالة،

أوجد متوسط معدل التغير لكل من الدالتين الآتيتين في الفترة المعطاة:
f (x) = -x3 + 3 x + 1 , [0, 2]

f (x) =  x2 + 2x + 5 , [-5, 3]

f (x) =  x3 لتقدير الفترات إلى  - 4x استعمل التمثيل البياني للدالة
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

وبيّن نوعها. قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصوى للدالة،
الدالة متزايدة في الفترة (1- ,∞-) ،

ومتناقصة في الفترة (1 ,1-) ، ومتزايدة 
في الفترة (∞ ,1) .

للدالة قيمة عظمى محلية عند (3 ,1-) ،
وقيمة صغرى محلية عند (3- ,1) .

دليل الدرا�شة و المراجعة
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y

xO
−4

4

−8

−12

−4−8 4 8
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1-4)46 )ال�شفحات 38 - القيم الق�شو ومتو�ش معدل التير

y

xO
−4

−8

−2−4

4

8

2 4

35( y

xO

34(

36(

37(

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

ف  صِ وَ )الأم( f (x) للدالة g(x) في كل مما يأتي، أوجد الدالة الرئيسة
ثم مثّلهما في مستوى إحداثي واحد. العلًّاقة بين منحنيي الدالتين،

g(x) = -(x - 6) 2 - 5 g(x) =   √"""x - 3   + 2

g(x) =   1_
4

[x] + 3 g(x) =   1_
2(x + 7)

صف العلًّاقة بين الدالتين f (x) =   √#x  , g(x) في كل مما يأتي، ثم 
. g(x) اكتب معادلة الدالة

y

xO

y = g(x)

  

y

xO

y = g(x)

، g(x) = -|x - 3| )الأم(  f (x) للدالة 7 + أوجد الدالة الرئيسة
ثم مثِّلهما في مستوى إحداثي واحد. وصف العلًّاقة بين منحنيي الدالتين،

g(x) ِلـ )الأم( الدالة الرئيسة
= f (x) . ينتج منحنى  |x| هي

f من منحنى الدالة g الدالة
، x بانعكاس حول المحور

وانسحاب مقداره 3 وحدات 
وانسحاب مقداره  إلى اليمين،

7 وحدات إلى أعلى.

f ) لكل من الدالتين  + g)(x), ( f - g)(x), (f · g)(x), ( f_
g) (x) أوجد

f (x) , g(x) فيما يأتي. ثم اكتب مجال الدالة الناتجة.

f (x) = 4 x2 - 1 f (x) = x + 3                 
g(x) = 5x - 1    g(x) = 2 x2 + 4x - 6

  f (x) = 1_
x   f (x) = x3 - 2x2 + 5

g(x) = 1_
x2   g(x) = 4x2 - 3            

f] لكل دالتين من الدوال الآتية: ◦ g](x), [g ◦ f  ](x), [f ◦ g](2) أوجد
f (x) = 4x - 11 , g(x) = 2 x2 - 8

f (x) =  x2 + 2x + 8 , g(x) = x - 5

f (x) =  x2 - 3x + 4 , g(x) =  x2

. f ◦ g ثم أوجد f متضمناً أية قيود إذا لزم، ◦ g اكتب مجال
f (x) = √"""x - 2    f (x) = 1_

x - 3

  g(x) = 6x - 7   g(x) = 2x - 6

فأوجد  ، f (x) =  x3 - 1 , g (x) = x + إذا كانت 7
ثم اكتب مجال الدالة  ، (f + g)(x), ( f - g)(x) , ( f · g)(x) , ( f_

g)(x)

الناتجة.
(f + g)(x) = f (x) + g(x)             

= ( x3 - 1) + (x + 7)
=  x3 + x + 6              

.{x | x ∈ R} هو (f + g)(x) مجال
(f - g)(x) = f (x) - g(x)             

= ( x3 - 1) - (x + 7)
=  x3 - x - 8                 

.{x | x ∈ R} هو (f - g)(x) مجال
(f · g)(x) = f (x) · g(x)             

= ( x3 - 1)(x + 7)    
=  x4 + 7 x3 - x - 7

.{x | x ∈ R} هو (f · g)(x) مجال
( f_

g)(x) =   
f (x)_
g(x)

=   x
3 - 1_

x + 7

. {x | x ≠ -7, x ∈ R} هو  ( f_
g)(x) مجال

دليل الدرا�شة و المراجعة
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g(x) = -|x - 3| + 7

f (x) = |x|
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ثم مثل f,  f -1 في  إن أمكن، أوجد الدالة العكسية في كلٍّ مما يأتي،
مستوى إحداثي واحد.

y = -4x + 8 y = 2x            
y = 1_

x - 3     y = 2√"""x + 3 

واختبر ما إذا  مثّل كل دالة من الدوال الآتية باستعمال الحاسبة البيانية،
كان المعكوس يمثّل دالةً أم لا.

f (x) = x3              f (x) = |x| + 6

f (x) = x3 - 4x2 f (x) = - 3_
x + 6

. y =  x3 أوجد الدالة العكسية للدالة 9 -
ثم حل بالنسبة  ، x =  y3 بدّل مكاني x , y لتحصل على المعادلة 9 -

. y إلى
x =  y3 - 9

x + 9 =  y3       
3√"""x + 9    = y           

. y = 3√"""x أي أن الدالة العكسية هي   9 +

قدمت إحدى شركات الاتصالات عرضًا  الهوات المحمولة:
على الهواتف المحمولة بحيث يدفع المشترك 40 ريالًا في الشهر. 

ويتضمن ذلك 500 دقيقة مكالمات نهارية مجانية كحد أقصى خلال 
ويدفع 0.2 ريال عن كل دقيقة نهارية تزيد على 500 دقيقة.   الشهر،

(1-1 ¢SQódG)
اكتب الدالة p(x) للتكلفة الشهرية لإجراء مكالمات نهارية مدتها  (a

x دقيقة.
كم سيدفع مشترك إذا أجرى مكالمات نهارية مدتها 450 دقيقةً،  (b

550 دقيقةً؟

مثّل الدالة p(x) بيانيًّا. (c

يبين التمثيل البياني أدناه الدخل الذي حققه متجر صغير في  اأعمال:
(1-2 ¢SQódG) الفترة من عام 1434 هـ إلى 1440 هـ

ت)
لا

يا
لر

ف ا
لا

ت آ
شرا

بع
ل (

خ
لد

ا

0
5

10
15
20
25
30
35
40

السنوات منذ 1434 هـ
1 2 3 4 5 6 7

ر دخل المتجر سنة 1437 هـ قدِّ (a

ر السنة التي حقق فيها المتجر دخلًا مقداره 100000 ريال. قدِّ (b

بعد 5 سنوات من عمل وليد في إحدى الشركات تقاضى  رواتب:
ا. هل الدالة التي تمثّل  زيادةً على راتبه مقدارها 1500 ريال شهريًّ

(1-3 ¢SQódG) ر إجابتك. برِّ راتب وليد متصلة أم غير متصلة؟

يبين الجدول أدناه عدد الأهداف التي سجلها لاعب في  كرة دم:
(1-4 ¢SQódG) خمسة مواسم كروية.

14331434143514361437ال�شنة

536234242عدد الاأهدا

وضح لماذا يمثّل عدد الأهداف عام 1435 هـ قيمةً صغرى  (a

محليةً.
إذا كان متوسط معدل التغير لعدد الأهداف بين عامي 1437 (b

و1440هـ يساوي 5 أهداف لكل عام. فكم هدفًا سجل اللاعب 
هـ ؟ عام 1440

وكان مقدار سرعته  رُمي حجر أفقيًّا من على حافة جرف، :ياي
الزمن بالثواني،  t حيث . v(t) = √"""""(9.8t)  2 معطى بالدالة:    49 +

v(t) السرعة بالمتر لكل ثانية. مثل بيانيًّا دالة السرعة خلال أول 
(1-5 ¢SQódG) 6 ثوانٍ من رمي الحجر.

إذا كان ثمن شريحة الإنترنت 500 ريال.  قاة مالية:
خصم %10 من ثمن  وقدمت إحدى الشركات العرض التالي:
الشريحة و20 ريالًا عند تفعيلها. كم سيكون ثمن الشريحة بعد 

(1-6 ¢SQódG) تفعيلها.
(1-7 ¢SQódG) تذكر أن 1 بوصةً تساوي 2.54 سم تقريبًا. يا�س:
اكتب دالة A(x) لتحويل مساحة مستطيل من البوصات المربعة  (a

إلى السنتمترات المربعة.
A لتحويل مساحة مستطيل من السنتمترات المربعة  -1(x) أوجد (b

إلى البوصات المربعة.

تطبيقات وم�شال
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دليل الدرا�شة و المراجعة
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:x تمثل دالة في y حدد ما إذا كانت في كل علًّاقة مما يأتي،
x = y 2 - 5

y = √"""x2 + 3 

y

xO
−4

−8

−4−8

4

8

4 8

  

يتقاضى موقف للسيارات مبلغ 3 ريالات مقابل  مو �شيارات:
فإذا زادت المدة  كل ساعة أو جزءٍ من الساعة لأول ثلاث ساعات،

فإنه يتقاضى 15 ريالًا عن المدة كلها. عن الثلاث ساعات،
اكتب دالة c(x) تمثّل تكلفة وقوف سيارة مدة x من الساعات. )a

.c(2.5) أوجد )b

وبرر إجابتك. ،c(x) عيّن مجال الدالة )c

حدد مجال كل دالة من الدالتين الممثلتين أدناه ومداها:
y

xO
−4

−8

−4−8

4

8

4 8

  

y

xO
−4

−8

−4−8

4

8

4 8

أوجد المقطع y والأصفار لكل دالة من الدالتين الآتيتين:
f (x) = x3 + 4x2 + 3x f (x) = 4x2 - 8x - 12

أي العلاقات الآتية متماثلة حول المحور x ؟ اختيار م متعدد:
y = |x| C -x2 - yx = 2 A

-y2 = -4x D x3y = 8 B

x ، وإذا كانت  حدّد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلةً عند 3 =
قابل للإزالة. قفزي، لا نهائي، فحدد نوع عدم الاتصال: غير متصلة،

f (x) =




  2x , x < 3
9 - x , x ≥ 3

f (x) = x - 3_
x2 - 9

:[-2, 6] أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة من الدالتين الآتيتين في الفترة
f (x) = √"""x + 3 f (x) = -x4 + 3x

استعمل منحنى كل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات التي تكون عندها 
الدالة متزايدة أو متناقصة إلى أقرب 0.5 وحدة.

y

xO
  

y

xO

ر  وقدِّ اســتعمل التمثيــل البيانــي للدالة فــي الســؤال 14 أعــلاه، 16(
قيمــة x التي يكــون للدالــة عندها قيمة قصــوى مقربــة إلى أقرب

وبيِّن نوعها. 0.5 وحدة،

أي الدوال الآتية اختيار م متعدد:
يمثّلها التمثيل البياني المجاور؟

f (x) = |x - 4| - 3 A

f (x) = |x - 4| + 3 B

f (x) = |x + 4| - 3 C

f (x) = |x + 4| + 3 D

ثم مثِّل  ، g(x) = -( x + 3 )  3 عيِّن الدالة الرئيسة )الأم(f (x) للدالة 18(
بيانيًّا. g(x) الدالة

فأوجد كل دالة من  ، g(x) =  x2 - 36 , f (x) = x إذا كانت 6 -
ثم أوجد مجالها. الدالتين الآتيتين،

[  g ◦ f  ](x) ( f_
g)(x) 

C تستعمل معظم دول العالم الدرجات السيليزية درجة الحرارة:
لقياس درجة الحرارة. والمعادلة التي تربط بين درجات الحرارة 

 . F =   9_
5

C السيليزية C والفهرنهايتية F هي 32 +
. F كدالة بالنسبة إلى C اكتب )a

. C = [  f ◦ g](F ) بحيث يكون g و  f أوجد دالتين )b

أوجدها في حالة  بيِّن ما إذا كان للدالة f دالة عكسية أم لا في كل مما يأتي،
وحدّد أية قيود على مجالها. وجودها،

f (x) = x + 3_
x - 8      f (x) = (x - 2) 3

f (x) = x2 - 16 f (x) = √"""4 - x

اختبار الف�شل
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á«ªàjQÉZƒ∏dGh á«°SC’G ∫GhódGh äÉbÓ©dG
Exponential and Logarithmic Relations and Functions

:ي ما �شب:ي ما �شب
 äGô«ãc ∫GhO π«ãªJ oâ°SQO

.Év«fÉ«H É¡JÓjƒëJh OhóëdG

 á«°SC’G ∫GhódG ± qô©JCG ■

.á«ªàjQÉZƒ∏dGh
 á« q°SC’G ∫GhódG π qãeCG ■

.Év«fÉ«H á«ªàjQÉZƒ∏dGh
 ∫Éª©à°SÉH πFÉ°ùe πMCG ■

 á«°SC’G ∫GhódG
.á«ªàjQÉZƒ∏dGh

 äÉæjÉÑàeh ä’OÉ©e πMCG ■

.á«ªàjQÉZƒdh á«°SCG

 Ωƒ∏©dG §ÑJôJ علوم:
 É kWÉÑJQG äÉ«°VÉjôdGh

 Év«∏L ∂dP ô¡¶jh .É k≤«Kh
 AÉ«ª«µdGh AÉjõ«ØdG »a

 êÉàëJh .Égô«Zh ,AÉ«MC’Gh
 äGQÉ¡e ≈dEG ´hôØdG √òg

 »a º∏©àà°Sh .á«dÉY á«°VÉjQ
 á«°VÉjQ ÖfGƒL π°üØdG Gòg

:Ωƒ∏©H ájƒb á∏°U äGP
,äÉ°Shô«ØdGh ,Üƒ°SÉëdG

,Éjô«àµÑdG ƒªfh ,äGô°ûëdGh
 º∏Yh ,ÉjÓîdG ΩÉ°ù≤fGh

 äGõ¡dGh ,ô«°UÉYC’Gh ,∂∏ØdG
.á«°VQC’G

 áªFÉb ÖàcG �شابقة: راة
 äÉbÓ©dG ∫ƒM ¬aô©J ÉªH

 ¬ª∏©àà°S ÉªH CÉÑæJ ºK ,∫GhódGh
.π°üØdG Gòg »a
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مراجعة المفردات

 :(domain) الالم
.ábÓ©dG πãªJ »àdG áÑJôªdG êGhRCÓd x äÉ«KGóME’G áYƒªée

 :(range) المد
.ábÓ©dG πãªJ »àdG áÑJôªdG êGhRCÓd y äÉ«KGóME’G áYƒªée

 :(function) الدالة
 »a §≤a óMGh ô°üæ©H ∫ÉéªdG »a ô°üæY πc É¡«a §ÑJôj ábÓY

.ióªdG

 :(end behaviour) التمثيل البيان طر شلو�
ájÉ¡f’ÉªdG øe x Üôà≤J ÉeóæY »fÉ«ÑdG f (x) π«ãªJ ∑ƒ∏°S

. ( x → -∞) ájÉ¡f’Ée ÖdÉ°S hCG (x → +∞)

 :(asymptote) التقار خ
.»fÉ«ÑdG ádGódG π«ãªJ ¬æe Üôà≤j º«≤à°ùe

 :(one - to -one function) الدالة المتباينة
 ™£≤j »≤aCG §N óLƒj ’ …CG ;»≤aC’G §îdG QÉÑàNG ≥≤ëJ ádGO »g

.á£≤f øe ôãcCG »a ádGódG ≈æëæe

 :(inverse function) الدالة العك�شية
 GPEG §≤ah GPEG ,iôNCÓd á«°ùµY ádGO f ,   f   -1 ø«àdGódG øe πc ¿ƒµJ

:¿ÉWô°ûdG ≥≤ëJ
. f [  f   -1(x)] = x ,  f   -1[ f (x)] = x

f(x)

f(x)

f -1(x)

x

f I]E

f -1 

f 

f -1 I]E

 :(continuous function) الدالة المت�شلة
 …CG ;äGƒéØdG hCG äÉYÉ£≤f’G øe ÉgÉæëæe ƒ∏îj »àdG ádGódG »g

.¬©aôd ô£°†f ¿CG ¿hO ÉgÉæëæe ≈∏Y º∏≤dG ôjôªJ øµªj

التهية للف�شل 2

 øY ÖLCG ,á≤HÉ°ùdG äÉÑ∏£àªdG øe ócCÉà∏d ت�شي�س الا�شتعداد:

:»JB’G ™jô°ùdG QÉÑàN’G á∏Ä°SCG

�N}7h2

ا من المتغيرات لا يساوي صفرًا: بسّط كل عبارة مما يأتي مفترضًا أن أيًّ
a4a3a5

(2xy3z2)3

-24x8y5z_
16x2y8z6

(-8r2n_
36n3t )2

تُعرّف الكثافة بأنها ناتج قسمة الكتلة على  كثاة:
،7.5 × 103g الحجم. فإذا كانت كتلة جسم

فما كثافته؟ ، 1.5 × 103 cm3 وحجمه

أوجد الدالة العكسية لكل دالة مما يأتي:
f (x) = x - 3 f (x) = 2x + 5 

f (x) =   1_
4

x - 3 f (x) = -4 x

y =   1_
3

x + 4 f (x) =   x - 1_
2

أم لا. وضح  حدد ما إذا كانت كل دالتين مما يأتي دالة عكسية للأخرى،
إجابتك:

f (x) = 2 x + 5 f (x) = x - 6

g(x) = 2 x - 5   g(x) = x + 6   

وتكلف كل إضافة  تكلف شطيرة الجبنة 4 ريالات، طعام:
f (x) = 0.5 x تمثل تكلفة  عليها 0.5 ريال. فإذا كانت الدالة 4 +

موضحًا  ،f  -1(x) فأوجد الشطيرة مضافًا إليها x من الإضافات،
ماذا تعني.

1(

2(

3(

4(

5(

7( 6(

9( 8(

11( 10(

13( 12(

14(

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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الدوال الاأ�شّية
Exponential Functions

الما
قد تبدو عناكب الرتيلاء (Tarantulas) مخيفة بأجسامها الكبيرة المغطاة بالشعر
ويبيِّن التمثيل المجاور الزيادة في  ولكنها غير مؤذية للإنسان، وأرجلها الكبيرة،

أعدادها عبر الزمن.
وإنما يمثِّل وليس تربيعيًّا أيضًا، لاحظ أن هذا التمثيل ليس خطيًّا،

والتي هي مثال على الدالة الأسية. ،y = 3(2 )  x الدالة

. a ≠ 0, b > 0, b ≠ y حيث 1 = abx الأسّية هي دالة مكتوبة على الصورة الدالة تمثيل الدوال الاأ�شّيّة:
وأن الأس هو المتغير المستقل. لاحظ أن الأساس في الدالة الأسية ثابت،

IQƒ°üdG ≈∏Y ádOÉ©ªH É¡Ø°Uh øµªj ádGO »g á«°SC’G ádGódG :التعبير اللفظ
y = abx, a ≠ 0, b > 0, b ≠ 1

y = 2(3 )  x   y =  4  x   y = (  1_2  )  x اأمثلة:

وحدد مجال الدالة ومداها. ،y وأوجد مقطع المحور بيانيًّا، y = 3 x مثّل الدالة )a
y

O x

y = 3x

   

x  3  x y

-2  3  -2 1_
9

-1  3  -1 1_
3

0  3  0 1

1  3  1 3

2  3  2 9

y ثم صل بينها بمنحنى. لاحظ أن التمثيل البياني للدالة يقطع المحور عيّن الأزواج المرتبة الواردة في الجدول،
ومجال الدالة هو  لذا فمقطع المحور y هو 1، وهذا يعني أن منحنى الدالة يمر بالنقطة (1 , 0)، ، y = عندما 1

ومداها جميع الأعداد الحقيقية الموجبة. جميع الأعداد الحقيقية،
إلى أقرب جزء من عشرة. 30.7 استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة )b

لذا فإذا كانت ،y =  3  x حيث  ،y يظهر التمثيل البياني جميع القيم الحقيقية للمتغير x والقيم المرتبطة بها للمتغير 
.)3  0.7 ≈ )استعمل الآلة الحاسبة للتحقق من أن 2.157669 ،y ≈ x فإن 2.2 = 0.7

هم م تحقهم م تحق
د مجال الدالة ومداها. وحدِّ ،y وأوجد مقطع المحور y بيانيًّا، = 7x مثّل الدالة )1A

واستعمل الآلة الحاسبة للتحقق من ذلك. استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة 0.5  7 إلى أقرب جزء من عشرة، )1B

فكل قيمة فإن قيم y تزداد أيضًا بنسبة ثابتة، بمقدار ثابت )قيمته 1(، x يتضح من المثال (1) أعلاه أنه كلما ازدادت قيم
كما أن المحور x هو خط تقارب أفقي لها. لذا فالدالة متزايدة، لـ y تمثّل 3 أمثال القيمة السابقة لها مباشرة،

 OhóëdG äGô«ãc ∫GhO oâ°SQO
(1-1 ¢SQódG) .Év«fÉ«H É¡∏«ãªJh

.á«°SC’G ádGódG ±ô©JCG
.á«°SC’G ádGódG π qãeCG

 »°SC’G ƒªædG ∫GhO π qãeCG
.Év«fÉ«H

 ∫Óëª°V’G ∫GhO π qãeCG
.Év«fÉ«H »°SC’G

á«°SC’G ádGódG 
exponential function

» q°SC’G ƒªædG
exponential growth

ƒªædG πeÉY
growth factor

» q°SC’G ∫Óëª°V’G
exponential decay

∫Óëª°V’G πeÉY
decay factor

الدوال الاأ�شّية
Exponential Functions

y

x

35
30
25
20
15
10
5

O 1 2 3 4 5 6

2010|¢¨¢

�
d½
,


i
G
¢

3b
=

¬77'¡¨الدالة الاأ�شية

1�oDDb > 1  a > تمثيل الدالة الاأ�شيّة عندما 0

k7b38)

: y = abx الدالة
y =  ab  x á«°SC’G ádGódG ¿ƒµJ

 »àdG x º«b ™«ªéd áaô©e
:•ô°ûdG ≥≤ëJ

a ≠ 0, b > 0, b ≠ 1
:¬fC’ ∂dPh

¿EÉa b < 0 âfÉc GPEG •
 ô«Z ¿ƒµJ y = ab x

 ,º«≤dG ¢†©H óæY áaô©e
 áaô©e ô«Z ¿ƒµJ kÓãªa

x =   1_2  óæY
 ¿EÉa b = 1 âfÉc GPEG •

 IQƒ°üdG ≈∏Y íÑ°üJ ádGódG
 ádGódG »g √ògh y = a

.áàHÉãdG

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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 �mvداXí الدالة ém�X Ø  _ y = (  1 >يhmيíÌí ºmă?د aX\� الí ºy Ú��d@د»
3
   )  

x  الدالة �ö�X  )a  

y

O x

y =(1_
3)x

   

x  (  1 _ 
3

  )  
x
 y

-2  (  1 _ 3  )  -2 9

0 (  1 _ 3   )  0 1

2 (  1 _ 3   )  2   1 _ 9  

 y في الجدول، ?م صل بينها بمنحنى. لاحظ أن التمثيل البياني للدالة يقطع المحور Òواج المرتبة الواردÛعيّن الأ
عندما  y = 1، أي أن منحنى الدالة يمر بالنقطة (1 , 0)،  لذا فمقطع المحور y هو 1، ومجال الدالة هو جميع 

الأعداد الحقيقية، ومداها جميع الأعداد الحقيقية الموجبة.

.Ò|Yع �X Ê}? Ñ|قÌ ل�Î (  1 _ 3   )  -1.5  ةdقي |wدaل� �hmي� ال�ي�dال� �dع�Gا  )b  

عندما  x = -1.5، فإن قيمة y ≈ 5.2، )استعمل اùلة الحاسبة للتحقق من أن 5.19615 ≈  1.5-  (   3 _ 1  )(.

هم م تحقهم م تحق

د مجال الدالة ومداها. مثّل الدالة  y = (  1 _ 2   )  x بيانيًّا، وأوجد مقطع المحور y، وحدِّ  )2A 

استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة   2.5-  (   2 _ 1  ) إلى أقرب جزÊ من عشرÒ، واستعمل اùلة الحاسبة للتحقق من   )2B 
ذل�.

 يتضح من المثال (2) أعلاه أنه كلما اÛدادت قيم x بمقدار ?ابت �قيمته �2، فإن قيم y تتناق� بنسبة ?ابتة، فكل قيمة 
لـ y تمثِّل   9 _ 1   القيمة السابقة لها مباIرÒ، لذا فالدالة متناقصة، كما أن المحور x هو خط تقاربò أفقي لها.

�، فالدالة  y =  3  x الواردÒ في المثال 1  öGúا �deدالة ال b > 1 rحي ، f (x) = b x تسمى الدالة الأسيّة :ّالنمو الاأ�ش
هي دالة نمو أسي.

:النمو   f (x) = b x, b > 1 الدالة الري�شة )الاأم(: 

مت|سل، متباين، متزايد خ�شا�س منحن الدالة: 

    (R)مجموعة الأأعداد الحقيقية المال: 

  (R+)مجموعة الأأعداد الحقيقية الموجبة  :المد

x المحور   :التقار خ

1  :y مقطع المحور

 يمكن� تمثيل دوال النمو الأسي بيانيًّا بنفس Jريقة تمثيل الدوال الأسية، كما يمكن� الاستفادÒ من النقاط:
 (-1,   1 _ 

b
   ), (0, 1), (1, b)

2�oDD0 < b < 1  a > 0 تمثيل الدالة الاأ�شيّة عندما

k7b38)

a < 0
اإذا كانت قيمة a �سالبة، فاإن 
منحنى الدالة ينعك�س حول 

. x المحور

¬77'¡¨ّي�شة )الاأم( لدوال النمو الاأ�شالدالة الر

(1, b)
(0, 1)

f(x) = bx,
b > 1

f(x)

x
−1,   1

b( )
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f دالة متزايدة. يمكنك تمثيل الزيادة في قيمة ما بنسبة  (x) إن f تزداد كلما زادت قيم x. ولذلك نقول: (x) لاحظ أن قيم
حيث t الفترة الزمنية، a القيمة  ، A (t) = a (1 + r)  t مئوية ثابتة في فترات زمنية متساوية باستعمال دالة النمو الأسي

r( ويُسمى  الابتدائية، r النسبة المئوية للنمو في الفترة الزمنية الواحدة. لاحظ أن أساس العبارة الأسية هو )1 +
عامل النمو.

وتستعمل دوال النمو الأسي عادةً لتمثيل النمو السكاني.

تقريبًا. إذا كان  3.2% بلغ المعدل السنوي للنمو السكاني في المملكة خلًّال الفترة 1425-1431 :تعداد �شكان
فأوجد معادلة أسية تمثِّل النمو السكاني للمملكة خلًّال هذه  ، عدد سكان المملكة 22678262 نسمة عام  1425هـ

ثم مثِّلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. الفترة،
a = 22678262, r a(  أوجد دالة النمو الأسي مستعملًًّا 0.032 =

y = 22678262 (1.032)t

مثّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية TI-nspire لتحصل على  )b
الشكل المجاور.

 هم م تحق هم م تحق

هو  1430 هـ  عام  العائلة  إنفاق  كان  إذا  ا، سنويًّ  8.5% نسبته  بما  عائلة  إنفاق  يزداد  أن  يتوقع  مالية: قاة  )3
ثم مثِّلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. ، فأوجد معادلة أسية تمثِّل إنفاق العائلة منذ عام 1430 ه ـ 80000 ريال،

فالدالة 0 دالة الاضمحلًّال الأسّي، < b < حيث 1 ، f (x) = b x تُسمى الدالة الأسيّة :ّشمحلال الاأ�شالا

y الواردة في المثال 2 هي دالة اضمحلال أسي. =   (1_
3)   

x

:النمو   f (x) = b x, 0 < b < 1 الدالة الري�شة )الاأم(:

¢übÉæàe ,øjÉÑàe ,π°üàe خ�شا�س منحن الدالة:
 (R)á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée المال:

 (R+)áÑLƒªdG á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée :المد
x QƒëªdG :التقار خ

1 :y مقطع المحور

f تقل كلما  (x) ونلاحظ أن قيم يمكنك تمثيل دوال الاضمحلال الأسي بيانيًّا بنفس طريقة تمثيل دوال النمو الأسي،
f دالة متناقصة. (x) إن ولذلك نقول: ، x زادت قيم

فإنه يمكنك تمثيل النقص في قيمة ما بنسبة مئوية ثابتة في فترات زمنية متساوية باستعمال دالة  وكما في النمو الأسي،
حيث a القيمة الابتدائية، r النسبة المئوية للاضمحلال في الفترة الزمنية  ، A(t) = a (1 - r)  t الاضمحلال الأسي

ويُسمى عامل الاضمحلًّال. ،(1 - r الواحدة. لاحظ أن أساس العبارة الأسية هو  (
وتستعمل دوال الاضمحلال الأسي عادة في التطبيقات المالية.

ويمكن للأشخاص اليافعين التخلص  35 من الكافايين، mg يحتوي كوب من الشاي الأخضر على :شا
تقريبًا من كمية الكافايين من أجسامهم في الساعة. 12.5% من

أوجد دالة أسّية تمثِّل كمية الكافايين المتبقية في جسم )a

ثم مثّلها بيانيًّا  اليافعين بعد شرب كوب من الشاي الأخضر،
باستعمال الحاسبة البيانية.

-»�FL£3�o-»�FL£3�oا تمثيل دوال النمو الاأ�ش بيانيًّ

 ºgCG óMCG á«fÉµ°ùdG äGAÉ°üME’G ó©oJ
 É¡Ñ∏£àj »àdG äÉfÉ«ÑdG QOÉ°üe

 ä’ÉéªdG »a …ƒªæàdG §«£îàdG
 …ôLCG óbh .á«YÉªàL’Gh ájOÉ°üàb’G

 ΩÉY áµ∏ªªdG »a »fÉµ°S OGó©J ∫hCG
 áµ∏ªªdG ¿Éµ°S OóY ¿Éch , ̀g 1394

.ÉkÑjô≤J áª°ùf ø«jÓe 7 òÄæ«M

�¦h¢.
الن�شبة الموية

 Ö°ùædG ∫Éµ°TCG ™«ªL ¿CG ô qcòJ
 Qƒ°ùc ≈dEG ∫ƒëàJ ájƒÄªdG

, kÓãªa .ájô°ûY
12.5% = 0.125¬77'¡¨ّشمحلال الاأ�شالاأم( لدوال الا( الدالة الري�شة

(1, b)(0, 1)
(−1,   )1

b

f (x) = bx,
0 < b < 1

O

f(x)

x

-»�FL£4�o-»�FL£4�oا تمثيل دوال الاشمحلال الاأ�شّ بيانيًّ

 ±ÓîH Ió°ùcC’G π«∏b ô°†NC’G …É°ûdG
 ¢†©H âàÑKCG óbh ,Oƒ°SC’G …É°ûdG

 øjòdG ¿CG á«Ñ£dGh á«ª∏©dG äÉ°SGQódG
 ká°Vô oY πbCG ô°†NC’G …É°ûdG ¿ƒHô°ûj

 áæ«©e ´GƒfCGh Ö∏≤dG ¢VGôeCÉH áHÉ°UEÓd
.¿ÉWô°ùdG øe
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y = a(1 - r)t   

= 35(1 - 0.125)t   

= 35(0.875)t   

لاحظ التمثيل البياني للدالة باستعمال الحاسبة البيانية.

قدّر كمية الكافايين المتبقية في جسم شخص يافع بعد 3 ساعات من شربه كوبًا من الشاي الأخضر. )b

a ´ôØdG øe ádOÉ©ªdG y = 35(0.875)t

t øeõdG øe k’óH 3 ¢V uƒY = 35(0.875)3

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 23.45

سيبقى في جسم هذا الشخص 23.45mg من الكافايين تقريبًا بعد 3 ساعات.

هم م تحقهم م تحق
يحتوي كوب من الشاي الأسود على 68mg من الكافايين. أوجد معادلة أسية تمثِّل كمية الكافايين المتبقية  )4

ر كمية  ثم قدِّ ومثِّلها بيانيًّا مستعملًا الحاسبة البيانية، في جسم شخص يافع بعد شربه كوبًا من الشاي الأسود،
الكافايين المتبقية في جسمه بعد ساعتين من شربه الكوب.

تؤثِّر التحويلات الهندسية في شكل منحنى الدالة الرئيسة )الأم( لكلٍّ من دالتي النمو  التحويلات الهند�شية:
وستقتصر دراستنا على بعض التحويلات الهندسية لهاتين  الأسي والاضمحلال الأسي كما هو الحال في باقي الدوال،

الدالتين.

الراأ�ش الان�شحا
:f (x) ≈æëæªd ÜÉë°ùfG ƒg g (x) = f (x) + k ≈æëæe

. k > 0 ÉeóæY ≈∏YCG ≈dEG IóMh k •
. k < 0 ÉeóæY πØ°SCG ≈dEG äGóMƒdG øe |k| •

y

O x

g (x) = f (x) + k
y = f (x)

y

O x

y = f (x)

g(x)= f(x) - k

قالاأ الان�شحا
:f (x) ≈æëæªd ÜÉë°ùfG ƒg g(x) = f(x - h) ≈æëæe

. h > 0  ÉeóæY ø«ª«dG ≈dEG äGóMƒdG øe h •
. h < 0 ÉeóæY QÉ°ù«dG ≈dEG äGóMƒdG øe |h| •

O

y

x

y = f (x)

g(x) = f(x - h)

O

y

x

y = f (x)

g(x) = f(x + h)

¬77'¡¨قالاأ والان�شحا الراأ�ش الان�شحا
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منحنى الدالة G g(x) =  f (- x)و انعكا�س لمنحنى 
. y حول المحور f (x) الدالة

y

xO

y= f (x) g(x)= f(-x)

�اإذا كان a عددKا حقيقيًّا موجبKا، فاإن منحنى الدالة G  g (x) = a f ( x)و

. a > 1 اإذا كانت ، f (x) تو�سع راأ�سي لمنحنى

y

O x

y = f (x)

g(x) = a  f (x), a > 1 

0 < a < 1 إذا كانت ، f (x) ت¦سي� راأ�سي لمنحنى

y

O x

y = f (x)

g(x) = a  f (x), 0 < a < 1 

�mvداXí ºmfلm�X Ø Ø �S �ö�Xالة iw mdX=� >يhmيí ºmă@د»
 y = 2x + 1  )a  

د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم  y =  2  x. بما أن 1<2 فالدالة دالة نمو أسي، لذا استعمل النقاط  حدِّ   

 _ 1   ,1-)   أي النقاط (2 ,1)، (1 ,0)،   (  2 _ 1   ,1-) ، والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل 
b
  ) ، (0, 1) ،(1, b)

 البياني للدالة y = 2x، بما أن k = 1 فإن المعادلة  y =  2  x  + 1  تمثِّل انسحابًا لمنحنى الدالة الرýيسة �الأم� 
y = 2 x  وحدÒ واحدÒ إلى أعلى. وبالاستعانة بالأÛواج المرتبة الواردÒ في الجدول أيضًا، فإن التمثيل البياني 

للدالة y =  2  x  + 1 يكون كما هو مو�ح أدناه.

O

y

x32

2
3
4
5
6
7
8

1-1-2-3-4

1
y = 2x +1

y = 2x 

  

x  2  x  + 1  y

-3  2  -3  + 1 1   1 _ 8  

-2  2  -2  + 1 1   1 _ 4  

-1  2  -1  + 1 1   1 _ 2  

0  2  0  + 1 2

1  2  1  + 1 3

2  2  2  + 1 5   
{y | y > 1} والمدى هو ،(R) المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية   

¬77'¡¨y الانعكا�س حول المحور

¬77'¡¨ التمدد الراأ�ش k7b38)

 :شمحلال الاأ�شالا 
تاأكد من عدم الخلط بين 

ت¦سيي� التمثيلاi البيانية، 

حيa|< 1 k|. والأ9سمحلال 

0 < b < 1 kالأأ�سي، حي

تحويلات التمثيلات البيانية لدوال النمو الاأ�ش 5�oDD

k7b38)

 التمثيل البيان طر شلو� 
مجال الدالتين في المثال 5 

Gو مجموعة الأأعداد 

الحقيقية (R). تذكر اأن 

�سلو� طرفي التمثيل البياني 

Gو �سلو� التمثيل البياني 

مع اقتراب x من مالأنهاية اأو 

�سالب مالأنهاية. نلاح� في 

 x اأنه مع اقتراب  (5 a)المثال

من مالأنهاية، تقترب y من 

ا، واأما عندما  Kمالأنهاية اأي¦س

تقترب x من �سالب مالأنهاية، 

فاإن y تقترب من 1. وفي 

 x عندما تقترب  (5 b)المثال

من مالأنهاية فاإن y تقترب 

من �سالب مالأنهاية، واأما 

عندما تقترب x من �سالب 

مالأنهاية، فاإن y تقترب من 

ال|س�ر. 

⑧ ⑨
⑨ B

⑨9D
⑪ ⑨

O
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y = -   1 _ 
2
   · 5 x - 2  )b  

د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم  y =  5  x. بما أن 1<5  فالدالة  حدِّ   

 _ 1   ,1-)   أي النقاط 
b
  ) ، (0,1) ،(1,b) دالة نمو أسي، لذا استعمل النقاط

(5 ,1)، (1 ,0)،  (  5 _ 1   ,1-)   والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل 
 y = 5x البياني للدالة

 _ a = -   1: ينعكس التمثيل البياني حول المحور x ويضيق رأسيًّا. 
2
   •   

• h = 2: يسحب التمثيل البياني وحدتين إلى اليمين.   

• k = 0: لا يوجد انسحاب رأسي للتمثيل البياني.   

{y | y < 0} والمدى هو ، (R) المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية   

 هم م تحق هم م تحق
y = 0.1(6)x - 3  )5B  y = 2x + 3 - 5  )5A 

.mvداXí mfلm�X Ø öد@í ºmăيhmي<  y = 2   (  1 _ 
4
  )   

x + 2
�ö�X الدالة  3 -     

 _ 1   > 0 ؛ فالدالة دالة ا�محلال أسي، لذا 
4
 _ y =   (  1 . بما أن 1 >   

4
  )   

x
د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم    حدِّ   

(-1,4) ،  (0,1)،  (1,  1 _ 
4
استعمل النقاط  (  

. y =   (  1 _ 
4
  )   

x
والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل البياني للدالة     

a = 2 : يتسع التمثيل البياني رأسيًّا.  •

h = -2 : يسحب التمثيل البياني وحدتين إلى اليسار.  •

k = -3 : يسحب التمثيل البياني 3 وحدات إلى أسفل.  •

المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية، والمدى هو مجموعة الأعداد الحقيقية الأكبر من 3- .   

 هم م تحق هم م تحق

y =   3 _ 8     (  5 _ 6  )   
x - 1

  + 1  )6  

O

y

x

y = −    · 5x − 21
2

y = 5x

1

1

2

2

3

3
4
5
6

ا تمثيل تحويلات دوال الاشمحلال الاأ�ش بيانيًّ 6�oDD

O

y

x

1
4y = (   )x

   

y = 2(   )x + 2
- 31

4

1 2

2
1

 ºmvداXí mfلm�X Ø öد@í ºy Ú��dال �\aX د?íÌí ،m ăيhmي< �=iw mdX الةØ �S �ö�X
 Ñ|قÌ ل�Î �\عdال ïØالعد Úداadة الdقي |wدaل� Å�hmال�ي mfcي�d= �dع�Gا �>

?{�X Ê عí ºÒ|Yا�Gع�d اùلة ال��Gmة لÙ �X �a��cل��� )مثال 1(
2  1.5   ، y =  2  x   1(  

 2(8 )  -0.5  ، y = 2(8 )  x  2(  

 ºmvداXí mfلm�X Ø öد@í ºy  Ú��dال �\aX د?íÌí ،m ăيhmي< �=iw mdX الةØ �S �ö�X
 Ñ|قÌ ل�Î �\عdال ïØالعد Úداadة الdقي |wدaل� Å�hmال�ي mfcي�d= �dع�Gا �>

?{�X Ê عí ºÒ|Yا�Gع�d اùلة ال��Gmة لÙ �X �a��cل��� )مثال 2(
 3 (  1 _ 

4
   )  0.5  ،y = 3 (  1 _ 

4
   )  x  4(   2 (  1 _ 6   )  1.5  ، y = 2 (  1 _ 6   )  x   3(  

حا�شو: يزداد انتشار فيروس في Iبكة حاسوبية بمعدل %25 كل   5(  
دقيقة. إذا دخل الفيروس إلى جهاÛ واحد عند البداية، فjوجد دالة أسية 

تمثل النمو في انتشار الفيروس منذ البداية، ?م مثلها بيانيًّا باستعمال 
الحاسبة البيانيّة. )مثال 3(

½1Ljb.

k7b38)

تمثيل تحويلات الدالة 
 الاأ�شية بيانيًّا: 

 Iيمكن ا�ستعمال اإحد

الطريقتين الأ%تيتين� لتمثيل 

تحويلاi دوال النمو الأأ�سي 

 � والأ9سحلال الأأ�سي بيانيًّا

 iا�ستعمال التحويلا   -

الهند�سية للدالة الأأم، 

وتعزيز ذل� بجدول لقي� 

الدالة عندما لأ تكون 

التحويلاi الهند�سية 

كافية ووا9سحة� لمزيد 

من الدقة، كما في المثال 

5A

 iا�ستعمال التحويلا   -

الهند�سية للدالة الأأمّ 

فقط، كما في المثالين 

5B , 6



á«ªàjQÉZƒ∏dGh á«°SC’G ∫GhódGh äÉbÓ©dG 2 الف�شل 88

ثم بدأ يتناقص بمعدل  سيارة كان سعرها 80000 ريال، �شيارات: 6(
%15 كل سنة. أوجد دالة أسية تمثل سعر السيارة بعد t سنة من 

ر سعر السيارة  ثم مثِّلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. ثم قدِّ شرائها،
(4 ∫Éãe) بعد 20 سنة من شرائها.

(5 ∫Éãe) ومداها: ، وحدّد مجالها ا، مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّ
f (x) = 4x + 1 - 5 8( f (x) = 2(3)x 7(

f (x) = 3x - 2 + 4 10( f (x) =  2  x+1 + 3 9(

f (x) = 0.25(4)x - 6 12( f (x) = 3(2)x + 8 11(

(6 ∫Éãe) ومداها: وحدد مجالها، مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا،
f (x) = - 1_

2
    (3_

4)   
x + 1

+ 5 14( f (x) = 2(2_
3)   

x - 3
- 4 13(

f (x) =   1_8    (1_
4)   

x + 6
+ 7 16( f (x) = - 1_

3
    (4_

5)   
x - 4

+ 3 15(

f (x) = - 1_
2

    (3_
8)   

x + 2
+ 9 18( f (x) = - 4   (3_

5)   
x + 4

+ 3 17(

فيزداد العدد بمعدل %30 كل أسبوع.  يتكاثر نحل في خلية، علوم: 19(
فأوجد دالة أسية تمثل عدد  إذا كان عدد النحل في البداية 65 نحلة،
ثم قدّر  ومثلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية، النحل بعد t أسبوع،

عدد النحل بعد 10 أسابيع.

تناقص عدد الحضور لمباريات فريق كرة قدم بمعدل  كرة دم: 20(
%5 لكل مباراة بعد خسارته في أحد المواسم. أوجد دالة أسية تمثل 

إذا كان عددهم في المباراة الأولى  ،(t) في المباراة (y) عدد الحضور
ثم قدّر عدد الحضور  ومثلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية، ،23500

في المباراة 15 .

تناقص عدد الهواتف العمومية في الآونة الأخيرة نتيجة  :هوات 21(
انتشار الهواتف المحمولة. فإذا كان عدد الهواتف العمومية بالآلاف 
= P(x) في السنة x منذ  2.28(0.9)x في إحدى المدن يعطى بالدالة

 ـ. عام 1420 ه
مثِّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. (a

وضّح ماذا يمثل مقطع P(x) وخط التقارب في هذه الحالة. (b

استهلك جسمه  وفي كل يوم تلى ذلك، أخذ مريض حقنة، �شحة: 22(
%10 مما تبقى من المادة المحقونة.

مثّل الدالة التي تعبّر عن هذا الموقف بيانيًّا. (a

متى يكون في جسم المريض أقل من %50 من المادة المحقونة؟ (b

كم يبقى من المادة المحقونة في الجسم بعد 9 أيام؟ (c

حيث يساوي كل  تتبع متتابعة عددية نمطًا معيناً، نظرية الاأعداد: 23(
فإذا كان الحد الأول يساوي 18 حد فيها %125 من الحد السابق له،

فأجب عما يأتي:  
اكتب الدالة التي تمثل هذا الموقف. (a

مثّل الدالة لأول 10 حدود بيانيًّا. (b

قرّب الناتج إلى أقرب عدد صحيح. ما قيمة الحد العاشر؟ (c

والتمثيل  لكل دالة ممثلة بيانيًّا أدناه، )الأم( هي الدالة الرئيسة f (x) إذا كانت
: g(x) فأوجد الدالة ، f (x) هو تحويل للتمثيل البياني لـ g(x) البياني لـ

25( 24(

ستستعمل لحل هذا التمرين جداول القيم  )26 تمثيلات متعددة:
. f (x), g(x), h(x) أدناه للدوال الأسية

x -1 0 1 2 3 4 5

f ( x) 2.5 2 1 -1 -5 -13 -29

x -1 0 1 2 3 4 5

g ( x) 5 11 23 47 95 191 383

x -1 0 1 2 3 4 5

h( x) 3 2.5 2.25 2.125 2.0625 2.0313 2.0156

1- على ورقة  ≤ x ≤ مثّل كل دالة بيانيًّا في الفترة 5 ا: بيانيًّ (a
تمثيل بياني مستقلة.

ح إجابتك . وضِّ أي الدوال معاملها (a) سالب؟ ا: لفظيًّ (b
وأيها تمثل اضمحلالًا  ا أسيًّا؟ أي الدوال تمثل نموًّ ا: تحليليًّ (c

أسيًّا؟

يزداد عدد خريجي إحدى المدارس بمعدل 1.055 كل عام  مدار�س: 27(
 ـ. إذا كان عدد الخريجين عام 1434هـ 110 طلاب، منذ عام 1434ه
N تمثل عدد الخريجين في العام t بعد  = 110 (1.055 )  t فإن الدالة

؟ العام 1434هـ . ما عدد الخريجين المتوقع في عام 1445هـ

O x

g(x)

O x

g(x)
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

اكتب دالة أسية يمر منحناها بكل من النقطتين (6 ,1) , (3 ,0) : تحد 28(

حدد ما إذا كانت كل من الجمل الآتية صحيحة دائمًا أو  تبرير: 29(

ح إجابتك. صحيحة أحيانًا أو غير صحيحة أبدًا. وضِّ

التمثيل البياني للدالة الأسية التي على الصورة (a
. y يقطع المحور y = ab x - h + k

التمثيل البياني للدالة الأسية التي على الصورة (b
. x يقطع المحور y = ab x - h + k

هي دالة f (x) = bx فإن الدالة إذا كان b عددًا صحيحًا، (c
أسي. نمو

طُلب إلى عمر وماجد أن يمثّلا الدالة اكت�ش الطاأ: 30(

ح  وضِّ f بيانيًّا. أي منهما تمثيله صحيح؟ (x) = - 2_
3

    (3_
4)   

x - 1

إجابتك.

ماجد

O−6−4−2−8 2 4 6 8 x

8
6
4
2

−4
−6
−8

f(x)

عمر

O−6−4−2−8 2 4 6 8 x

8
6
4
2

−4
−6
−8

f(x)

8mg إذا بقي منها تتناقص مادة بنسبة %35 مما تبقى كل يوم، : تحد 31(

فكم ملجرامًا من المادة كان موجودًا في البداية؟ بعد 8 أيام،

f(x) =   (8_
b)x تجعل الدالة b أعطِ قيمة للثابت م�شاألة مفتوحة: 32(

دالة اضمحلال أسّي.

= g(x) إلى الدالة  bx صِف التحويل الذي ينقل الدالة  اكتب: 33(

. f (x) = ab x - h + k

k�G}.k0}

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين أدناه لتقدير الفترات التي تكون 
ثم عزز  أو متناقصة أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة، فيها الدالة متزايدة،

(1-4 ¢SQódG) ا: إجابتك عدديًّ
35( 34(

استعمل منحنى الدالة f (x) لتمثيل كل من الدالتين 
(1-5 ¢SQódG) = g (x) بيانيًّا: | f (x)| , h(x) = f (|x|)

f (x) = √"""x + 3   - 6 37( f (x) = -4x + 2 36(

f (x), g (x) للدالتين ( f + g)(x), ( f - g )(x), ( f · g)(x), ( f_
g)(x) أوجد

(1-6 ¢SQódG) وحدد مجال كل من الدوال الناتجة: في كل مما يأتي،
f (x) =   x_

x + 1
      39( f (x) =  x 2 - 2x 38(

g(x) =  x 2 - 1 g(x) = x + 9      

h2©=iNb.

f ؟ (x) = √"""4 - 2x أي من الأعداد الآتية لا ينتمي إلى مجال الدالة  40(

1 C 3 A

0 D 2 B

)؟  fog) (2) فما قيمة  f(x) = √""x + 1   , g(x) = 4x إذا كانت 41(

3 C √"3  A

8 D 4 √"3 B

y

x−8 −4

−4

4

8

−8

4 8O

f (x)= x - 3_
x + 4

y

x-8 -4

-4

4

8

-8

4 8O

f (x) = 0.5(x + 4)(x + 1)(x - 2)
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لحل المعادلات الأسية بيانيًّا أو باستعمال خاصية الجدول. ،TI-nspire يمكن استعمال الحاسبة البيانية
ولعمل ذلك اكتب المعادلات الأسية على صورة نظام من المعادلات.

  3x - 4 = 1_
9

استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلة 
تمثيل طرفَي المعادلة بيانيًّا :1 الطوة

ثم مثّل  ،f 2 9_1   في و ،f 1 x  3  في  وأدخل 4 - مثّل طرفَي المعادلة بيانيًّا في صورة دالتين مستقلتين،
وذلك بالضغط على المفاتيح:  المعادلتين بيانيًّا،

  3  x - 4    1_
9

استعمال ميزة نقاط التقاطع. :2 الطوة
إن ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ في قائمة fÉ«ÑdG º°SôdG π«∏ëJ« تمكنك من تقدير الزوج المرتب الذي 

يمثِّل نقطة التقاطع.
، واختر منها  واختر

يمثِّل نقطة التقاطع.
اضغط على مفتاح

سيظهر الزوج المرتب  ك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع، ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرِّ
أي أن الحل هو 2 ( 0.111 , 2)؛

استعمال خاصية الجدول :3 الطوة
تستعمل هذه الخاصية عادة لإنشاء جدول لقيم الدالة؛ يسهم في تحليلها )تحديد أصفارها، وتحديد 

وتحديد نقطة تقاطع دالتين، .. إلخ(. خطوط التقارب لها،
وذلك بالضغط  تحقق من صحة حلِّك باستعمال hóédG á«°UÉN∫. اعمل جدولًا في شاشة جانبية،

ثم اختر
. اعمل جدولًا في شاشة جانبية،

واختر منها على مفتاح:
يكون للدالتين  ، x فعندما 2 = يبيِّن الجدول قيم x وقيم f(x) أو y المناظرة لها لكل تمثيل بياني؛

وهذا يعني أن حل المعادلة هو 2 . ،   1_9 وهي 0.111 ≈ القيمة نفسها،
عوّض عن x بـ 2 في المعادلة الأصلية. التحق

=   1_93x - 4á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

=   1_932 - 4x øe k’óH 2 ¢†jƒ©àH

=   1_93-2§«°ùÑàdÉH

=   1_9   ✓1_
9í«ë°U πëdG

:تماري
: استعمل الحاسبة البيانية لحل كل معادلة مما يأتي

5x - 1 = 2x 4x + 3 = 25x 9x - 1 =   1_
81

 6   3x =  8  x - 1 -3x + 4 = -0.52x + 3 3.5x + 2 = 1.75x + 3

البيانية: الحاسبة معمل
حل المعادلات والمتباينات الاأ�شية

Solving Exponential Equations and Inequalities

1 �DD�J

3( 2( 1(

6( 5( 4(

يمكنك استعمال الحاسبة البيانية TI-nspire لحل متباينات أسية. وبطريقة مشابهة،

 2  x - 2 ≥  0.5  x استعمل الحاسبة البيانية لحل المتباينة 3 -
تمثيل المتباينات المناظرة. الطوة 1:

أعد كتابة المسألة على صورة نظام من المتباينات.
. y ≥  0.5  x والمتباينة الثانية هي:  3 - ، y ≤ 2  x x  2 أو 2 - - 2 ≥ y :المتباينة الأولى هي

ثم مثِّلها بالضغط على المفاتيح:
      2  x -2         0.5  x - 3   

فتكون منطقة الحل هي منطقة التظليل المشترك.

تحديد مجموعة الحل الطوة 2:
مجموعة إحداثيات x للنقاط التي تقع في منطقة تقاطع التظليلين تمثل مجموعة الحل للمتباينة 

واختيار ، و باستعمال ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ وذلك بالضغط على مفتاح الأصلية،
والضغط في أي نقطة على الشاشة   ثم اختيار

حيث يمكن استنتاج  سيظهر الزوج المرتب ( 1.41 , 2.5)، وتحريك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع،
.{x | x أن مجموعة الحل هي {2.5 ≤

استعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . الطوة 3:
تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولًا لقيم x بزيادة 0.5 في 

y1 =  2  x في العمود الثاني، : ، واكتب 2 - وذلك بالضغط على المفاتيح كل مرة،
في كل مرّة. لاحظ أنه لقيم x الأكبر من  y2 =  0.5  x في العمود الثالث واختر - 3

. {x | x وهذا يؤكد أن حل المتباينة هو  {2.5 ≤ ،y1 > y2 x تكون  = 2.5

:تماري
: استعمل الحاسبة البيانية لحل كل متباينة مما يأتي

3x - 4 ≤  5  
x_
2 16x - 1 > 22x + 2 62 - x - 4 < -0.25x - 2.5

 12   4 x - 7 < 4   2 x + 3  12  x - 5 ≥ 9.32 5x + 3 ≤ 2x + 4

وضح لماذا يكون تمثيل نظام من المعادلات بيانيًّا صالحًا لحل معادلات أو متباينات أسية. اكتب:

2 �DD�J

9( 8( 7(

12( 11( 10(

13(

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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لحل المعادلات الأسية بيانيًّا أو باستعمال خاصية الجدول. ،TI-nspire يمكن استعمال الحاسبة البيانية
ولعمل ذلك اكتب المعادلات الأسية على صورة نظام من المعادلات.

  3x - 4 = 1_
9

استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلة 
تمثيل طرفَي المعادلة بيانيًّا :1 الطوة

ثم مثّل  ،f 2 9_1   في و ،f 1 x  3  في  وأدخل 4 - مثّل طرفَي المعادلة بيانيًّا في صورة دالتين مستقلتين،
وذلك بالضغط على المفاتيح:  المعادلتين بيانيًّا،

  3  x - 4    1_
9

استعمال ميزة نقاط التقاطع. :2 الطوة
إن ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ في قائمة fÉ«ÑdG º°SôdG π«∏ëJ« تمكنك من تقدير الزوج المرتب الذي 

يمثِّل نقطة التقاطع.
، واختر منها  واختر اضغط على مفتاح
سيظهر الزوج المرتب  ك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع، ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرِّ

أي أن الحل هو 2 ( 0.111 , 2)؛

استعمال خاصية الجدول :3 الطوة
تستعمل هذه الخاصية عادة لإنشاء جدول لقيم الدالة؛ يسهم في تحليلها )تحديد أصفارها، وتحديد 

وتحديد نقطة تقاطع دالتين، .. إلخ(. خطوط التقارب لها،
وذلك بالضغط  تحقق من صحة حلِّك باستعمال hóédG á«°UÉN∫. اعمل جدولًا في شاشة جانبية،

ثم اختر واختر منها على مفتاح:
يكون للدالتين  ، x فعندما 2 = يبيِّن الجدول قيم x وقيم f(x) أو y المناظرة لها لكل تمثيل بياني؛

وهذا يعني أن حل المعادلة هو 2 . ،   1_9 وهي 0.111 ≈ القيمة نفسها،
عوّض عن x بـ 2 في المعادلة الأصلية. التحق

=   1_93x - 4á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

=   1_932 - 4x øe k’óH 2 ¢†jƒ©àH

=   1_93-2§«°ùÑàdÉH

=   1_9   ✓1_
9í«ë°U πëdG

:تماري
: استعمل الحاسبة البيانية لحل كل معادلة مما يأتي

5x - 1 = 2x 4x + 3 = 25x 9x - 1 =   1_
81

 6   3x =  8  x - 1 -3x + 4 = -0.52x + 3 3.5x + 2 = 1.75x + 3

البيانية: الحاسبة معمل
حل المعادلات والمتباينات الاأ�شية

Solving Exponential Equations and Inequalities

1 �DD�J

3( 2( 1(

6( 5( 4(

يمكنك استعمال الحاسبة البيانية TI-nspire لحل متباينات أسية. وبطريقة مشابهة،

 2  x - 2 ≥  0.5  x استعمل الحاسبة البيانية لحل المتباينة 3 -
تمثيل المتباينات المناظرة. الطوة 1:

أعد كتابة المسألة على صورة نظام من المتباينات.
. y ≥  0.5  x والمتباينة الثانية هي:  3 - ، y ≤ 2  x x  2 أو 2 - - 2 ≥ y :المتباينة الأولى هي

ثم مثِّلها بالضغط على المفاتيح:
      2  x -2         0.5  x - 3   

فتكون منطقة الحل هي منطقة التظليل المشترك.

تحديد مجموعة الحل الطوة 2:
مجموعة إحداثيات x للنقاط التي تقع في منطقة تقاطع التظليلين تمثل مجموعة الحل للمتباينة 

واختيار ،
 للنقاط التي تقع في منطقة تقاطع التظليلين تمثل مجموعة الحل للمتباينة 

و باستعمال ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ وذلك بالضغط على مفتاح الأصلية،
والضغط في أي نقطة على الشاشة 

 وذلك بالضغط على مفتاح
 ثم اختيار

حيث يمكن استنتاج  سيظهر الزوج المرتب ( 1.41 , 2.5)، وتحريك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع،
.{x | x أن مجموعة الحل هي {2.5 ≤

استعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . الطوة 3:
تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولًا لقيم x بزيادة 0.5 في 

y1 =  2  x في العمود الثاني،  ، واكتب 2 -
تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولًا لقيم تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولًا لقيم 

: وذلك بالضغط على المفاتيح كل مرة،
في كل مرّة. لاحظ أنه لقيم x الأكبر من  y2 =  0.5  x في العمود الثالث واختر - 3

. {x | x وهذا يؤكد أن حل المتباينة هو  {2.5 ≤ ،y1 > y2 x تكون  = 2.5

:تماري
: استعمل الحاسبة البيانية لحل كل متباينة مما يأتي

3x - 4 ≤  5  
x_
2 16x - 1 > 22x + 2 62 - x - 4 < -0.25x - 2.5

 12   4 x - 7 < 4   2 x + 3  12  x - 5 ≥ 9.32 5x + 3 ≤ 2x + 4

وضح لماذا يكون تمثيل نظام من المعادلات بيانيًّا صالحًا لحل معادلات أو متباينات أسية. اكتب:

2 �DD�J

9( 8( 7(

12( 11( 10(

13(
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حل المعادلات والمتباينات الاأ�شّية
Solving Exponential Equations and Inequalities

الماالما
فتأخذ شكل دالة  تتزايد اشتراكات مواقع الإنترنت بطريقة سريعة،
أسية. فإذا كان عدد الاشتراكات في أحد المواقع يُعطى بالمعادلة 

حيث x عدد السنوات منذ عام 1435 هـ ، ،y = 2.2(1.37) x

و y عدد المشتركين بالملايين.
y لتحديد عدد  = 2.2(1.37) x فيمكنك استعمال المعادلة

أو تحديد السنة التي يكون فيها عدد  المشتركين في سنة معينة،
المشتركين عند  مستوى معين.

تظهر المتغيرات في المعادلة الأسية في موقع الأسس. حل المعادلات الاأ�شية:

.x = y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG b x = b y ¿EÉa ,b > 0 , b ≠ 1  ¿Éc GPEG   :التعبير اللفظ

. 3 x = 35 ¿EÉa , x = 5 ¿Éc GPEG h . x = 5  ¿EÉa , 3x = 35 ¿Éc GPEG مثال:  

يمكنك استعمال خاصية المساواة للدوال الأسية لحل معادلات أسية.

لّ كل معادلة مما يأتي: حُ
2x = 83 )a

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG 2x = 83

8 =  2   3 2x = (23)3

Iƒ≤dG Iƒb á«°UÉN 2x = 29

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN x = 9

92x - 1 = 36x )b

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG 92x - 1 = 36x

9 =  3  2 (32)2x - 1 = 36x

Iƒ≤dG Iƒb á«°UÉN 34x - 2 = 36x

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 4x - 2 = 6x

ø«aô£dG Óc øe 4x ìô£H -2 = 2x

2 ≈∏Y ø«aô£dG Óc áª°ù≤H -1 = x

هم م تحقهم م تحق

55x = 125x + 2 )1B 42n - 1 = 64)1A

 á«°SC’G ∫GhódG π«ãªJ oâ°SQO
(2-1 ¢SQódG) .Év«fÉ«H

.á«°SCG ä’OÉ©e πMCG ■

.á«°SCG äÉæjÉÑàe πMCG ■

 G kƒªf øª°†àJ πFÉ°ùe πMCG ■

.Év«°SCG k’Óëª°VGh Év«°SCG

á«°SC’G ádOÉ©ªdG 
exponential equation

ÖcôªdG íHôdG
compound interest

á«°SC’G áæjÉÑàªdG
exponential inequality

Solving Exponential Equations and Inequalities
حل المعادلات والمتباينات الاأ�شّية

Solving Exponential Equations and Inequalities

¬77'¡¨خا�شية الم�شاواة للدوال الاأ�شية

1�oDDحل المعادلات الاأ�شية

Solving Exponential Equations and Inequalities

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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يمكنك استعمال معلومات عن النمو أو الاضمحلال لكتابة دالة أسية.

بدأ سلطان تجربة مخبرية بـ 7500 خلية بكتيرية. وبعد أربع ساعات أصبح عدد الخلًّايا البكتيرية 23000 خلية. علوم:

y تمثل عدد الخلًّايا البكتيرية y بعد x ساعة إذا استمر تغير عدد الخلًّايا  =  ab x اكتب دالة أسية على الصورة )a
البكتيرية بالمعدل نفسه مقربًا الناتج إلى أقرب ثلًّاث منازل عشرية.

لذا عوّض هذه  وعدد الخلايا (y) يساوي 7500 خلية بكتيرية، ، صفر ساعة (x)  في بداية التجربة كان الزمن
. a أو قيمة y القيم لإيجاد المقطع

á«°SC’G ádGódG y = abx

7500 Oó©dÉH y øYh , 0 Oó©dÉH x øY ¢†jƒ©àdÉH 7500 = a b 0

b0 = 1 7500 = a

 .b عوّض هذه القيم في الدالة الأسية لتحديد قيمة يصبح عدد الخلايا البكتيرية 23000، ،x وعندما 4 =
7500 Oó©dÉH a øYh ,23000 Oó©dÉH y øYh ,4 Oó©dÉH x øY ¢†jƒ©àdÉH 23000 = 7500 · b 4

7500 ≈∏Y ø«aô£dG Óc áª°ù≤H 3.067 ≈ b4

ø«aô£∏d ™HGôdG QòédG OÉéjEÉH 4√""3.067   ≈ b

áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH 1.323 ≈ b

.  y = 7500(1.323)xالدالة التي تمثل عدد الخلايا البكتيرية هي
ما العدد المتوقع للخلًّايا البكتيرية بعد 12 ساعة؟ )b

ájô«àµÑdG ÉjÓîdG OóY πãªJ »àdG ádOÉ©ªdG y = 7500(1.323)x

12 Oó©dÉH x øY ¢†jƒ©àdÉH = 7500(1.323)12

áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH ≈ 215664

سيكون هنالك 215664 خلية بكتيرية تقريبًا بعد 12 ساعة.
هم م تحقهم م تحق

هـ أنتج 420000 عبوة  وفي عام 1440 ، هـ أنتج مصنع 3.2 ملايين عبوة بلاستيكية عام 1436 اإعادة ت�شنيع: )2
هـ. بإعادة تصنيع العبوات التي أنتجها عام 1436

y تمثل عدد  =  ab x اكتب دالة أسية على الصورة  بالمعدل نفسه، التصنيع استمرت  مفترضًا أن إعادة  )2A
العبوات المعاد تصنيعها y بعد x سنة مقربًا الناتج إلى أقرب منزلتين عشريتين. 

هـ؟ كم تتوقع أن يكون عدد العبوات المُعادة التصنيع عام 1481 )2B

وهو الربح الذي يحسب المبلغ المستثمر )رأس المال(  تستعمل الدوال الأسية  في مسائل تتضمن الربح المركب؛
وليس فقط عن رأس المال كما هو في الربح البسيط. مضافًا إليه أي أرباح سابقة،

á¨«°üdG ∫Éª©à°SÉH ÖcôªdG íHôdG ÜÉ°ùM ∂æµªj

A = P(1 + r_
n)nt

 …ƒæ°ùdG íHôdG ∫ó©e r , ∫ÉªdG ¢SCGQ hCG √QÉªãà°SG ºJ …òdG »∏°UC’G ≠∏ÑªdG P ,áæ°S t ó©H »∏µdG ≠∏ÑªdG A å«M
.áæ°ùdG »a ∫ÉªdG ¢SCGQ ≈dEG ìÉHQC’G áaÉ°VEG äGôe OóY n ,™bƒàªdG

-»�FL£2�o-»�FL£2�oكتابة دالة اأ�شّية

 ∂«à°SÓÑdG ôjhóJ IOÉYEG πÑb
 ájhÉµdG GOƒ°üdG IOÉªH ¬∏°ùZ ºàj

 ’h .øNÉ°ùdG AÉªdG É¡«dEG ±É°†ªdG
 OÉ©ªdG äGƒÑ©dG ∫Éª©à°SÉH í°üæj

.á«FGò¨dG OGƒª∏d ÉgôjhóJ

¬77'¡¨المركب الرب
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بحيث تُضاف الأرباح  ا نسبته 4.2% ، ريال في مشروع تجاري متوقعًا ربحًا سنويًّ استثمر حمد مبلغ 25000 مال:
إلى رأس المال كل شهر. ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 15 سنة مقربًا إلى أقرب منزلتين عشريتين؟

أوجد المبلغ الكلي المتوقع بعد 15 سنة. اهم:
إذن استعمل صيغة الربح المركب. بما أنه تتم إضافة الأرباح إلى رأس المال، :خط

P = 25000, r = 0.042, n = 12, t = 15

ÖcôªdG íHôdG á¨«°U A = P(1 +   r_
n)nt لّ: ح

P = 25000, r = 0.042, n = 12, t = 15 = 25000 (1 +   0.042_
12 )12 · 15

áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH ≈ 46888.66
مثّل المعادلة المناظرة بيانيًّا :تحق

x ثم أوجد قيمة y عندما = ،  f (x) = 25000(1.0035)12x

ثم اختر
ثم أوجد قيمة 

ثم اختر15 على الرسم بالضغط على مفتاح
 واختر منها 
 على الرسم بالضغط على مفتاح

ومنها  ثم اضغط على الرسم البياني 
لتحدد نقطة يظهر الزوج المرتب الذي يمثلها.

سيظهر  د الإحداثي x للنقطة واكتب 15،  ثم حدِّ
لتحدد نقطة يظهر الزوج المرتب الذي يمثلها.

اضغط 
إذن الإجابة صحيحة. الإحداثي y المقابل 46888.66،

هم م تحقهم م تحق

ا نسبته %12 ، بحيث تُضاف الأرباح إلى  ريال في مشروع تجاري متوقعًا ربحًا سنويًّ استثمر علي مبلغ 100000 )3
سنواتٍ مقربًا الناتج إلى أقرب منزلتين عشريتين؟ ا. ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 5 رأس المال مرتين شهريًّ

المتباينة الأسية هي متباينة تتضمن عبارة أسية أو أكثر. حل المتباينات الاأ�شية:

  x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG b x > b y   ¿EÉa , b > 1 ¿Éc GPEG :التعبير اللفظ
. 2 x > 26 ¿EÉa , x > 6 ; ¿Éc GPEG h , x > 6  ¿EÉa , 2x > 26 ¿Éc GPEG مثال:

≥ øjÉÑàdG õeQ ™e É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

  x < y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG b x > b y   ¿EÉa , 0 < b < 1 ¿Éc GPEG :التعبير اللفظ
. (1_

2)x
> (1_

2)5¿EÉa , x < 5 ; ¿Éc GPEG h , x < 5  ¿EÉa , (1_
2)x

> (1_
2)5¿Éc GPEG مثال:

≥ øjÉÑàdG õeQ ™e É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

  16  2x-3 < 8 لّ المتباينة حُ
á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG 162x-3 < 8

16 = 24 , 8 = 23 (24)2x-3 < 23

Iƒ≤dG Iƒb á«°UÉN 28x - 12 < 23

ƒªædG ádGód øjÉÑàdG á«°UÉN 8x - 12 < 3

ø«aô£∏d 12 ™ªéH 8x < 15

8 ≈∏Y ø«aô£dG áª°ù≤H x <   15_
8

3�oDDالمركب الرب

�¦h¢.
ن�شب موية:

 Ö°ùædG ™«ªL πjƒëJ ôcòJ
,ájô°ûY Qƒ°ùc ≈dEG ájƒÄªdG

4.2% = 0.042 :πãe

�¦h¢.
تقريب الاأعداد:

 OGóYC’G Öjô≤J ∂æµªj
 å«ëH ,á°TÉ°ûdG ≈∏Y IôgÉ¶dG

 πµ°ûdÉH º°SôdG ≈∏Y ô¡¶J
 §¨°†dÉH ∂dPh Ö°SÉæªdG

QÉ«àNGh ìÉàØe ≈∏Y

QÉ«àNG ºK

,Ö°SÉæªdG Öjô≤àdG QÉ«àNGh
 OóY Ö°ùëH OGóYC’G ô¡¶à°Sh

.áHƒ∏£ªdG ∫RÉæªdG

¬77'¡¨لدالة النمو خا�شية التباي

¬77'¡¨شمحلاللدالة الا خا�شية التباي

4�oDDحل المتباينات الاأ�شية k7b38)

دالتا النمو والاشحلال 
:الاأ�ش

 øjÉÑàdG á«°UÉN ¿CG ßM’
 √òg ¿CG ø«ÑJ ƒªædG ádGód

,É¡dÉée ≈∏Y IójGõàe ádGódG
 ádGód øjÉÑàdG á«°UÉN ¿CGh
 √òg ¿CG ø«ÑJ ∫Óëª°V’G

 ≈∏Y á°übÉæàe ádGódG
 .É¡dÉée
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(1 ∫Éãe) لّ كل معادلة مما يأتي: حُ
5 x - 6 = 125 2( 84 x + 2 = 64

162y - 3 = 4y + 1 4( 35x = 272x - 4 3(

49x + 5 = 78x - 6 6( 26x = 32x - 2 5(

256 b + 2 = 42 - 2 b 8( 81a + 2 = 33 a + 1 7(

82 y + 4 = 16 y + 1 10( 93 c + 1 = 273 c - 1 9(

الانقسام هو عملية حيوية يتم فيها انشطار الخلية إلى  علوم: 11(
وتنقسم إحدى أنواع الخلايا  خليتين مطابقتين تمامًا للخلية الأصلية،

(2 ∫Éãe) البكتيرية كل 15 دقيقة.
تمثل عدد الخلايا  c =  ab t اكتب دالة أسّية على الصورة )a

البكتيرية c المتكونة من انقسام خلية واحدة بعد t من الدقائق.  
فكم خلية ستتكون بعد  إذا بدأت خلية بكتيرية واحدة بالانقسام، )b

ساعة؟

، ريال عن والده عام 1430 هـ ورث خالد مبلغ 100000 مال: 12(
وقدّر خالد أن المبلغ المستثمَر  واستثمره في مشروع تجاري،

(2 ∫Éãe) ريالًا بحلول عام 1442 هـ . سيصبح 169588
y تمثل المبلغ y بدلالة  = a b x اكتب دالة أسية على الصورة )a

عدد السنوات x منذ عام 1430 هـ .
فكم سيصبح  افترض أن المبلغ استمر في الزيادة بالمعدل نفسه، )b

عام 1450 هـ إلى أقرب منزلتين عشريتين؟
ا نسبته 4.3% ، ريال متوقعًا ربحًا سنويًّ استثمر حسن مبلغ 70000 13(
بحيث تُضاف الأرباح إلى رأس المال كل شهر. ما المبلغ الكلي 
(3 ∫Éãe) المتوقع بعد 7 سنوات إلى أقرب منزلتين عشريتين؟

، ا نسبته 2.25% ريال متوقعًا ربحًا سنويًّ استثمر ماجد مبلغ 50000 14(
ا. ما المبلغ الكلي  بحيث تُضاف الأرباح إلى رأس المال مرتين شهريًّ

(3 ∫Éãe)  المتوقع بعد 6 سنوات إلى أقرب منزلتين عشريتين؟

(4 ∫Éãe) حل كل متباينة مما يأتي:
25y - 3 ≤ ( 1_

125)y + 3 16( 42x+ 6 ≤ 642x - 4 15(

10 5 b + 2 > 1000 18( 625 ≥ 5a + 8 17(

(1_
9)3t + 5 ≥  ( 1_

243)t - 6 20( ( 1_
64)c - 2 < 322 c 19(

y للتمثيل البياني المار بكل زوج من  =  ab x اكتب دالة أسية على الصورة
النقاط فيما يأتي:

(4, 81) , (0, 256) 22( )3,100) , (0, 6.4) 21(

(4, 21609) , (0, 144) 24( )5,371293) , (0, 128) 23(

وُضع كوب من الشاي درجة حرارته C°90 في وسطٍ  علوم: 25(
فتناقصت درجة حرارة  ،20°C  درجة حرارته ثابتة وتساوي

ويمكن تمثيل درجة حرارة الشاي بعد t دقيقة بالدالة  الشاي،
. y(t) = 20 + 70(1.071  )  -t

أوجد درجة حرارة الشاي بعد 15 دقيقة. )a

أوجد درجة حرارة الشاي بعد 30 دقيقة. )b

، 60°C إذا كانت درجة الحرارة المناسبة لشرب الشاي هي )c
فهل ستكون درجة حرارة الشاي مساويةً لها أم أقل منها بعد 10

دقائق؟
ا مع  يتناسب قطر قاعدة جذع شجرة بالسنتمترات طرديًّ اأشار: 26(

وقطر  ، 6 m 3    ، إذا بلغ ارتفاع شجرة_
2

ارتفاعها بالأمتار مرفوعًا للأس 
فاكتب معادلة القطر d لقاعدة جذع الشجرة  ، 19.1cm قاعدة جذعها

عندما يكون ارتفاعها h متر .
لّ كل معادلة أسية مما يأتي: حُ

(   1_2)4x + 1
= 82x + 1 27(

(1_
5)x - 5

= 253x + 2 28(

216 =  (1_
6)x + 3 29(

(1_
8)3x + 4 =  (1_

4)-2x + 4 30(

(2_
3)5x + 1 =  (27_

8 )x - 4 31(

(25_
81)2x + 1 = (729_

125)-3x + 1 32(

½1Ljb.

1(

هم م تحقهم م تحق

2x+2 >   1_32 )4B 32x-1 ≥   1_
243

)4A



á«ªàjQÉZƒ∏dGh á«°SC’G ∫GhódGh äÉbÓ©dG 2 الف�شل 96

بلغ عدد سكان العالم عام 1950م ، 2.556 مليار نسمة، �شكان: 33(
وبحلول عام 1980م أصبح 4.458 مليارات نسمة.

y يمكن أن تمثِّل تزايد عدد  = ab x اكتب دالة أسية على صورة )a
x حيث سكان العالم من عام 1950م إلى عام 1980م بالمليار ،

)قرّب قيمة b إلى أقرب جزء من  عدد السنوات منذ عام 1950م
عشرة آلاف(

فقدّر عدد  افترض أن تزايد عدد السكان استمر بالمعدل نفسه، )b
سكان العالم عام 2000 .

إذا كان عدد سكان العالم عام 2000م هو 6.08 مليارات نسمة  )c
فقارن بين تقديرك والعدد الحقيقي للسكان. تقريبًا،

استعمل الدالة التي توصلت إليها في فرع a لتقدير عدد سكان  )d
ح إجابتك. وضِّ العالم عام 2020م. ما دقة تقديرك؟

يُفاضل سعيد بين خيارين للاستثمار الطويل الأمد، قاة مالية: 34(
ويريد أن يختار أحدهما.
�H&°*4£³*�¤FjD*4£sD*

 50000  ��cEx�jg~zJ

�B¡gJf~z~6'¡E¤AJ4

�p+4]�E�¡�J�&*

�gJH ،6.5%¥¡�~zD*

�6&*4¢D(*r+4&°*fA~9(*

� VJ¡�~6i*xE�+4&*�D*

�6&*4 M,4m-¤A�4~{J
�B¡gJ J4 50000�DE

4.2%�p+4fc~zF�¡�-�&*
r+4&°*fA~9(*�gJH� VJ¡�~6
�x�~7�C�D*�6&*4¢D(*

��cE4�jg~6*¢D(*fA~9(°+
�Hx~{E¤AJ4 50000
¥¡�~zD*�p+4fc~zF4]�OJ

r+4&°*fA~9(*�gJH ،2.3%
��¡c~6&*�C�D*�6&*4¢D(*

من الخيار الأول والخيار الثاني للاستثمار. كل اكتب دالة )a

مثّل بالحاسبة البيانية منحنىً يوضح المبلغ الكلي من كل  )b
سنة. t استثمار بعد

فسّر  أي الخيارين أفضل في الاستثمار الخيار الأول أم الثاني؟ )c
إجابتك؟

ستستكشف في هذا التمرين الزيادة  تمثيلات متعددة: 35(
وضع بعضهما قصَّ ورقة إلى نصفين، . المتسارعة في الدوال الأسية

هما معًا إلى نصفين وضع بعضهما فوق بعض، ثم قصَّ فوق بعض،
ر هذه العملية عدة مرات. وكرِّ

ثم بعد القص عُدّ قطع الورق الناتجة بعد القص الأول، ا: ح�شيًّ )a
والرابع. والثالث، الثاني،

ن نتائجك في جدول. دوِّ ا: جدوليًّ )b

استعمل النمط في الجدول لكتابة معادلة تمثل عدد  ا: رميًّ )c
مرة. x قطع الورق بعد القص

اكتب  ، 0.003in يُقدر سُمك الورقة الاعتيادية بنحو ا: تحليليًّ )d
مرة. x معادلة تمثل سُمك رزمة الورق بعد قصها

مرة؟ 30 سُمك رزمة من الورق بعد قصها ما ا: تحليليًّ )e



الأسية حُلّ المعادلة : تحد 36(
. 1618 + 1618 + 1618 + 1618 + 1618 = 4x

. x = 2 اكتب معادلة أسية يكون حلها م�شاألة مفتوحة: 37(

. 272x · 81x + 1 = 32x + 2 · 9 4x + 1 أثبت أن برهان: 38(

د ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمًا أو صحيحة  حدِّ تبرير: 39(
وضح إجابتك أحيانًا أو غير صحيحة أبدًا.

. x لجميع قيم 2x > -(820x)

k�G}.k0}

( 2-1 ¢SQódG) مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:
y = 4(1_

3)x
42( y = 5(2)x 41( y = 2(3)x 40(

( á≤HÉ°S IQÉ¡e) لّ كل معادلة مما يأتي: حُ
√"""3t - 5 - 3 = 4 44( √"""x + 5 - 3 = 0 43(

(5x + 7)
1_
5 + 3 = 5 46( 4√"""2x - 1 = 2 45(

(7x - 1)
1_
3 + 4 = 2 48( (3x - 2)

1_
5 + 6 = 5 47(

( 1-6 ¢SQódG)  :لكل زوج من الدوال الآتية [ g ◦ h](x) , [h ◦ g](x) أوجد
h(x) = x + 4 50( h(x) = 2x - 1 49(

g(x) = x g(x) = 3x + 4

( 1-7 ¢SQódG) f (x) = 2 x أوجد الدالة العكسية للدالة: 1 + 51(

h2©=iNb.

؟ 7 x-1 + 7 = 8 التي تحقق المعادلة x ما قيمة 52(

1 C -1 A

2 D 0 B

؟ f [ f (-1)] فما قيمة ، f (x) = 5x إذا كانت 53(

5 C -25 A

25 D -5 B
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اللواريتمات والدوال اللواريتمية
Logarithms and Logarithmic Functions

الما
ح كثير من العلماء أن سبب انقراض سلالة الديناصورات هو  يُرجِّ
النيازك التي ضربت الأرض. ويستعمل الفلكيون مقياس باليرمو 

(Palermo) لتصنيف أجسام الفضاء كالنيازك وغيرها اعتمادًا على 
مدى تأثيرها في كوكب الأرض. ولجعل المقارنة بين هذه الأجسام 
إذ يمكن  ، أكثر سهولة تم تطوير المقياس باستعمال اللوغاريتمات

إيجاد قيمة مقياس باليرمو PS لجسم فضائي من خلال الدالة
حيث R الخطر النسبي الذي يسببه ذلك الجسم، ، R =  10  PS

ويمكن كتابة هذه الدالة بصيغة أخرى تسمى الدالة اللوغاريتمية.

f (x) = 2 x بيانيًّا من خلال تبديل يمكنك تمثيل الدالة العكسية للدالة الأسية  الدوال والعبارات اللواريتمية:
قيم x و y للأزواج المرتبة التي تمثل الدالة.

O

y

x

x = 2y

y = 2x

y = x(2, 4)

(0, 1) (4, 2)

(1, 0)

x�~|D*�E x�£BeÆ�-
y�£B�|B�-�E

   

x = 2 y

x y

1_
8 -3

1_
4 -2

1_
2 -1

1 0

2 1

4 2

8 3

y = 2 x

x y

-3 1_
8

-2 1_
4

-1 1_
2

0 1

1 2

2 4

3 8

فإن الدالة  x . وبصورة عامة، = 2 y y هي  = 2 x يظهر من الجدول والتمثيل البياني أعلاه أن الدالة العكسية للدالة
ويكتب عادة على الصورة ، x لوغاريتم x = b y في المعادلة y يسمى المتغير . x = b y هي y = b x العكسية للدالة

. b للأساس x تساوي لوغاريتم y ويقرأ ، y = log b x

b ¢SÉ°SCÓd x ºàjQÉZƒ∏d õeôj ,b ≠ 1  å«M ,ø«ÑLƒe øjOóY x, b ¿Éc GPEG :التعبير اللفظ
.áë«ë°U b y = x ádOÉ©ªdG π©éj …òdG y ¢SoC’G ¬fCG ≈∏Y ± qô©ojh ,log b x õeôdÉH

å«ëH y OóY óLƒj x > 0 πµd :¿EÉa b > 0, b ≠ 1 ¿CG ¢VôàaG الرموز:

by = x ¿Éc GPEG §≤ah GPEG   logb x = y

     

log 3 27 = y ( 3 y = 27 مثال:

 á«°ùµ©dG ádGódG OÉéjEG oâ°SQO
(1-7 ¢SQódG) .ádGód

 äGQÉÑY áª«b óLCG ■

.á«ªàjQÉZƒd
 á«ªàjQÉZƒd ∫GhO π qãeCG

.Év«fÉ«H

ºàjQÉZƒ∏dG 
logarithm

á«ªàjQÉZƒ∏dG ádGódG
logarithmic function

الماالما

اللواريتمات والدوال اللواريتمية
Logarithms and Logarithmic Functions

الماالما

¬77'¡¨b اريتم للاأ�شا�ساللو k7b38)
logbx = y ≈ª°ùJ

,á«ªàjQÉZƒ∏dG IQƒ°üdG
 IQƒ°üdG by = x ≈ª°ùJh

.É¡d áÄaÉµªdG á«°SC’G

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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يمكنك استعمال تعريف اللوغاريتمات لكتابة المعادلات اللوغاريتمية على الصورة الأسّية .

اكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأتي على الصورة الأسية:
log4

1_
256

= - 4 )b log2 8 = 3 )a

  log 4   1_
256 = - 4    1_

256 = 4-4    log 2 8 = 3    8 = 23

هم م تحقهم م تحق

log3 729 = 6 )1B log4 16 = 2 )1A

يمكن استعمال تعريف اللوغاريتمات أيضًا لكتابة المعادلات الأسّية على الصورة اللوغاريتمية.

اكتب كل معادلة أسّية مما يأتي على الصورة اللوغاريتمية:
4

1_
2 = 2 )b 153 = 3375 )a

 4  
1_
2 = 2 → log4 2 =   1_2   153 = 3375 → log15 3375 = 3

هم م تحقهم م تحق

12 5  
1_
3 = 5 )2B 43 = 64 )2A

يمكنك استعمال تعريف اللوغاريتم لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية.

أوجد قيمة كل مما يأتي: دون استعمال الآلة الحاسبة،
log16 4 )a

 áªàjQÉZƒ∏dG IQÉÑ©dG ¿CG ¢VôØH
y …hÉ°ùJ

log16 4 = y

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 4 = 16 y

16 = 42 41 = 42y

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 1 = 2y

2 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG 1_
2 = y

. log16 4 =   1_2 لذا فإن 

log 7
1_
49

)b

 áªàjQÉZƒ∏dG IQÉÑ©dG ¿CG ¢VôØH
y …hÉ°ùJ

log 7   1_
49

= y

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 1_
49

= 7 y

1_
49

= 7 -2 7 -2 = 7y

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN -2 = y

 log  7    1_
49

= لذا فإن 2-

هم م تحقهم م تحق

lo g  1_
2
  256 )3B log3 81 )3A

1�oDDال�شورة الاأ�شية اريتمية اإلال�شورة اللو التحويل م �¦h¢.
اأ�شا�س اللواريتم:

 …CG áaô©e ∂«∏Y §∏àîj ób
 ¢SC’G É¡jCGh ¢SÉ°SC’G ƒg OGóYC’G

;á«ªàjQÉZƒ∏dG ä’OÉ©ªdG »a
 ø«Ø∏àîe ø«fƒd πª©à°SG Gòd

 AÉæKCG »a Éª¡æe πc áHÉàµd
 º«¶æJ ≈∏Y ∂JóYÉ°ùªd ;πëdG

.∂JÉHÉ°ùM

2�oDDاريتميةال�شورة اللو ال�شورة الاأ�شّية اإل التحويل م

3�oDDاريتميةيمة عبارة لو اداإي

I

I
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من تعريف الدوال الأسية واللوغاريتمات يمكنك استنتاج بعض الخصائص  ال�شا�س الاأ�شا�شية للواريتمات:
الأساسية للوغاريتمات.

:áë«ë°U á«JB’G ¢üFÉ°üîdG ¿EÉa , »≤«≤M OóY x , b ≠ 1 , b > 0 ¿Éc GPEG
التبريرالا�شية

lo g b 1 = 0 b  0 = 1

lo g b b = 1 b  1 = b

lo g b  b  x = x b  x =  b  x

 b lo g b x = x, x > 0logb x =logb x

أوجد قيمة كل مما يأتي إن أمكن: دون استعمال الآلة الحاسبة،
 log5 125 )a

= lo g 5   5  3lo g 5  12553 = 125

= 3lo g b  b x = x

 12  lo g 12  4.7 )c

= 4.71 2  lo g 12  4.7b log b x = x

 log10 0.001 )b

=  log 10   10  -3 log 10  0.0010.001 =  10  -3

= -3 log b   b  x = x

 log10 (-5) )d

، x ف فقط عندما 0 < f (x) =  log b معرَّ x بما أن
ف في مجموعة الأعداد  فإن log 10  (-5)  غير معرَّ

الحقيقية.
هم م تحقهم م تحق

  3  lo g 3   1 )4B lo g 9  81 )4A

وكل من العددين x , b موجبًا  ، b حيث  1 ≠ ، f (x) = logb x تُسمى الدالة ا: تمثيل الدوال اللواريتمية بيانيًّ
دالة لوغاريتمية. والتمثيل البياني للدالة f (x) = logb x هو التمثيل البياني للدالة الرئيسة )الأم( للدوال اللوغاريتمية.

f (x) = logbالدالة الري�شة )الاأم(: x, b >1:)ي�شة )الاأمالدالة الرf (x) = logbx, 0< b <1
ójGõàeخ�شا�س منحن الدالة: ,øjÉÑàe ,π°üàe س منحن�خ�شا

الدالة:
¢übÉæàe ,øjÉÑàe ,π°üàe

á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée المال:
( R  + ) áÑLƒªdG

á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée المال:
( R  + ) áÑLƒªdG

:المد OGóYC’G áYƒªée
(R) á«≤«≤ëdG

:المد OGóYC’G áYƒªée
(R) á«≤«≤ëdG

:التقار خy QƒëªdG:التقار خy QƒëªdG
: x 1مقطع المحور: x 1مقطع المحور

O

f(x)

x(  , −1)1
b

(1, 0) (b, 1)

f(x) = Log
b
x

O

f(x)

x

(  , −1)1
b

(1, 0)

(b, 1)

f(x) = Log
b

  x

¬77'¡¨اريتماتس الاأ�شا�شية للو�شا�ال k7b38)
:الاأ�س ال�شفر

· ¿EÉa b ≠ 0 …C’ ¬fCG ô qcòJ
 . b 0 = 1

· ¿C’ ± qô©e ô«Z   log b  0

. x `d áª«b …C’ bx ≠ 0

4�oDDاريتماتس الاأ�شا�شية للو�شا�ا�شتعمال ال

¬77'¡¨اريتميةالاأم( للدوال اللو( الدالة الري�شة

I
-
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مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:
f (x) = log5 x )a

حدّد الأساس. :1 الطوة
b = 5

حدد نقاطًا على التمثيل البياني . :2 الطوة

فاستعمل النقاط بما أن 1 < 5،

(1_
b

, -1) , (1, 0), (b, 1)

.(1_
5 أي النقاط (1 ,5), (0 ,1) , (1- ,

إذ تتزايد  ولاحظ أنه متصل ومتزايد، مثّل النقاط على المستوى الإحداثي. ثم ارسم المنحنى، :3 الطوة
f (x)  من 0 إلى ما لا نهاية.

f (x) = log 1_
3

x )b

b =   1_
3

:1 الطوة

0 <   1_
3

< 1 :2 الطوة

 .(1_
3 , 1) , (1, 0) , (3, -1) لذا استعمل النقاط

ارسم المنحنى. :3 الطوة

هم م تحقهم م تحق

f (x) = lo g   1_
8

x )5B f (x) = log2 x )5A

فإنه يمكنك تطبيق التحويلات لتمثيل الدوال اللوغاريتمية بيانيًّا. وتمامًا كما في الدوال الأسية،

مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:
f (x) = 3 log10 x + 1 )a

y. بما أن 1<10 = log10 x د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم  حدِّ
أي النقاط (1 , 10) ،(   1_b  , -1) , (1 , 0) , (b , 1)  فاستعمل النقاط

_1   ) والتمثيل البياني للدالة المعطاة هو تحويل 
10

  , -1) , (1 , 0)

.f (x) = log10 x للتمثيل البياني للدالة
ا. يتسع التمثيل البياني رأسيًّ : a = 3 •

لا يوجد انسحاب أفقي. : h = 0 •

يسحب التمثيل البياني وحدة واحدة إلى أعلى. : k = 1 •

5�oDDا تمثيل الدوال اللواريتمية بيانيًّ

O x
(  , −1)1

5

(1, 0)
(5, 1)

y = log5x
f(x)

O x

(  , 1)1
3

(3, −1)
(1, 0)

f(x)

y = log   x

6�oDDا تمثيل الدوال اللواريتمية بيانيًّ k7b38)
�شلو طر التمثيل 

البيان
 ¬fCG 6a ∫ÉãªdG »a ßM’
 ÖLƒe øe x ÜGôàbG ™e

 Üôà≤J f (x)  ¿EÉa ájÉ¡f’Ée
.É k°†jCG ájÉ¡f’Ée ÖLƒe ≈dEG

1

1

-1
-2
-3

2
3
4
5

2 3 4 5 6 7 8 9 10 x

f(x)

O

f (x)=3log
10

x+1

y = log
10

x
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f (x) = 1_
2

 log 1_
4
 (x - 3) )b

التمثيل البياني للدالة المعطاة هو تحويل للتمثيل البياني للدالة
. f (x) = lo g  1_

4
x

ا. يضيق التمثيل البياني رأسيًّ : a =   1_2 •

يسحب التمثيل البياني 3 وحدات إلى اليمين. : h = 3 •

لا يوجد انسحاب رأسي. : k = 0 •

هم م تحقهم م تحق

f (x) =   1_
4

  lo g  1_
2
  (x + 1) - 5 )6B f (x) = 2 log3 (x - 2) )6A

وتعادل شدة الهزة الأرضية عند أي درجة 10 أمثال شدة  يقيس مقياس ريختر شدة الهزة الأرضية، هات اأرشية:

أيْ أن شدة هزة أرضية سجلت 7 درجات على مقياس ريختر تعادل 10 أمثال  الهزة الأرضية للدرجة التي تسبقها؛
، y = 10 x شدة هزة أرضية سجلت 6 درجات على المقياس نفسه. ويمكن تمثيل شدة الهزة الأرضية بالدالة 1 -

حيث x الدرجة على مقياس ريختر.
استعمل المعلومات المعطاة في فقرة " الربط مع الحياة " لمعرفة شدة أقوى هزة أرضية في القرن العشرين. )a

á«∏°UC’G ádGódG y = 10 x - 1

x øe k’óH 9.2 ¢V uƒY = 10 9.2 - 1

§ u°ùH = 10 8.2

áÑ°SÉëdG πª©à°SG = 158489319.2

. y = log10 x + c واكتبها على الصورة: ،y = 10  x-1 أوجد الدالة العكسية للدالة )b

فإن لها دالة عكسية. y متباينة، = 10  x-1 بما أن الدالة
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG y = 10 x - 1

y `d áÑ°ùædÉH πMh y h x ø«H ∫óH x = 10 y - 1

äÉªàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J y - 1 = log10 x

ø«aô£dG Óµd 1 Oó©dG ∞°VCG y = log10 x + 1

هم م تحقهم م تحق

.y = 0.5x أوجد الدالة العكسية للدالة )7

O 1

1

-2
-3
-4

2
3
4

2 3 4 5 6 7
x

f(x)

y = log1x
4

x

-«»�F£I7�oI-«»�F£I7�oIاد الدوال العك�شية للدوال الاأ�شيةاإي

 ¿ô≤dG »a á«°VQCG Iõg iƒbCG
 ΩÉY »∏«°T âHô°V øjô°û©dG

 äÉLQO 9.2 É¡Jƒb â¨∏Hh ,Ω1960
 iôb äôeOh ,ôàîjQ ¢SÉ«≤e ≈∏Y

.¿Éµ°ùdG ±’BG â∏àbh ,á∏eÉc

-
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(1 ∫Éãe) :اكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأتي على الصورة الأسية
log5 625 = 4  2(  log8 512 = 3  1(  

log7 343 = 3  4(  log2 16 = 4  3(  

log3   1 _ 27   = -3  6(  log9   1 _ 
81

   = -2  5(  

log9 1 = 0  8(  log12 144 = 2   7(  

(2 ∫Éãe) :اكتب كل معادلة أسية مما يأتي على الصورة اللوغاريتمية

1 6  
  3 _ 
4
  
  = 8  10(  113 = 1331  9(  

6-3 =   1 _ 
216

   12(  9-1 =   1 _ 9   11(  

46 = 4096  14(  28 = 256  13(  

2 5  
  3 _ 2  
  = 125  16(  2 7   

  2 _ 3  
  = 9  15(  

(3, 4 ¿’ÉãªdG) :دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد قيمة كلٍّ مما يأتي
log6 1  19(  log2   1 _ 

128
   18(  log13 169  17(  

log10 0.01  22(  log10 10  21(  log41  20(  

log6 216  25(  log4   1 _ 
64

   24(  log3   1 _ 9   23(  

log121 11  28(  log32 2  27(  log27 3  26(  

lo g  
  1 _ 6  
    1 _ 
216

   31(  lo g  
  1 _ 8  
  512  30(  lo g  

  1 _ 5  
  3125  29(  

(5, 6 ¿’ÉãªdG) :مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا
f (x) = lo g  

  1 _ 6  
  x  33(  f (x) = log3 x  32(  

f (x) = 2 lo g  
  1 _ 
10

  
  x - 5  35(   f (x) = 4 log4 (x - 6)  34(  

f (x) = lo g  
  1 _ 9  
  x  37(  f (x) = 4 log2 x + 6  36(  

f (x) = 6 lo g  
  1 _ 8  
  (x + 2)  39(  f (x) = -3 lo g  

  1 _ 
12

  
  x + 2  38(  

f (x) = lo g  
  1 _ 
4
  
  (x + 1) - 9  41(   f (x) = -8 log3 (x - 4)  40(  

علوم: عُد إلى فقرة "لماذا؟" بداية الدرس. أوجد معكوس الدالة   42(  
(7 ∫Éãe)  .اللوغاريتمية المعطاة

 _ n = log2   1 درجة زر ضبط الإضاءة في آلة 
p
ت�شوير: تمثل الصيغة     43(  

التصوير والمستعملة عند نقص الإضاءة، حيث p نسبة ضوء الشمس 
(7 ∫Éãe) .في منطقة التقاط الصورة

أُعدت آلة تصوير خالد لتلتقط الصورة تحت ضوء الشمس   )a  
المباشر، ولكن الجو كان غائمًا. إذا كانت نسبة الإضاءة في 

اليوم الغائم تعادل   4 _ 1   الإضاءة في اليوم المشمس، فأي درجات 
زر ضبط الإضاءة يجب أن يستعملها خالد لتعويض نقص 

الإضاءة؟
مثّل الدالة بيانيًّا.  )b  

استعمل التمثيل البياني في الفرع b لتقدير نسبة إضاءة الشمس   )c  
إذا قلت درجة زر ضبط الإضاءة 3 درجات. هل يؤدي ذلك إلى 

زيادة الإضاءة أم نقصانها؟

تربية: لقياس مدى احتفاظ الطلاب بالمعلومات، يتم عادة   44(  
اختبارهم بعد وقت من تعلمها، ويمكن تقدير درجة سلمان في 
مادة الرياضيات بعد انتهاء الفصل الدراسي باستعمال المعادلة 

y(t) = 85 - 6 log2 (t + 1) ، حيث t عدد الأشهر التي مضت 
بعد انتهاء الفصل الدراسي.

ما درجة سلمان في نهاية الفصل الدراسي (t = 0) ؟  )a  

ما درجته بعد مضي 3 أشهر؟  )b  

ما درجته بعد مضي 15 شهرًا؟  )c  

)45  مثّل الدالة f (x) = 15  log   14  (x + 1) - 9  بيانيًّا.

ا: اكتب معادلة لدالة يكون تمثيلها البياني يشبه التمثيل  تحليليًّ  46(  
البياني للدالة y = log3 x بعد إزاحتها 4 وحدات إلى اليسار ووحدة 

إلى أعلى.

اإعلانات: تزداد المبيعات عادة مع زيادة الإنفاق على الدعاية   47(  
والإعلان، وتقدر قيمة المبيعات لشركة بآلاف الريالات بالمعادلة، 
S(a) = 10 + 20 log 4(a + 1) ، حيث a المبلغ الذي يتم إنفاقه 

. a ≥ 0 ،على الدعاية والإعلان بآلاف الريالات
تعني القيمة S(0) ≈ 10 أنه إذا لم يُنفق شيء على الدعاية   )a  

والإعلان، ستكون المبيعات 10000 ريال. أوجد كلاًّ 
.S (3), S (15), S (63) :من

.a ر معنى كل من القيم التي أوجدتها في الفرع فسِّ  )b  

مثّل الدالة بيانيًّا.  )c  

 a وإجابتك في الفرع ، c استعمل التمثيل البياني في الفرع  )d  
لتفسير تناقص أثر الدعاية عند إنفاق مبالغ كبيرة عليها.


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زمن الجيل بالنسبة للخلايا البكتيرية هو الزمن اللازم  :اأحيا 48(
ليصبح عددها مثليْ ما كان عليه. فإذا كان زمن الجيل G لنوع معين 

حيث t الفترة الزمنية،  ، G =   t_
3.3 logb f

من البكتيريا يُعطى بالصيغة 
b عدد الخلايا البكتيرية عند بداية التجربة، f عدد الخلايا البكتيرية 

عند نهاية التجربة.
ما الزمن الذي تحتاج  ، 16 h يبلغ زمن الجيل لبكتيريا مجهرية )a

إليه 4 خلايا بكتيرية من هذا النوع ليصبح عددها 1024 ؟

فما الوقت  ،5 h إذا كان زمن الجيل لنوع من البكتيريا المخبرية )b
الذي تحتاج إليه 20 خلية بكتيرية من هذا النوع ليصبح عددها 

160000 خلية؟

منها لتصبح 6 بحيث تتكاثر تتكاثر بكتيريا E.coli بسرعة، )c
. E.coli 4.4 . احسب زمن الجيل لبكتيريا h خلال 1296

«��HÕ��lHn¥II

حدد العبارة المختلفة عن العبارات الثلاث  :تلالم اكت�ش 49(
فسر إجابتك. الأخرى؟

log4 16 log2 16 log2 4 log3 9

فإن  حيث b, x, y أعداد حقيقية، ، y = log b x إذا كان : تحد 50(
الصفر ينتمي إلى المجال دائمًا أو أحيانًا أو لا ينتمي أبدًا. وضح 

إجابتك.

إن التمثيل البياني لجميع الدوال  يقول فهد: اكت�ش الطاأ: 51(
لأن أي عدد مرفوع  اللوغاريتمية يقطع المحور y في النقطة (1 ,0) ؛

ولكن سليمان لم يوافقه الرأي. أيهما على  للأس صفر يساوي 1،
فسر إجابتك. صواب؟

، lo g  1_
7
أوجدت كل من مها ومريم قيمة 49   اكت�ش الطاأ: 52(

برر إجابتك. أيٌّ منهما إجابتها صحيحة؟

مريم

 lo g  1_
7
  49 = y

 (  1_7 )y = 49

 (7–1)y = 72

 (7)–y = 72

 y = -2

مها

log1_
7
49 = y

49y= 1_
7

(7 2)y= (7)–1

7 2y= (7)–1

2y=–1
y=– 1_

2

بيِّن أي القيم التالية أكبر، دون استعمال الآلة الحاسبة، تبرير: 53(
log7 51, log8 61, log9 71 :ر إجابتك وبرِّ

اكتب عبارة لوغاريتمية على الصورة  م�شاألة مفتوحة: 54(
y لكل من الحالات الآتية: = log b x

y تساوي 25 )a

y عدد سالب )b

y بين 0 و 1 )c

x تساوي 1 )d

تحويلًا للدالة  g(x) = a log10 (x - h) + k إذا كان اكتب: 55(
فاشرح كيفية تمثيل هذا التحويل بيانيًّا. ، log10 x اللوغاريتمية

k«�G}k�0}I

( 2-1 ¢SQódG) مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:
y = -2.5(5)x 57( y = - (1_

5)x
56(

y = 0.2(5)-x 59( y = 30-x 58(

)2-2 )الدرس لّ كل متباينة مما يأتي: حُ
22n ≤   1_

16
61( 3n - 2 > 27 60(

325p + 2 ≥ 165p 63( 16n < 8n + 1 62(

(2-2 ¢SQódG) فأوجد قيمة 4x؟ ، 4 x + 2 إذا كان 48 = 64(

)2-2 )الدرس وتحقق من صحة حلك: لّ كل معادلة مما يأتي، حُ
26x = 45x + 2 66( 9x =   1_

81
65(

 9  x2
= 2 7  x2 - 2 68( 493p + 1 = 72p - 5 67(

hl2©�=iN

= log8 16؟ x ما قيمة x في المعادلة  69(

1_
2 A3_

4 B4_
3 C2 D

log2   1_32؟ ما قيمة  70(

5 A1_
5 B-   1_5 C- 5 D

y ؟ =  4  x ما مقطع y للدالة الأسية 1 - 71(

0 A1 B2 C3 D
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( 2-1 ¢SQódG) وحدد مجالها ومداها: مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا،
f (x) = 3(4)x 1(

f (x) = -(2)x + 5 2(

f (x) = -0.5(3)x + 2 + 4 3(

f (x) = -3  (2_
3)x - 1

+ 8 4(

وبعد ساعتين  بدأت تجربة مخبرية بـ 6000 خلية بكتيرية، علوم: 5(
(2-2 ¢SQódG) أصبح عددها 28000 خلية .

y يمكن استعمالها لتمثيل  = a  b x اكتب دالة أسية على الصورة )a
عدد الخلايا البكتيرية y بعد x ساعة إذا استمر ازدياد عدد الخلايا 
مقربًا الناتج إلى أقرب 4 منازل عشرية. البكتيرية بالمعدل نفسه،

؟ ما العدد المتوقع للخلايا البكتيرية بعد 4 ساعات )b

أي الدوال الأسية الآتية يمر تمثيلها البياني  اختيار م متعدد: 6(
(2-1 ¢SQódG) بالنقطتين (1000 , 3) , (125 , 0) ؟

f (x) = 125(3)x A

f (x) = 1000(3)x B

f (x) = 125(1000)x C

f (x) = 125(2)x D

م، كان عدد سكان إحدى المدن 45000 نسمة عام 1995 �شكان: 7(
(2-2 ¢SQódG) م. وتزايد عددهم ليصبح 68000 نسمة عام 2007

y يمكن استعمالها لتمثيل  = a b x اكتب دالة أسية على الصورة )a
مقربًا الناتج  م، عدد سكان المدينة y بعد x سنة منذ عام 1995

إلى أقرب ثلاث منازل عشرية.
م. استعمل الدالة لتقدير عدد سكان المدينة عام 2015 )b

( 2-2 ¢SQódG) ل كلًّاًّ من المعادلتين الآتيتين: حُ
  3  4x-7 =  27  2x+3 9(  11  2x+1 = 1 21  3x 8(

(2-2 ¢SQódG) وتحقق من صحة حلك: لّ كل متباينة مما يأتي، حُ
 5  2x+3 ≤ 125 10(

162x + 3 < 64 11(

(  1_32 )x + 3 ≥ 163x 12(

(2-3 ¢SQódG) مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:
f (x) = 3 log2 (x - 1) 13(

f (x) = -4 log3 (x - 2) + 5 14(

f (x) = 2 +  log  4  (1 + x) 15(

ما الصورة اللوغاريتمية للمعادلة اختيار م متعدد: 16(

(2-3 ¢SQódG)   (625)  ؟
1_
4 = 5

log5 625 =   1_
4

C log625 5 =   1_
4

A

log 1_
4

 5 = 625 D log5 625 = 4 B

أي التمثيلات البيانية الآتية هو تمثيل الدالة  اختيار م متعدد: 17(
(2-3 ¢SQódG) f(x) = log3 (x  البياني؟ + 5) + 3

C A

2 4 6 8 10 12 14 16O x

8
6
4
2

−4
−6
−8

f(x)

x

f(x)

O 1 2 3 4-4-3-2-1

5
4
3
2
1

-1
-2
-3

  

D B

2 4 6 8 10 12 14O x

8
6
4
2

−4
−6
−8

f(x)

O x

8
6
4
2

−4
−6
−8

f(x)

2 4 6 8 10 12 14 16

  

(2-3 ¢SQódG) أوجد قيمة كل مما يأتي:
log4 32 18(

log5 512 19(

log16 4 20(

(2-3 ¢SQódG) .على الصورة الأسية log9 729 = اكتب المعادلة 3 21(

اختبار منت�ش الف�شل
2-3 اإل 2-1 الدرو�س م
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خ�شا�س اللواريتمات
Properties of Logarithms

الماالما
ا لبعض الأشخاص الذين  يُعد الاحتفاظ بمستوى معين من الحموضة في الأطعمة أمرًا مهمًّ
يعانون حساسية في المعدة. إذ تحتوي بعض الأطعمة على أحماض أكثر مما تحتوي عليه 

فانخفاضه يدل  من القواعد. ويستعمل تدريج pH لقياس درجة الحموضة أو القاعدية،
وارتفاعه يدل على قاعديته. ويُعد هذا المقياس مثالًا  على حمضية الوسط،
pH آخر على المقاييس اللوغاريتمية التي تعتمد على قوة العدد 10. فقيمة

لذا فإن تركيز أيون القهوة  للقهوة تساوي 5 بينما تساوي 7 للماء النقي؛
الهيدروجيني ( +  H ) يعادل 100 مرة تركيزه في الماء النقي.

فإنه يمكنك كتابة المعادلة الآتية: ،pH = -  log 10  [ H  + ] لأن
: للماء النقي pH   والتي تكتب بالشكل -  pH للقهوة = -  log 10  [  H  + ] النقي للماء +  log 10   [ H  + ] للقهوة

وذلك باستعمال خاصية القسمة في اللوغاريتمات التي  ، pH للماء النقي -  pH للقهوة =  log 10    
( H  + ) للقهوة__

 ( H  + ) للماء النقي
تجد أن: ثم التعويض، وبتحويل هذه الصيغة اللوغاريتمية إلى الصيغة الأسية، ستتعلمها في هذا الدرس.

 ( H  + ) للقهوة__
 ( H  + ) للماء النقي

=  10  7-5 =  10  2 = 100

خاصية المساواة في الدوال اللوغاريتمية كما هو الحال في الدوال الأسية. تتحقق خ�شا�س اللواريتمات:

.x = y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG  log bx =  log by ¿EÉa ,b ≠ 1  å«M ÉkÑLƒe GkOóY b ¿Éc GPEG :التعبير اللفظ

 log 5x =  log 5 8 ¿EÉa x = 8 ¿Éc GPEGh , x = 8 ¿EÉa , log 5x =  log 5 8  ¿Éc GPEG مثال:

ويمكنك اشتقاق خاصية  فيمكنك اشتقاق خصائصها من خصائص الأسس، وبما أن اللوغاريتمات ترتبط بالأسس،
الضرب في اللوغاريتمات من خاصية الضرب في الأسس.

.¬∏eGƒY äÉªàjQÉZƒd ´ƒªée ƒg Üô°†dG π°UÉM ºàjQÉZƒd :التعبير اللفظ

:¿EÉa b ≠ 1 å«M ,áÑLƒe á«≤«≤M GkOGóYCG x, y, b âfÉc GPEG الرموز:
.logb xy = logb x + logb y

log2 [(5)(6)] = log2 5 + log2 6 مثال:

وباستعمال تعريف اللوغاريتمات، ،bn = y و ، bm = x افترض أن لإثبات صحة هذه الخاصية،
. m = logb x , n = logb y فإن

¢VuƒY bmbn = xy
iƒ≤dG Üô°V á«°UÉN bm + n = xy

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN logb b
m + n = logb xy

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG m + n = logb xy

Ö«JôàdG ≈∏Y log b x ,  log b y ø«àª«≤dÉH m , n øY ¢VuƒY logb x + logb y = logb xy

يمكنك استعمال خاصية الضرب في اللوغاريتمات لتقريب قيم عبارات لوغاريتمية.

 äGQÉÑY º«b OÉéjEG oâ°SQO
(2-3 ¢SQódG) . á«ªàjQÉZƒd

 IGhÉ°ùªdG á«°UÉN ≥ÑWCG ■

.á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d
 É¡ª«b óLCGh äGQÉÑY § q°ùHCG ■

 ¢üFÉ°üN ∫Éª©à°SÉH
.äÉªàjQÉZƒ∏dG

خ�شا�س اللواريتمات
Properties of Logarithms

-3pHM¨lI

يعانون حساسية في المعدة. إذ تحتوي بعض الأطعمة على أحماض أكثر مما تحتوي عليه يعانون حساسية في المعدة. إذ تحتوي بعض الأطعمة على أحماض أكثر مما تحتوي عليه 
فانخفاضه يدل فانخفاضه يدل فانخفاضه يدل 



i
«�

2.1

3.5

4.2

5.0

6.4

7.0

7.8

¬77'¡¨¥�Iاريتميةالدوال اللو  خا�شية الم�شاواة

¬77'¡¨¥�Iاريتماتاللو  شرخا�شية ال

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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. log4 192 لتقريب قيمة log4 3 ≈ 0.7925 استعمل
192 = 64 × 3 = 43 × 3 log4 192 = log4 (43 × 3)

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN = log4 43 + log4 3

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG = 3 + log4 3

log4 3 ≈ 0.7925 ≈ 3 + 0.7925 ≈ 3.7925

هم م تحقهم م تحق

. log4 32 لإيجاد قيمة log4 2 = 0.5 استعمل )1

تذكّر أن قسمة القوى ذات الأساس نفسه تكون بطرح الأسس. وخاصية القسمة في اللوغاريتمات شبيهة بها.
logb x = m , logb y = n إذن ، b m = x , b n = y افترض أن

bm_
bn =   x_

y

iƒ≤dG áª°ùb á«°UÉN bm - n =   x_
y

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN log b b
m - n = log b   

x_
y

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG m - n = log b   
x_
y

Ö«JôàdG ≈∏Y logb x , logb y ø«àª«≤dÉH m , n øY ¢VuƒY log b x - log b y = log b   
x_
y

.¬«∏Y Ωƒ°ù≤ªdG ºàjQÉZƒd ¬æe É kMhô£e Ωƒ°ù≤ªdG ºàjQÉZƒd …hÉ°ùj áª°ù≤dG èJÉf ºàjQÉZƒd :التعبير اللفظ

:¿EÉa b ≠ 1 å«M ,áÑLƒe á«≤«≤M GkOGóYCG x, y, b âfÉc GPEG الرموز:

logb
x_
y = logb x - logb y

log2
5_
6 = log2 5 - log2 6 مثال:

. log6 7.2 لتقريب قيمة log6 5 ≈ 0.8982 استعمل
7.2 =   72_

10 =   36_
5 = 62_

5 log6 7.2 = log6 (  36_
5 )

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN = log6 62 - log6 5

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG = 2 - 0.8982

log6 5 ≈ 0.8982 = 1.1018

هم م تحقهم م تحق

. log3 4.5 لتقريب قيمة استعمل log3 2 ≈ 0.63؛ )2

1�oDDIاريتماتاللو  شرا�شتعمال خا�شية ال

¬77'¡¨¥�Iاريتماتاللو  خا�شية الق�شمة

2�oDDIاريتماتاللو  ا�شتعمال خا�شية الق�شمة
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يمثل تركيز أيون  [H+] حيث pH = log10
1_

[H+]
يُعطى الأس الهيدروجيني للمحلول pH بالعلًّاقة: علوم:

الهيدروجين بوحدة مول لكل لتر. أوجد تركيز أيون الهيدروجين في لتر من المطر الحمضي قيمة pH له 4.2.
وقيمة pH للمطر الحمضي. والمطلوب معرفة تركيز أيون  ،pH أُعطي في المسألة صيغة إيجاد اهم:

الهيدروجين في لتر من المطر الحمضي.
. [H+]اكتب المعادلة وحلها لإيجاد :خط

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG pH = log10   1_
[H+]

pH = 4.2 4.2 = log10   1_
[H+]

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN 4.2 = log10 1 - log10 [H+]

log10 1 = 0 4.2 = 0 - log10 [H+]

§ u°ùH 4.2 = -log10 [H+]

-1 »a ø«aô£dG Óc Üô°VG -4.2 = log10 [H+]

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 10-4.2 = [H+]

لّ: ح

إذن يوجد 4.2-10 أو 0.000063 مول من الهيدروجين تقريبًا في اللتر الواحد من المطر الحمضي.
pH = 4.2 4.2 = log10   1_

[H+]

[H+] = 10-4.2¢VuƒY 4.2 = log10   1_
10-4.2

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN 4.2 = log10 1 - log10 10-4.2

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG 4.2 = 0 - (-4.2)

4.2 = 4.2 %

:تحق

هم م تحقهم م تحق

استعمل الجدول الوارد في فقرة "لماذا؟" وأوجد تركيز أيون الهيدروجين في عصير الليمون . )3

وخاصية لوغاريتم القوة شبيهة بها. تذكّر أن قوة القوة توجد بضرب الأسس،

.É¡°SÉ°SCG ºàjQÉZƒd »a ¢SC’G Üô°V π°UÉM …hÉ°ùj Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd :التعبير اللفظ

¿EÉa ,b ≠ 1 å«M , x ,b ø«ÑLƒe øjOóY …CGh ,m »≤«≤M OóY …C’ الرموز:
logb x m = m logb x

log2 65 = 5 log2 6 مثال:

48 ∫GDƒ°ùdG »a Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN øgôÑà°S

-«»�F£I3�oI-«»�F£I3�oIاريتماتاللو  ا�شتعمال خا�شية الق�شمة

 øe á«°†ªM ôãcCG »°†ªëdG ô£ªdG
 øe ¿ƒµàj å«M ,»©«Ñ£dG ô£ªdG

 äÉ≤à°ûªdG IôîHCGh ,¿ÉNódG •ÓàNG
 . ƒédG áHƒWôH Égô«Zh á«£ØædG

,ájô©àdG øY ∫hDƒ°ùe »°†ªëdG ô£ªdGh
.√ÓYCG IQƒ°üdG »a ô¡¶j Éªc

¬77'¡¨¥�Iاريتم القوةخا�شية لو
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log2 25 فقرّب قيمة ، log2 5 ≈ 2.3219 إذا كان
 5 2 = 25 log2 25 = log2 52

خا�سية لوغاريتم القوة = 2 log2 5

log 2 5 = 2.3219 ≈ 2(2.3219) ≈ 4.6438

هم م تحقهم م تحق

. log3 49 فقرّب قيمة ، log3 7 ≈ 1.7712 إذا كان  )4  

يمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات لتبسيط العبارات اللوغاريتمية.

. lo g  4   5
دون استعمال الآلة الحاسبة، احسب قيمة   64 # √ 

5   على صورة قوة 4 .
بما أن أساس اللوغاريتم 4، عبّر عن    64 # √    

  5
 √ # 64   =  64    

1 _ 5   lo g  4   5
 √ # 64   = lo g  4  6 4    

1 _ 5    

  4  3  = 64 = lo g  4  ( 4  3  )    
1 _ 5   

خا�سية قوة القوة  = lo g  4   4    
3 _ 5    

خا�سية لوغاريتم القوة  =   3 _ 5   lo g  4  4

lo g  b  b = 1 =   3 _ 5   (1) =   3 _ 5  

 هم م تحق هم م تحق

lo g  6   3
 √ # 36   )5A 

  log   7    
6 √ # 49   )5B 

يمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات لإعادة كتابة العبارات اللوغاريتمية من الصورة المختصرة إلى الصورة 
المطولة، إذ يمكنك تحويل الضرب إلى جمع، والقسمة إلى طرح، والقوى والجذور إلى ضرب.

4�oDDIاريتم القوةا�شتعمال خا�شية لو k7�Hn38)
 التحق م الاإجابة 

يمكنك التحقق من اإجابة 
مثال 4 باإيجاد قيمة  4.6438   2  
م�ستعملًا الحا�سبة والأإجابة 

 التي �ستح�سل عليها هي
   25 تقريبًا، ولكون 

  log  2  25 ≈ 4.6438 

 فهذا يعني اأن 25 ≈  4.6438   2 .

5�oDDIاريتميةالعبارات اللو تب�شي
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اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المطولة:
log 2 12 x5 y-2 )a

12 ,  x5  ,  y-2 العبارة المعطاة هي لوغاريتم حاصل ضرب
lo g 2  12 +  log 2   x5 +  log 2   y-2lo g 2  12 x5y-2 =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

lo g 2  12 + 5 lo g 2 x - 2 lo g 2 y=Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

log  2 a 2 b -3 c -2 )b

 log  2   a 2 +  log  2   b -3 +  log  2   c -2 log  2   a 2   b -3   c -2 =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

2  log 2 a - 3  log  2 b - 2  log  2 c=Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

log  3
x-1_

5√'''3-2x
)c

 log  3  (x - 1) -  log  3    5√'''3 - 2x log  3    x-1_
5√'''3-2x

=äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN

 log  3  (x - 1) -  log  3   (3 - 2x)  
1_
5=5√'''3 - 2x = (3 - 2x  )  

1_
5

 log  3  (x - 1) -   1_5   log  3  (3 - 2x)=

هم م تحقهم م تحق

 log  4    
3√''1 - x_
 2x + 1

(6C  log  6  5  x 3   y 7   z 0.5 )6B lo g 13  6 a3bc4 )6A

ويمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات السابقة في إعادة كتابة العبارات اللوغاريتمية من الصورة المطولة إلى 
الصورة المختصرة.

اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المختصرة:
4 log3 x - 1_

3 log3 (x + 6) )a

lo g 3   x4 - lo g 3  (x + 6 )  
1_
34 lo g 3 x -   1_3  lo g 3  (x + 6) =Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

lo g 3   x4 - lo g 3    3√'''x + 6  = (x + 6 )  
1_
3 =   3√%%%x + 6  

lo g 3    x4_
3√'''x + 6  

=äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN

lo g 3    
x4 3√'''(x + 6 )  2   _

x + 6=ΩÉ≤ªdG ¥É£fEÉH

0.5 log 7 ( x + 2) + 6 log 7 2 x )b

 log  7   ( x + 2)  0.5 +  log  7   (2 x)  60.5  log  7  ( x + 2) + 6  log  7  2 x =Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

 log  7    √'''x + 2   +  log  7  64  x 6=(x + 2 )   0.5 =   √%%%x + 2   ,  2  6 = 64

 log  7  64  x6    √'''x + 2  =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

هم م تحقهم م تحق

 log  3  (2 x - 1) -   1_
4

   log  3  (x + 1) )7B -5 lo g 2  (x + 1) + 3 lo g 2  (6x) )7A

6�oDDIاريتمية بال�شورة المطولةكتابة العبارات اللو

�¦«h¢
   مواريتم الملو
 hCG ´ƒªéªdG ºàjQÉZ ƒd

                  ´ƒªée …hÉ°ùj ’ ¥ôØdG
   .äÉªàjQÉZƒ∏dG ¥ôa hCG

 log a  (x ± 4) ≠
 log a  x ±  log a  4.

7�oDDIت�شرةاريتمية بال�شورة المكتابة العبارات اللو
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log4 5 لتقريب قيمة كل مما  ≈ 1.1610،log4 3 ≈ استعمل 0.7925
(1, 2 ¿’ÉãªdG) يأتي:

log 4   5_3 2( log 4 15 1(

log 4 0.6 4( log 4   3_
4

3(

log4 5 ≈ 1.1610 , log4 3 ≈ 0.7925 , log4 2 = 0.5 استعمل
(1, 2  ¿’ÉãªdG) لتقريب قيمة كل مما يأتي:

log 4 20 6( log 4 30 5(

log 4   4_3 8( log 4   2_3 7(

log 4 8 10( log 4 9 9(

يتناقص الضغط الجوي مع زيادة الارتفاع، ت�شل البال: 11(
متر باستعمال  a ويمكن إيجاد قيمة الضغط الجوي عند الارتفاع

حيث P الضغط بالباسكال.  ، a = 15500(5 - log10 P) العلاقة
أوجد قيمة الضغط الجوي بالباسكال عند قمم الجبال المذكورة في 

(3 ∫Éãe) الجدول أدناه.

f±f

hxA(

ÁzJx-

gF+

8850
7074
6872

(m)��-4°

  log 3 5 ≈ 1.465 , log 5 7 ≈ 1.2091,  log 6 8 ≈ 1.1606 ,  إذا كان
(4 ∫Éãe) فقرّب قيمة كل مما يأتي: ، log 7 9  ≈ 1.1292

log5 49 13( log3 25 12(

log7 81 15( log6 48 14(

log7 729 17( log6 512 16(

(5 ∫Éãe) أوجد  قيمة كل عبارة مما يأتي: دون استعمال الآلة الحاسبة،
lo g 2    5√'32  19( lo g 5    4√'25  18(

4 lo g 2    √'8  21( 3 lo g 7    6√'49  20(

lo g 3    6√''243  23( 50 lo g 5    √''125  22(

(6 ∫Éãe) اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المطولة:
lo g 11 ab-4c12d7 25( lo g 9  6 x3y5z 24(

lo g 4  10 t2uv-3 27( lo g 7   h2j11k-5 26(

lo g 2    3x + 2_
7√'''1 - 5x

29( lo g 5   a6b-3c4 28(

(7 ∫Éãe) اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المختصرة:
3 lo g 5 x -   1_2  lo g 5  (6 - x) 30(

5 lo g 7  (2x) -   1_3  lo g 7  (5x + 1) 31(

7 lo g 3 a + lo g 3 b - 2 lo g 3  (8c) 32(

2 lo g 8  (9x) - lo g 8  (2x - 5) 33(

2 lo g 6  (5a) + lo g 6 b + 7 lo g 6 c 34(

lo g 2 x - lo g 2 y - 3 lo g 2 z 35(

ثابت التأين للماء Kw هو حاصل ضرب تركيز أيونات  :كيميا 36(
 . [O H  -]في تركيز أيونات الهيدروكسيد [ H  +] الهيدروجين

J&
Í/H4]

J&
]zCH4]

O – H +

H +

M�UJ&gE= ME¥y/

H2O

H

O

HH

OH -

�TJ&g]�+

+

أي أن صيغة ثابت التأين للماء هي Kw  = [ H  +][O H  -]   حيث 
تشير الأقواس إلى التركيز بالمول لكل لتر.

.log10 [O H  -] و log10 [ H  +] بدلالة log10  Kw عبّر عن )a

ط المعادلة في الفرع a إذا علمت أن قيمة الثابت Kw هي بسِّ )b
 1 × 1 0  -14

إذا كان تركيز أيونات الهيدروجين في عينة من الماء  )c
9-  0 1 × 1 مول لكل لتر ، فما تركيز أيونات الهيدروكسيد؟


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حدد ما إذا كانت كل عبارة فيما يأتي صحيحة أم غير صحيحة:
log 8 (x - 3) = log 8 x - log 8 3 37(

log 5 22 x = log 5 22 + log 5 x 38(

log10 19k = 19 log10 k 39(

log2 y 5 = 5 log2 y 40(

log 7   x_3 = log 7 x - log 7 3 41(

log 4 (z + 2) = log 4 z + log 4 2 42(

log 8 p 4 = (log 8 p)4 43(

log 9   
x2y3_
z4 = 2 log 9 x + 3 log 9 y - 4 log 9 z 44(

يبين الجدول أدناه بعض الهزات الأرضية القوية  هات اأرشية: 45(
وقوة كل منها على مقياس ريختر . التي ضربت بعض البلدان،

حيث  ،M = 1 +  log 10 x تُعطى بالعلاقة M إذا علمت أن قوة الهزة
فأجب عما يأتي: تمثل x شدة الهزة الأرضية،

المكانال�شنة
 الدرجة عل
مقيا�س ريتر

Ω 1939É«côJ8.0

Ω 1963É«aÓ°ùZƒj6.0

Ω 1970hô«ÑdG7.8

Ω 1988É«æ«eQCG7.0

Ω 2004¢ûcGôe6.4

أي هزتين كانت شدة إحداهما تعادل 10 أمثال شدة الأخرى؟ )a
وأي هزتين كانت شدة إحداهما تعادل 100 مثل شدة الأخرى؟

كم درجة على مقياس ريختر تسجل هزة أرضية إذا كانت شدتها  )b
تعادل 1000 مثل شدة هزة يوغسلافيا عام 1963 م؟

log a؟ x =   
 log b x_
 log b a

استعمل خصائص اللوغاريتمات لبرهنة أن   46(

«��HÕ��lHn¥II

اكتب مثالًا على عبارة لوغاريتمية لكل حالة مما  م�شاألة مفتوحة: 47(
ثم عبّر عنه بالصورة المطولة: يأتي،

لوغاريتم حاصل ضرب وقسمة. )a

لوغاريتم حاصل ضرب وقوة. )b

لوغاريتم حاصل ضرب وقسمة وقوة. )c

استعمل خصائص الأسس لبرهنة خاصية لوغاريتم القوة. برهان: 48(

lo g 
√'a 

(a2)أوجد القيمة الدقيقة للعبارة اللوغاريتمية : تحد 49(

حدد العبارة المختلفة عن العبارات الثلاث  :تلالم اكت�ش 50(
وفسّر إجابتك: الأخرى،

logb 24 = logb 2 + logb 12 logb 24 = logb 20 + logb 4

logb 24 = logb 8 + logb 3 logb 24 = logb 4 + logb 6

 log 4 18 log4 لتقريب قيمة 3 استعمل 0.7925 ≈ 51(

k«�G}k�0}I

ثم مثّل  ،g نتج منحنى استعمل منحنى f لتصف التحويل الهندسي الذي يُ
 (2-1 ¢SQódG) منحنى كل منهما بيانيًّا في كل مما يأتي

f (x) =  2  x ;  g(x) = - 2  x 52(

f (x) =  5  x ;  g(x) =  5  x + 3 53(

f (x) =   (   1_
4 )   

x
 ;  g(x) =   (   1_

4 )   
x

- 2 54(

(2 -3 ¢SQódG) أوجد قيمة كل مما يأتي:
log 3 27 x 56( log 4 16 x 55(

والتي  يمكن حساب كمية التيار الكهربائي I بالأمبير، :كهربا 57(

القدرة P حيث ، I =   ( P_
R)

1_
2 يستهلكها جهاز باستعمال المعادلة 

بالواط، R المقاومة بالأوم. ما كمية التيار الكهربائي التي يستهلكها 
.R = 3Ω و ، P = 120w جهاز ما إذا كانت
(á≤HÉ°S IQÉ¡e) عُشر. ب الناتج إلى أقرب قرِّ

مع ذكر السبب: حدد ما إذا كانت كل دالتين مما يأتي دالة عكسية للأخرى،
(1 -7 ¢SQódG)

f (x) = x + 73 , g(x) = x - 73 58(

g (x) = 7x - 11 , h(x) =   1_7 x + 11 59(

(2 -2 ¢SQódG) لّ كل معادلة مما يأتي وتحقق من صحة حلك: حُ
35x · 811 - x = 9x - 3 61( 34x = 33 - x 60(

log2 (x + 6) = 5 63( 49x =  7  x2 - 15 62(

hl2©�=iN

ما قيمة log  5  12 -  log  5  8 - 2  log  5  3  2 ؟ 64(
 log 5 3 C  log 5 2 A

1 D  log 5 0.5 B

y؟ =  log 2  (x+1) + 3 للدالة اللوغاريتمية y ما المقطع 65(

1 C 3 A

0 D 2 B
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حل المعادلات والمتباينات اللواريتمية
Solving Logarithmic Equations and Inequalites

الما
،(Fujita) تُقاس شدة الأعاصير بمقياس يُدعى فوجيتا
ويصنِّف هذا المقياس الأعاصير  ،F ويرمز إليه بالرمز

سرعة الرياح  إلى سبع فئات من F-0 إلى F-6 بحسب:
المصاحبة للإعصار (w) والتي تعطى بالمعادلة

w حيث تمثل d المسافة التي  = 93 log10 d + 65
وعرضه، وبحسب طول مساره، يقطعها الإعصار بالميل،

والفئة F-6 هي فئة أشد الأعاصير  وقدرته التدميرية،
تدميرًا.

إن معرفة المعادلة السابقة تمكنك من إيجاد المسافة 
التي يقطعها الإعصار بالميل عند أية قيمة لسرعة الرياح 

المصاحبة معطاة بالميل لكل ساعة.

تحتوي المعادلات اللوغاريتمية على لوغاريتم واحد أو أكثر. ويمكنك استعمال  حل المعادلات اللواريتمية:
تعريف اللوغاريتم للمساعدة على حل معادلات لوغاريتمية.

ثم تحقق من صحة حلِّك. ، log36 x = 3_
2

لّ المعادلة  حُ
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log36 x =   3_2

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J x = 3 6  
3_
2

36 = 62 x = (62 )  
3_
2

Iƒ≤dG Iƒb á«°UÉN x = 63 = 216

عوّض عن x بـِ 216 في المعادلة الأصلية . :التحق

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log36 x =   3_2

x øe k’óH 216 ¢V uƒY log36 216 =   3_2

π u∏M log36 (36)(6) =   3_2
Iƒ≤dG ºàjQÉZƒdh äÉ«ªàjQÉZƒ∏dG Üô°V Éà«°UÉN log36 36 + log36  (36)  

1_
2 =   3_2

§ u°ùH 1 +    1_2 =   3_2
í«ë°U πëdG 3_

2 =   3_2 )

هم م تحقهم م تحق

log16 x =   5_2 )1B log9 x =   3_2 )1A

ويمكنك استعمال خاصية المساواة للدوال اللوغاريتمية لحل معادلات لوغاريتمية تحتوي لوغاريتمات في كلا الطرفين.

 äGQÉÑY áª«b OÉéjEG oâ°SQO
(2-4 ¢SQódG) .á«ªàjQÉZƒd

.á«ªàjQÉZƒd ä’OÉ©e πMCG ■

.á«ªàjQÉZƒd äÉæjÉÑàe πMCG ■

á«ªàjQÉZƒ∏dG ádOÉ©ªdG
logarithmic equation

á«ªàjQÉZƒ∏dG áæjÉÑàªdG
logarithmic inequality

حل المعادلات والمتباينات اللواريتمية
Solving Logarithmic Equations and Inequalites
حل المعادلات والمتباينات اللواريتمية

Solving Logarithmic Equations and Inequalites

F-0
�«�:

F-1
�7¨lI

F-2
­¨F

F- 3
N8

F- 4
}II

F- 5
K

F- 6

40-72

73-112

113-157

158-206

207-260

261-318

319-379

=&°xz�-

F �7«�I
wN}Hk=}7
kh�

mi/h
kNÕIlH-�H

5ygG

4]±�]-

4m7&°�Ég

i4zxJ-

ixJ-

wGl]pJµ
KÉ(Igz 4 QNg OJ°

1�oDDIاريتماللو حل معادلات با�شتعمال تعري

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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. log2 (x2 - 4) = log2 3x لّ المعادلة حُ
-2 A-1 B2 C4 D

في المعادلة اللوغاريتمية. x اراأ قرة الاختبار:  المطلوب هو إيجاد قيمة
حل قرة الاختبار: 

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 2 (x2 - 4) = log 2 3x

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN x2 - 4 = 3x

ø«aô£dG Óc øe 3x ìôWG x2 - 3x - 4 = 0

πeGƒ©dG ≈dEG π u∏M (x - 4)(x + 1) = 0

…ôØ°üdG Üô°†dG á«°UÉN x أو  0 = 4 - x + 1 = 0

ádOÉ©e πc π oM x x        أو   4 = = -1

ض بكل من القيمتين في المعادلة الأصلية. عوِّ :التحق

x = 4    x = -1 

log 2 (42 - 4) = log2 3(4) log 2 [(-1)2 - 4] = log2 3(-1) 

log 2 12 = log2 12 ✓ log2 (-3) =  log2 (-3) ✗

D والإجابة الصحيحة هي فالإجابة 1- مرفوضة، بما أن log 2 (-3) غير معرف،
هم م تحقهم م تحق

. log 3 (x 2 - 15) = log 3 2 x حُلّ المعادلة )2

-3 A-1 B5 C15 D

ويمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات في حل المعادلات اللوغاريتمية.

log6 ، ثم تحقق من صحة حلك. x + log6 (x لّ المعادلة 2 = (9 - حُ
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 6 x + log 6 (x - 9) = 2

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN log 6 x (x - 9) = 2

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J x (x - 9) = 6 2

ø«aô£dG Óc øe 36 ìôWG ºK § u°ùH x2 - 9 x - 36 = 0

π u∏M (x - 12)(x + 3) = 0

…ôØ°üdG Üô°†dG á«°UÉN x - 12 = 0 أو x + 3 = 0

ádOÉ©e πc π oM x = 12 x = -3

hl2©�=2�oIhl2©�=2�oI
k7�Hn38)

التعويس
 ∂æµªj ,âbƒ∏d G kQÉ°üàNG

 ¬àª«≤H ô«¨àe πc ¢†jƒ©J
 á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG »a

.πëdG áë°U øe ≥≤ëà∏d

3�oDDIاريتماتاللو  شرحل معادلات با�شتعمال خا�شية ال k7�Hn38)
تحديد الحلول الدخيلة 

 ∫ƒ∏ëdG ójóëJ øµªj
 OÉéjEG ∫ÓN øe á∏«NódG

3∫Éãe »Øa ,ádOÉ©ªdG ∫Éée
 Éªæ«H ,x>0 ƒg  log 6x ∫Éée
;x>9 ƒg  log 6 (x-9) ∫Éée
 ƒg ádOÉ©ªdG ∫Éée ¿ƒµj Gòd
 ¿EÉa -3≯9¿CG ÉªHh , x>9
.ádOÉ©ª∏d vÓM ¢ù«d x = -3
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:التحق

.x وبذلك يكون الحل هو 12 =
هم م تحقهم م تحق

log 6 x + log 6 (x + 5) = 2 )3B 2 log 7 x = log 7 27 + log 7 3 )3A

ويمكن  المتباينة اللوغاريتمية هي متباينة تتضمن عبارة لوغاريتمية أو أكثر، حل المتباينات اللواريتمية:
استعمال الخاصية الآتية لحل متباينات لوغاريتمية تتضمن عبارة لوغاريتمية واحدة.

x >  by ¿EÉa , lo g bx >y h x > 0 ,  b > 1 ¿Éc GPEG

≥ , ≤ øjÉÑàdG …õeQ áæjÉÑàªdG äƒàMG GPEG É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

ثم تحقق من صحة حلك. ، lo g 3 x أوجد مجموعة حلّ المتباينة 4 <
á«°SÉ°SC’G áæjÉÑàªdG lo g 3 x > 4

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x >  3  4

§ u°ùH x > 81

 {x|x > 81 , x + R}إذن مجموعة الحل هي
0 20 40 60 80 100 120

وعدد أكبر من 81 في المتباينة الأصلية. عوّض بعدد أقل من 81، :التحق

x =  243 x =  9

log 3 243 >  4 log 3 9 >  4

5 >  4 ✓ 2 >  4 ✗

إذن الحل صحيح.

 هم م تحق هم م تحق

ثم تحقق من صحة حلك. أوجد مجموعة حل كل متباينة مما يأتي،
lo g 2 x < 4 )4B lo g 4 x ≥ 3 )4A

 log6 x + log6 (x - 9) = 2 log6 x + log6 (x - 9) = 2

log6 12 + log6 (12 - 9) = 2 log6 (-3) + log6 (-3 - 9) = 2

log6 12 + log6 3 = 2 log6 (-3) + log6 (-12) = 2

log6 (12 · 3) = 2

log6 36 = 2

   2 = 2 %

بما أن log6 (-3) و log6 (-12) غير
معرفين فإن 3- حل مرفوض.

¬77'¡¨¥�Iاريتميةللدوال اللو خا�شية التباي

4�oDDIاريتمية واحدةعبارة لو شمحل متباينات تت

k7�Hn38)
حل المعادلة اللواريتمية:

 á«ªàjQÉZƒd áæjÉÑàe πM óæY
 »àdG ô«¨àªdG º«b ≈æãà°ùj
 ÉgóæY ºàjQÉZƒ∏dG ¿ƒµj ’

.É ka qô©e
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يمكنك استعمال الخاصية الآتية  لحل متباينات تتضمن عبارتين لوغاريتميتين لهما الأساس نفسه في كلا الطرفين.
استثن من حلِّك القيم التي ينتج عن تعويضها في المتباينة الأصلية أخذ اللوغاريتم لأعداد أقل من أو تساوي الصفر.

x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG  log bx > lo g by ¿EÉa , b > 1 ¿Éc GPEG  :الرموز
x > 0, y > 0

. x > 35 ¿EÉa , log6x > log635 ¿Éc GPEG مثال:

≥ , ≤ øjÉÑàdG …õeQ áæjÉÑàªdG äƒàMG GPEG É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

lo g 4  (x ، ثم تحقق من صحة حلك. + 3) > lo g 4  (2x أوجد مجموعة حل المتباينة (1 +

á«°SÉ°SC’G áæjÉÑàªdG log4 (x + 3) > log4 (2x + 1)

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x + 3 > 2x + 1

ø«aô£dG Óc øe x + 1 ìôWG 2 > x

(x ≤ - 1_
2

أو x ≤ -3 ) 2x x أو 0 ≥ 1 + ثم استثن قيم x التي تجعل 0 ≥ 3 +
. 



x | - 1_

2
< x < 2 , x + R 





إذن مجموعة الحل هي

-4 -3 -2 -1 0 1 2 43

.)- 1_
2
وآخر يقع خارج الفترة )2 ،   عوّض بعدد يقع في الفترة (2 ,  2_1   -)، :التحق

x =  3 x =  1

log4 (3+3) > log4 (2 × 3 +1) log4 (1+3) >  log4 (2+1)

log4 6 > log4 7 log4 4 >  log4 3

 á«ªàjQÉZƒ∏dG ádGódG
 ¿ƒµJ ÉeóæY IójGõàe

1 øe ôÑcCG ¢SÉ°SC’G áª«b

log4 6 > log4 7 ✗  á«ªàjQÉZƒ∏dG ádGódG
 ¿ƒµJ ÉeóæY IójGõàe

1 øe ôÑcCG ¢SÉ°SC’G áª«b

log4 4 >  log4 3 ✓

إذن الحل صحيح.
 هم م تحق هم م تحق

lo g 5  (2x ، ثم تحقق من صحة حلك.   + 1) ≤ lo g 5  (x أوجد مجموعة حل المتباينة (4 + )5

¬77'¡¨¥�Iاريتميةللدوال اللو خا�شية التباي

5�oDDIلهما الاأ�شا�س نف�ش اريتميتيلو عبارتي شمحل متباينات تت
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ّ� ك� Xعادلة Xما iw=�، <� =حق� É �Xحة حc»�� �مثال 1� ôح

log8 x  =   4 _ 3   1(  

log16x  =   4 _ 3     2(  

log81 x =   3 _ 
4
   3(  

log25 x =   5 _ 
2
   4(  

log8   1 _ 2   = x  5(  

log6   1 _ 36   = x  6(  

lo g  x  32 =   5 _ 2   7(  

logx 27 =   3 _ 
2
   8(  

ّ� ك� Xعادلة Xما iw=�، <� =حق� É �Xحة ح��c �المثالأن 3 ,2� ôح

5 log2 x = log2 32  9(  

3 log2 x = log 2 8  10(  

log 4 48 - log 4 n = log 4 6  11(  

log 3 2x + log 3 7 = log 3 28  12(  

log2 (4x) + log2 5 = log2 40  13(  

log7 (x-3) + log7 (x-2) = log7 (2x+24)  14(  

log2 n =   1 _ 3   log2 27 + log2 36  15(  

3 log10 8 -   1 _ 2   log10 36 = log10 x  16(  

Ìو?�X zم�Kة حّ� ك� Xتباewة Xما iw=� ، <� =حق� É �Xحة 
حc»�� �مثال 4�

 log8 x ≤ -2  18(   log5 x > 3  17(  

 log4 x ≥ 4  20(   log6 x < -3  19(  

 log2 x ≤ -2  22(   log3 x ≥ -4  21(  

Ìو?�X zم�Kة حّ� ك� Xتباewة Xما iw=�، <� =حق� É �Xحة ح�c: �مثال 5�
  log4 (2x + 5) ≤ log4 (4x - 3)  23(  

 log8 (2x) > log8 (6x - 8)  24(  

 log2 (4x - 6) > log2 (2x + 8)  25(  

 log7 (x + 2) ≥ log7 (6x - 3)  26(  

 R rيA ،L =10  log  10 R بالصي`ة L الصوت âاaشوت: يعطى ارت�  27(  

I �w}ة الصوت. اAسI o}ة صوت منب� ارتaاâ صوت� 80 ديسبل.
علوم: تôقاس قوة الg~ات اúرضية بمقياس لوغاريتم� ذï درجات   28(  

 يôسمى مقياس ريختر، وتôعطى قوة الg~ة اúرضية M بالمعادلة
A ، M =1 +  log  10  xيx r تم�ل I}ة الg~ة اúرضية.

È7 درجات على مقياس ريختر qة أرضية سجل~w ة{I كم تبل�   )a  

b(   كم مرة تبل� I}ة w~ة أرضية قوتgا 8 درجات بمقياس ريختر   
Èس�ai ا 5 درجات على المقياسgة أرضية قوت~w ة{Zة بiمقار

)29  تمثيلات متعددة: ستكت�Z ف� wذì المسjلة العĆقة بين   
. y = log4 x , y = lo g  

  1 _ 
4
  
  x ال}التين

ا: قارن بين منحني� ال}التين من Aيr خطوà التقارب  تحليليًّ  )a  
Èx ومقاطع المحور

ا: ص� العĆقة بين منحني� ال}التين. لفظيًّ  )b  

ا: ص� العĆقة بين كل من ال}التين تحليليًّ  )c   
  y = log4 x  و  y = -1(log4 x) 

Èماgوما مجال وم}ى كل من
علوم: تôعطى سرعة الرياح w بالميل لكل ساعة قرب مرك~ الإعصار   30(  

بالمعادلة  A ، w = 93  log  10  d + 65يd r المسافة الت� يقطعgا 
الإعصار بالميل.

a(   اكتo المعادلة بصورة أسية.  





117 á«ªàjQÉZƒ∏dG äÉæjÉÑàªdGh ä’OÉ©ªdG πM 2-5 الدر�س

I تُعطى العلاقة بين شدة الصوت بالواط لكل متر مربع �شوت: 31(

.β =  10 log10  ( I_
وعدد وحدات الديسبل β بالمعادلة (10-12

أوجد عدد وحدات الديسبل لصوت شدته 1واط لكل متر مربع، )a
وكذلك لصوت شدته 2-10 واط لكل متر مربع.

إذا كانت شدة الصوت 1 واط لكل متر مربع تعادل 100 مرة  )b
فهل  من شدة الصوت الذي مقداره 2-10 واط لكل متر مربع،

؟ تضاعف عدد وحدات الديسبل بمقدار  100مرة

«��HÕ��lHn¥II

log 2 . أي  x ≥ -2 تقوم لينا وريم بحل المتباينة اكت�ش الطاأ: 32(
منهما حلها صحيح؟

ريم
 log 2  x ≥ –2

x ≥  2  –2

x ≥ 1_
4

لينا
log2 x ≥–2 

x ≤2–2

0 < x ≤ 1_
4

أوجد قيمة : تحد 33(
log 3 27 + log 9 27 + log 27 27 + log 81 27 + log 243 27

إذا كان  نص خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية هو: تبرير: 34(
< x . كيف يصبح  y إذا وفقط إذا كان lo g b x > lo g b y فإن ،b > 1

وضّح إجابتك. ، 0 < b < نص الخاصية إذا كان 1

وضح العلاقة بين مجال ومدى الدالة اللوغاريتمية ومجال  اكتب: 35(
ومدى الدالة الأسيّة المناظرة لها.

أعطِ مثالًا على معادلة لوغاريتمية ليس لها حل. م�شاألة مفتوحة: 36(

مع  ضع خطًّا تحت التعبير الذي يجعل الجملة صحيحة، تبرير: 37(
)علمًا بأن جميع المعادلات اللوغاريتمية المذكورة على  ذكر السبب:

.) y = log b x الصورة
  ، إذا كان أساس اللوغاريتم أكبر من 1 وتقع قيمة x بين 1 ,0 )a

مساوية لـ( الصفر. أكبر من، ، فإن قيمة y تكون )أصغر من
فإن قيمة  إذا كان أساس اللوغاريتم بين 1 ,0 وقيمة x أكبر من 1، )b

مساوية لـ( الصفر. أكبر من، ، y تكون )أصغر من
لها عدد لا  لها حل واحد، y ) لا حل لها، = log b 0 المعادلة )c

 .b نهائي من الحلول( بالنسبة لـ
لها حل واحد، y )لا حل لها، = log b 1 المعادلة )d

.b نهائي من الحلول( بالنسبة لـ لا عدد لها

ر لماذا يقطع منحنى أي دالة لوغاريتمية على الصورة  فسِّ اكتب: 38(
. y عند النقطة (0 , 1) ولا يقطع المحور x المحور y =  logb x

k«�G}k�0}I

( 2-2 ¢SQódG) وتحقق من صحة حلك: لّ كلًّاًّ مما يأتي، حُ
33x - 2 > 81 39(

34x - 7 = 27 2x + 3 40(

8x - 4 = 24 - x 41(

( 2-3 ¢SQódG) أوجد قيمة كل عبارة مما يأتي:
log4 256 42(

log2   1_8 43(

log6 216 44(

log7 2401 45(

ا من المتغيرات لا يساوي الصفر: مفترضًا أن أيًّ بسّط كلًّاًّ مما يأتي،
سابقة) )مهارة

(2 p 2 n) 3 47( x 5 · x 3 46(

( c 9_
d 7)   

0
49(

x 4 y 6_
x y 2

48(

hl2©�=iN

أي الدوال الأسية الآتية يمر تمثيلها البياني بالنقطتين 50(
(160- ,4) ,(10- ,0)؟

f (x) = -10(2)x A

f (x) = 10(2)x B

f (x) = -10(4)x C

f (x) = 10(4)x D

lo g 4؟ x - lo g 4  (x - 1) =   1_2 أي مما يأتي يمثل حلاًّ للمعادلة  51(

-2 C - 1_
2

A

2 D 1_
2  B
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اللواريتمات الع�شرية
Common Logarithms

الما
ويتم تحديد قوة الهزة الأرضية  يستعمل علماء الهزات الأرضية مقياس ريختر لقياس قوة الهزات الأرضية أو شدتها،

.(seismographs) بحساب لوغاريتم شدة الهزة المسجلة بجهاز السيزموجراف

2

k�«�: 102

3

k�«�: 103

4

k�«�2 104

5

k�7¨lI 105

6

kN¨F 106

7

 Z0kN¨F 107

8

©��= 108

�7«�Ik03
ÏxN

¸}/'lH
�;¢
�k«¢�H

1

}�NI 101 -�H

�+x�{J°

gJ��H

�mz-

�+x�{J°

q/4&g-��H

�i��+

��H�+x�{J

 K4x9&l]«°

�4x9&°fH&

l]«H�+x�{J

�fz+ K4x9&

�z+E]-

¯Á

�H]¹fE

fE¯E]-

g0zE-]

.100 mi2 ¶(

fE¯E]-

g0zE-]

.100 mi2 ¶(

CE]-

�E¯

�f�7

 V]/CE]-

�E¯

- V]/f�7

��E&°i_E¶(

فمثلًا تُعطى قوة هزة أرضية سجلت 6.4 يستعمل مقياس ريختر لوغاريتمات الأساس 10 لحساب قوة الهزة الأرضية،
حيث x شدة الهزة الأرضية. ، 6.4 = 1 + log10 x درجات على مقياس ريختر بالمعادلة

y" تستعمل في  =  log  10 x" لعلك لاحظت أن دالة لوغاريتم الأساس 10 على الصورة اللواريتمات الع�شرية:
وتُكتب دون كتابة الأساس 10. ، اللوغاريتمات العشرية كثير من التطبيقات. وتُسمى لوغاريتمات الأساس 10

log10 x = log x, x > 0

لإيجاد قيمته. ويستعمل المفتاح تحتوي معظم الحاسبات العلمية log x  كونه أمرًا أساسيًّا،

استعمل الحاسبة لإيجاد قيمة كل مما يأتي مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف:
log 5 )a

:¿CG óéJ   5  :í«JÉØªdG ≈∏Y §¨°VG
log 5 ≈ 0.6990

log 0.3 )b

:¿CG óéJ  0.3  :í«JÉØªdG ≈∏Y §¨°VG
log 0.3 ≈ -0.5229

هم م تحقهم م تحق

log 7 )1A

log 0.5 )1B

 äGQÉÑY §«°ùÑJ oâ°SQO
 ä’OÉ©e πMh á«ªàjQÉZƒd

 ∫Éª©à°SÉH á«ªàjQÉZƒd
.äÉªàjQÉZƒ∏dG ¢üFÉ°üN

(2-5 ≈dEG 2-3 øe ¢ShQódG)

 äÉæjÉÑàeh ä’OÉ©e πMCG ■

 ∫Éª©à°SÉH á«°SCG
.ájô°û©dG äÉªàjQÉZƒ∏dG

 äGQÉÑY áª«b óLCG ■

  ∫Éª©à°SÉH á«ªàjQÉZƒd
.¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U

…ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG 
common logarithm

¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U
Change of Base Formula

اللواريتمات الع�شرية
Common Logarithms

1�oDDIاريتم الع�شريمة اللو اداإي n«:N}H-%}F

 ارتيم الع�شراللو
 ¿hO ºàjQÉZƒ∏dG áHÉàc óæY

 ¿CG »æ©j ∂dP ¿EÉa ,¢SÉ°SCG
¿CG …CG 10 ƒg ¢SÉ°SC’G
.lo g 10 x »æ©J log x

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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 ، y = log x فمثلًا في المعادلة 10. تذكّر أن اللوغاريتم هو أس، ترتبط اللوغاريتمات العشرية ارتباطًا وثيقًا بقوى العدد
. x هو الأس الذي يرفع إليه العدد 10 للحصول على قيمة y

 log x = y & 10y = x
 log 1 = 0 & 100 = 1
 log 10 = 1 & 101 = 10
 log 10m = m & 10m = 10m

تستعمل اللوغاريتمات العشرية لقياس ارتفاع الصوت.

حيث I شدة الصوت، ،L = 10 log I_
m

ويُعطى بالقانون  يقاس ارتفاع الصوت L بالديسبل، شدة ال�شوت:
مع صوت ما ارتفاعه dB 66.6 تقريبًا. فكم مرة تساوي  ا من شدة الصوت تسمعها أذن الإنسان. إذا سُ m أدنى حدًّ

m؟ = 1 شدة هذا الصوت شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان إذا كانت 

= 10 log   I_
m

Lá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= 10 log   I_
1

66.6L = 66.6, m = 1

= log I6.66§«°ùÑàdG ºK 10 ≈∏Y ±ôW πc º°ùbG

= 106.66Iá«°SC’G IQƒ°üdG

≈ 4570882IáÑ°SÉëdG πª©à°SG

شدة هذا الصوت تساوي 4570000 مرة تقريبًا من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان.
هم م تحقهم م تحق

ترتبط كمية الطاقة E مقيسة بوحدة الإيرج التي تطلقها الأرض مع قوة الهزة الأرضية على  هات اأرشية: )2
log E. استعمل المعادلة لتجد كمية الطاقة التي تطلقها الأرض  = 11.8 + 1.5M بالمعادلة M مقياس ريختر

عند هزة أرضية بقوة 9 درجات على مقياس ريختر.
فإنه يمكنك حلها بأخذ اللوغاريتم العشري لكلا  إذا كان من الصعب كتابة طرفي المعادلة الأسّية بدلالة  الأساس نفسه،

الطرفين.

x 4 وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. = لّ المعادلة 19 حُ
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG 4x = 19 

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN log 4x = log 19

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN x log 4 = log 19

log 4 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x =   
log 19_
log 4

áÑ°SÉëdG πª©à°SG x ≈ 2.1240

الحل هو 2.1240 تقريبًا .

-«»�F£I2�oI-«»�F£I2�oIاريتميةحل معادلات لو

 ¢SÉ«b IóMh ƒg (dB) πÑ°ùjódG
 π«Ñ°S ≈∏Y , äƒ°üdG ´ÉØJQG

 ∫OÉ©J 90-100dB  :∫ÉãªdG
140dB , óYôdG äƒ°U ´ÉØJQG

 ¥ÓWEG äƒ°U ´ÉØJQG ∫OÉ©J
.AÉ°†ØdG ≈dEG ñhQÉ°U

k7�Hn38)
وحدة الول:

 IóMh ƒg ∫ƒédG ¿CG ôcòJ
,êôjE’G ∂dòch ,ábÉ£dG ¢SÉ«b
∫ƒL 4   -7 = êôjEG 1 å«M

3�oDDIاريتم الع�شرحل معادلات اأ�شّية با�شتعمال اللو
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يمكنك التحقق من الإجابة بيانيًّا باستعمال ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ في  :تحق
.TI-nspire الحاسبة البيانية

مثّل المعادلة f 1(x) = 4 x والمستقيم f 2(x) = 19  بيانيًّا على 
الشاشة نفسها. ثم أوجد نقطة تقاطع التمثيلين البيانيين بالضغط 

واختر منها  على مفتاح  ، ثم اختر
وحرّك  ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة، ، 
سيظهر الزوج المرتب  (19 ,2.12).  المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع،

ا. ' الإحداثي x لنقطة التقاطع قريب من الإجابة التي تم إيجادها جبريًّ

هم م تحقهم م تحق

6x = 42 )3B 3x = 15 )3A

يمكنك استعمال استراتيجيات حل المعادلات الأسّية لحل متباينات أسّية.

وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. ، 3  5y <  7  y أوجد مجموعة حل المتباينة 2 -
á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG 35y <  7  y - 2

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN log 35y < log  7  y - 2

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN 5y log 3 < (y - 2) log 7

™jRƒàdG á«°UÉN 5y log 3 < y log 7 - 2 log 7

ø«aô£dG Óc øe y log 7 ìôWG 5y log 3 - y log 7 < -2 log 7

™jRƒàdG á«°UÉN y(5 log 3 - log 7) < -2 log 7

5 log 3 - log 7  ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG y <   
-2 log 7__  

 5 log 3 - log 7

áÑ°SÉëdG πª©à°SG {y | y < -1.0972, y + R}

y = اختبر 2- :التحق

á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG  3  5y <  7  y - 2

y = -2  3  5(-2) 3  7  (-2) - 2

§ u°ùH 3-10 3  7  -4

ÖdÉ°ùdG ¢SC’G á«°UÉN 1_
59049

<   1_
2401

'

هم م تحقهم م تحق

 4  y <  5  2y + 1 )4B  3  2x ≥  6  x + 1 )4A

4�oDDIاريتم الع�شرحل متباينات اأ�شّية با�شتعمال اللو

k7�Hn38)
حل المتباينات

 õeQ √ÉéJG ¢ùµ©J ¿CG ô qcòJ
 »aôW Óc Üô°V óæY øjÉÑàdG

 ÖdÉ°S OóY »a áæjÉÑàªdG
 ¿CG ÉªHh .¬«∏Y Éª¡àª°ùb hCG

5 log 3 - log 7 > 0
.øjÉÑàdG õeQ √ÉéJG ¢ùµ©j Óa

يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لكتابة عبارات لوغاريتمية مكافئة لأخرى بأساس  �شية تيير الاأ�شا�س:
مختلف.

, b ≠ 1 h a ≠ 1 å«M ,a ,b ,n áÑLƒe OGóYCG …C’ الرموز:

loga n =
logb n_
logb a

b ¢SÉ°SCÓd »∏°UC’G Oó©dG º«JQÉZƒd
b ¢SÉ°SCÓd ºjó≤dG ¢SÉ°SC’G º«JQÉZƒd

log3 11 =
log5 11_
 log5 3

مثال:

. loga n = x افرض أن لإثبات صيغة تغيير الأساس،

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J ax = n

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN logb ax = logb n

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN x logb a = logb n

logb a ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x =   
logb n_
logb a

x = loga n loga n =   
logb n_
logb a

وذلك  يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية تحتوي لوغاريتمات مختلفة الأساس،
بتحويل جميع اللوغاريتمات إلى لوغاريتمات عشرية.

ثم أوجد قيمته مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. اكتب log3 20 بدلالة اللوغاريتم العشري،

¢SÉ°S’G ô««¨J á¨«°U log3 20 =   
log10 20_
log10 3

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 2.7268

هم م تحقهم م تحق

ثم أوجد قيمته مقربًا إلى أقرب اكتب log 6 8  بدلالة اللوغاريتم العشري، )5
جزء من عشرة آلاف.

¬77'¡¨¥�Iيير الاأ�شا�سة تشي�

وارزمال
 ≈°Sƒe øH óªëe ˆGóÑY ƒHCG ƒg
 Ö q≤ od )Ω780–Ω848( »eRQGƒîdG

 ¢ù°SCG ,»HôY ºdÉY ƒgh ,ôÑédG »HCÉH
 ôµàHGh ¬°ù°SCG ™°Vhh ôÑédG º∏Y

.äÉªàjQÉZƒ∏dG ÜÉ°ùM

5�oDDIيير الاأ�شا�سة تا�شتعمال �شي
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يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لكتابة عبارات لوغاريتمية مكافئة لأخرى بأساس  �شية تيير الاأ�شا�س:
مختلف.

, b ≠ 1 h a ≠ 1 å«M ,a ,b ,n áÑLƒe OGóYCG …C’ الرموز:

loga n =
logb n_
logb a

b ¢SÉ°SCÓd »∏°UC’G Oó©dG º«JQÉZƒd
b ¢SÉ°SCÓd ºjó≤dG ¢SÉ°SC’G º«JQÉZƒd

log3 11 =
log5 11_
 log5 3

مثال:

. loga n = x افرض أن لإثبات صيغة تغيير الأساس،

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J ax = n

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN logb ax = logb n

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN x logb a = logb n

logb a ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x =   
logb n_
logb a

x = loga n loga n =   
logb n_
logb a

وذلك  يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية تحتوي لوغاريتمات مختلفة الأساس،
بتحويل جميع اللوغاريتمات إلى لوغاريتمات عشرية.

ثم أوجد قيمته مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. اكتب log3 20 بدلالة اللوغاريتم العشري،

¢SÉ°S’G ô««¨J á¨«°U log3 20 =   
log10 20_
log10 3

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 2.7268

هم م تحقهم م تحق

ثم أوجد قيمته مقربًا إلى أقرب اكتب log 6 8  بدلالة اللوغاريتم العشري، )5
جزء من عشرة آلاف.

¬77'¡¨¥�Iيير الاأ�شا�سة تشي�

وارزمال
 ≈°Sƒe øH óªëe ˆGóÑY ƒHCG ƒg
 Ö q≤ od )Ω780–Ω848( »eRQGƒîdG

 ¢ù°SCG ,»HôY ºdÉY ƒgh ,ôÑédG »HCÉH
 ôµàHGh ¬°ù°SCG ™°Vhh ôÑédG º∏Y

.äÉªàjQÉZƒ∏dG ÜÉ°ùM

5�oDDIيير الاأ�شا�سة تا�شتعمال �شي
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استعمل الحاسبة لإيجاد قيمة كل مما يأتي مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة 
(1 ∫Éãe) آلاف:

log 0.4 3( log 21 2( log 5 1(

log 3.2 6( log 11 5( log 3 4(

log 0.04 9( log 0.9 8( log 8.2 7(

ترتبط كمية الطاقة E المقيسة بوحدة الإيرج التي  علوم: 10(

تطلقها الأرض مع قوة الهزة على مقياس ريختر M بالمعادلة 
log E . استعمل المعادلة لإيجاد كمية الطاقة  = 11.8 + 1.5M

التي تطلقها الأرض عند هزة أرضية بقوة 8.5 درجات على مقياس 
(2 ∫Éãe) ريختر.

أغلق حسن نوافذ سيارته فانخفض ارتفاع الصوت من  �شوت: 11(

dB 85 إلى dB 73 ، إذا علمت أن ارتفاع الصوت L بالديسبل يُعطى 

شدة الصوت، m أدنى حد من شدة  I حيث ،L = 10 log   I_
m بالعلاقة 

(2 ∫Éãe) الصوت تسمعها أذن الإنسان.

فكم مرّة من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان تساوي شدة  )a
= m؟ الصوت قبل إغلاق نوافذ السيارة إذا كانت 1

كم مرةً من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان تساوي شدة  )b

أوجد نسبة انخفاض شدة  الصوت بعد إغلاق نوافذ السيارة؟
الصوت بعد إغلاق النوافذ.

لّ كل معادلة مما يأتي، وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف:   حُ
(3 ∫Éãe)

6x = 40 12( 

2.1a + 2 = 8.25 13(

 7 x2
= 20.42 14(

11b - 3 = 5b 15(

8x = 40 16(

9b - 1 = 7 b 17(

1 5 x
2

= 110 18(

2y =   √''3y - 1  19( 



ولتنفيذ مهمة في برنامج  البرامج الحاسوبية عبارة عن مجموعة من التعليمات تسمى خوارزميات، حوا�شيب:
ويعطى الزمن اللًّازم بالثواني R لتحليل خوارزمية مكونة من n خطوة  حاسوبي يجب تحليل ترميز الخوارزمية،

R . مستعملًًّا صيغة تغيير الأساس حدد الزمن اللًّازم لتحليل خوارزمية مكونة من 240 خطوة. =  log  2 n بالصيغة
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG R =  log  2 n

n = 240 =  log  2  240

¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U =   
log 240_
log 2

§ u°ùH ≈ 7.9 

الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 240 خطوةيساوي 7.9 ثوانٍ تقريبًا.

هم م تحقهم م تحق

حدد الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 160خطوة. )6

6�oDDIيير الاأ�شا�سة تا�شتعمال �شي
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ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف: وقرِّ حل كلًّاًّ مما يأتي،
(4 ∫Éãe)

 6  p-1 ≤  4  p 21(  5  4n > 33 20(

 5  p-2 ≥  2  p 23(  3  y-1 ≤  4  y 22(

 6  3n > 36 25(  2  4x ≤ 20 24(

ثم أوجد قيمته مقربًا إلى  اكتب كلًّاًّ مما يأتي بدلالة اللوغاريتم العشري،
(5 ∫Éãe) أقرب جزء من عشرة آلاف:

log 2 16 27( log 3 7 26(

log 3 21 29( log 4 9 28(

log 7   √'5  31( log 5 (2.7)2 30(

اشترت إحدى شركات خدمة الشحن سيارة شحن جديدة  :شح 32(
حيث t عدد  ،  t = lo g (1 - r)    

V_
P

بسعر 168000 ريال. افترض أن
r ، السعر الحالي V،سعر الشراء P،السنوات التي مرت منذ الشراء

(6 ∫Éãe) المعدل السنوي لانخفاض السعر.
وانخفض سعرها  إذا كان السعر الحالي للشاحنة 120000 ريال، )a

فما عدد السنوات التي مرت منذ شرائها  ا، بمعدل15%  سنويًّ
لأقرب سنة؟

وانخفض سعرها  إذا كان السعر الحالي للشاحنة 102000 ريال، )b
فما عدد السنوات التي مرت منذ شرائها  ا، بمعدل10%  سنويًّ

لأقرب سنة؟

يقوم مهندس بيئي بفحص مياه الشرب في أحد الآبار  علوم البية: 33(

والتي يُقدر معدلها  للتأكد من عدم تلوثها بمادة الزرنيخ، الجوفية؛
)حيث ppm تعني جزءًا من  0.025 ppm ِالطبيعي في ماء الشرب بـ

كما أن الرقم الهيدروجيني pH لمادة الزرنيخ يجب أن  ، المليون(
حتى يكون الماء صالحًا للشرب. ، يقل عن 9.5

فهل  إذا كان تركيز أيون الهيدروجين في الماء 10-11 × 1.25، )a
يعني ذلك ارتفاع الرقم الهيدروجيني لمادة الزرنيخ علمًا بأن 

= pH ؟ -log [ H +] قانون تركيز أيون الهيدروجين هو
إذا وجد المهندس 1mg من الزرنيخ في عينة حجمها L 3 من  )b

فهل هذا الماء صالح للشرب؟ ماء بئر،
)1 ppm = 1 mg/kg .1 تقريبًا L 1 من الماء يعادل kg :إرشاد(

ما تركيز أيون الهيدروجين الذي يقابل الرقم الهيدروجيني  )c

pH = 9.5 والذي يجعل الماء غير صالح للشرب؟

يمكن تحديد قوة الهزة الأرضية على مقياس  هات اأرشية: 34(

حيث E كمية  ،M =   2_3  log   E_
1 0  4.4 باستعمال المعادلة  M ريختر

الطاقة الزلزالية التي تطلقها الأرض عند حدوث الهزة الأرضية مقيسة 
بوحدة الجول.

استعمل خصائص اللوغاريتمات لتكتب المعادلة بالصورة  )a

المطولة.

أطلقت الأرض طاقة زلزالية مقدارها 11  0 1 × 7.94 جول عند  )b

حدوث هزة أرضية. كم قوة الهزة الأرضية على مقياس ريختر؟

أطلقت الأرض طاقة زلزالية مقدارها 12  0 1 × 4.47 جول عند  )c

حدوث زلزال ألوم روك في كاليفورنيا عام 2007 م. كما أطلقت 
الأرض طاقة زلزالية مقدارها 18  0 1 × 1.58 جول عند حدوث 

زلزال انكورج في ألاسكا عام 1964. كم مرّة تفوق قوة زلزال 
أنكورج قوة زلزال ألوم روك على مقياس ريختر؟

لا يمكن الشعور بالهزة الأرضية إلّا إذا بلغت  ، بصورة عامة )d

قوتها 3 درجات على مقياس ريختر أو أكثر. ما الطاقة الزلزالية 
بالجول التي تطلقها الأرض عند حدوث هزة أرضية لها هذه 

القوة على مقياس ريختر؟

ستحل في هذه المسألة المعادلة الأسية  )35 تمثيلات متعددة:

. 4x = 13

y في الحاسبة البيانية وأنشئ  = 4x أدخل الدالة ا: جدوليًّ )a

وذلك بتغيير قيم x بمقدار 0.1 في كل مرة.  جدول  قيم للدالة،
y في  وابحث عن قيمتين تقع بينهما قيمة x المقابلة للقيمة 13 =

الجدول.

y على  y والمستقيم 13 = = 4x مثّل بيانيًّا المعادلة ا: بيانيًّ )b

واستعمل أمر intersect لإيجاد نقطة تقاطع  الشاشة نفسها،
التمثيلين البيانيين.

ا. هل طريقتا الحل تعطيان النتيجة  حُلّ المعادلة جبريًّ ا: عدديًّ )c

فسّر إجابتك. نفسها؟
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«��HÕ��lHn¥II

حَلَّ كل من بلال وخالد المعادلة الأسية  اكت�ش الطاأ: 36(

ر إجابتك. فسِّ 43p . أيهما كانت إجابته صحيحة؟ = 10

خالد

  4  3p = 10       
log  4  3p = log 10
p log 4 = log 10

p =    
log 10_
log 4

بلال

  4  3p = 10       
log  4  3p =log 10

3p log 4 = log 10
  p =   

log 10_
3 log 4

 log  لتجد قيمة x . وفسّر كل 
√'a

 3 = log a x حل المعادلة : تحد 37(
خطوة.

g(x) = lo g b هو في حقيقة الأمر تحويل هندسي  x منحنى اكتب: 38(

لمنحنى f (x) = log x . استعمل صيغة تغيير الأساس لتجد التحويل 
الهندسي الذي يربط بين هذين المنحنيين. ثم اشرح تأثير اختلاف 

قيم b على منحنى اللوغاريتم العشري .

أوجد قيمة كل من  log3 27 و log27 3 . واكتب تخميناً  برهان: 39(

حول العلاقة بين log a b , logb a ، وبرهن تخمينك.

وضمّن تفسيرك  ر العلاقة بين الأسس واللوغاريتمات، فسِّ اكتب: 40(

أمثلة شبيهة بتلك التي توضح كيفية حل معادلات لوغاريتمية 
وحل معادلات أسية باستعمال اللوغاريتمات. باستعمال الأسس،

k«�G}k�0}I

( 2-5 ¢SQódG) وتحقق من صحة حلك: لّ كل معادلة مما يأتي، حُ

log5 7 +   1_2  log5 4 = log5 x 41(

2 log2 x - log2 (x + 3) = 2 42(

log6 48 - log6   16_
5 + log6 5 = log6 5x 43(

( 2-5 ¢SQódG) وتحقق من صحة حلك: لّ كل متباينة مما يأتي، حُ
log 8 (3y - 1)< log 8 (y + 5) 44(

log 9 (9x + 4) ≤ log 9 (11x - 12) 45(

وأن  افترض أن هناك 3500 طائر من نوع مهدد بالانقراض في العالم، 46(

عددها يتناقص بنسبة %5 في السنة.
لتقدير عدد  t = log0.95   

p_
3500 تستعمل المعادلة اللوغاريتمية

السنوات t ليصبح عدد هذا النوع من الطيور p طائرًا. بعد كم سنة 
 ( 2-5 ¢SQódG) يصبح عدد الطيور من هذا النوع 3000 طائر؟

سنتان A

5 سنوات B

3 سنوات C

8 سنوات D

hl2©�=iN

أي العبارات الآتية تمثل f [ g(x)] إذا كان   47(
= f (x)؟  x2 + 4x + 3 , g(x) = x - 5

x2 + 4x - 2 A

x2 - 6x + 8 B

x2 - 9x + 23 C

x2 - 14x + 6 D

_3)   27؟ 
5)   

x+1
أي مما يأتي يمثِّل حلاًّ للمعادلة 125 = 48(

- 4 A

- 2 B

2 C

4 D

ويمكنك أيضًا حلها بيانيًّا أو باستعمال جدول. ا، لقد قمت بحل معادلات لوغاريتمية جبريًّ
y باعتباره أمرًا أساسيًّا. = log10 x تحتوي على TI-nspire فالحاسبة البيانية

، y = log10 x لعرض التمثيل البياني للدالة x اضغط على المفاتيح:
وذلك  ويمكن أيضًا تمثيل الدوال اللوغارتمية بأساسات لا تساوي عشرة من دون استعمال صيغة تغيير الأساس،

باستعمال أوامر مباشرة لكتابة الدالة اللوغاريتمية.

. log2 (6x - 8) = log3 (20x لحل المعادلة:(1 + استعمل الحاسبة البيانية TI-nspire؛

تمثيل طرفَي المعادلة بيانيًّا. الطوة 1: 
مثّل كل طرف بيانيًّا على أنه دالة مستقلة.

. f 2 لتكون log 3 (20x و (1 + ،f 1 لتكون log 2 (6x ؛ أدخل  (8 -
وذلك بالضغط على المفاتيح: ثم مثّل المعادلتين بيانيًّا،

log2 (6x - 8) log3 (20x + 1) 

™WÉ≤àdG •É≤f استعمال ميزة الطوة 2:
لتقدير إحداثيِّي  ، استعمل ميزة  في قائمة

الزوج المرتب لنقطة تقاطع التمثيلين البيانيين.
واختر منها  ، واختر اضغط على مفتاح

سيظهر الزوج  ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرّك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع،
إذن حل المعادلة يساوي 4 وحيث إن الإحداثي x لنقطة التقاطع يساوي 4 ؛ المرتب (4 ,4)،

استعمل خاصية hóédG∫ لتتحقق من الحلّ. الطوة 3:

واختيار تحقق من صحة حلّك باستعمال خاصية hóédG∫ وذلك بالضغط على مفتاح
 ثم اختيار 

، x = اختبر قيم الجدول لتجد قيمة x التي تتساوى عندها قيم y للتمثيلين البيانيين وهي 4
لذا فإن حل المعادلة يساوي 4. تكون قيمَتَا y للدالتين متساويتين؛ ،x = عند القيمة  4

:تماري

ثم تحقق من صحة حلك: استعمل الحاسبة البيانية TI-nspire لحل كل معادلة فيما يأتي،
log6 (7x + 1) = log4 (4x - 4) log2 (3x + 2) = log3 (12x + 3)

log10 (1 - x) = log5 (2x + 5) log2 3x = log3 (2x + 2)

log3 (3x - 5) = log3 (x + 7) log4 (3x + 7) = log3 (5x - 6)

log2 2x = log4 (x + 3) log5 (2x + 1) = log4 (3x - 2)

البيانية: الحاسبة معمل
حل المعادلات والمتباينات اللواريتمية

Solving Logarithmic Equations and Inqualites

1 �DD�J

2( 1(

4( 3(

6( 5(

8( 7(
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ويمكنك أيضًا حلها بيانيًّا أو باستعمال جدول. ا، لقد قمت بحل معادلات لوغاريتمية جبريًّ
y باعتباره أمرًا أساسيًّا. = log10 x تحتوي على TI-nspire فالحاسبة البيانية

، y = log10 x لعرض التمثيل البياني للدالة x اضغط على المفاتيح:
وذلك  ويمكن أيضًا تمثيل الدوال اللوغارتمية بأساسات لا تساوي عشرة من دون استعمال صيغة تغيير الأساس،

باستعمال أوامر مباشرة لكتابة الدالة اللوغاريتمية.

. log2 (6x - 8) = log3 (20x لحل المعادلة:(1 + استعمل الحاسبة البيانية TI-nspire؛

تمثيل طرفَي المعادلة بيانيًّا. الطوة 1: 
مثّل كل طرف بيانيًّا على أنه دالة مستقلة.

. f 2 لتكون log 3 (20x و (1 + ،f 1 لتكون log 2 (6x ؛ أدخل  (8 -
وذلك بالضغط على المفاتيح: ثم مثّل المعادلتين بيانيًّا،

log2 (6x - 8) log3 (20x + 1) 

™WÉ≤àdG •É≤f استعمال ميزة الطوة 2:
لتقدير إحداثيِّي  ، استعمل ميزة  في قائمة

الزوج المرتب لنقطة تقاطع التمثيلين البيانيين.
واختر منها  ،

الزوج المرتب لنقطة تقاطع التمثيلين البيانيين.
واختر

الزوج المرتب لنقطة تقاطع التمثيلين البيانيين.
اضغط على مفتاح

سيظهر الزوج  ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرّك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع،
إذن حل المعادلة يساوي 4 وحيث إن الإحداثي x لنقطة التقاطع يساوي 4 ؛ المرتب (4 ,4)،

استعمل خاصية hóédG∫ لتتحقق من الحلّ. الطوة 3:

واختيار  وذلك بالضغط على مفتاحتحقق من صحة حلّك باستعمال خاصية hóédG∫ وذلك بالضغط على مفتاح
 ثم اختيار 

، x = اختبر قيم الجدول لتجد قيمة x التي تتساوى عندها قيم y للتمثيلين البيانيين وهي 4
لذا فإن حل المعادلة يساوي 4. تكون قيمَتَا y للدالتين متساويتين؛ ،x = عند القيمة  4

:تماري

ثم تحقق من صحة حلك: استعمل الحاسبة البيانية TI-nspire لحل كل معادلة فيما يأتي،
log6 (7x + 1) = log4 (4x - 4) log2 (3x + 2) = log3 (12x + 3)

log10 (1 - x) = log5 (2x + 5) log2 3x = log3 (2x + 2)

log3 (3x - 5) = log3 (x + 7) log4 (3x + 7) = log3 (5x - 6)

log2 2x = log4 (x + 3) log5 (2x + 1) = log4 (3x - 2)

البيانية: الحاسبة معمل
حل المعادلات والمتباينات اللواريتمية

Solving Logarithmic Equations and Inqualites

1 �DD�J

2( 1(

4( 3(

6( 5(

8( 7(

»ªbôdG ¢SQódG §HGQ
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يمكنك استعمال الحاسبة البيانيّة TI-nspire لحل متباينات لوغاريتمية وبطريقة مشابهة،

. lo g 4  (10x + 1) < lo g 5  (16 + 6x):لحل المتباينة اللوغاريتمية استعمل الحاسبة البيانية  TI-nspire؛

تمثيل المتباينات المناظرة الطوة 1:
أعد كتابة المسألة على صورة نظام من المتباينات.

، y >  log  4  (10x log  4  (10x  ، أو (1 + + 1) < y المتباينة الأولى هي
ثم مثّلها بالضغط على المفاتيح: ، y < lo g 5  (16 + 6x) والمتباينة الثانية هي

log 4 (10x - 1) log 5 (16 + 6x) 

تحديد مجموعة الحل الطوة 2:

الحد الأيسر لمجموعة الحل هو عندما تكون المتباينة
. 10x وهي كذلك عندما 0 ≥ 1 + الأولى غير معروفة،

10 x + 1 ≤ 0

10 x ≤ -1

x ≤ - 1_
10

وذلك بالضغط على مفتاح  استعمل ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ لإيجاد الحد الأيمن،
 ثم اضغط في أي نقطة

وذلك بالضغط على مفتاح 
ومنها  واختيار

سيظهر الزوج المرتب  (2 ,1.5)، على الشاشة وحرّك المؤشر مرورًا بنقطة التقاطع،
.{x | -0.1 < x ويمكنك استنتاج أن مجموعة الحل هي{1.5 >

للتحقق من الحل. äÉfÉ«ÑdG ∫hGóLh ºFGƒ≤dG ≥«Ñ£J استعمال ميزة الطوة 3:
وحرك المؤشر باحثًا في الجدول. واستعرض قيم x بزيادة 0.1 كل مرة، ابدأ الجدول عند 0.1-،

y1 =  log  4  (10x في العمود الثاني، واكتب  (1 + اضغط على المفاتيح:  ،
سترى أن قيم  في كل مرّة،

4  في العمود الثاني،

واختر y2 =  log  5  (16 + 6x) في العمود الثالث،

. {x | -0.1 < x < الجدول تؤكد أن مجموعة حل المتباينة هي: {1.5

:تماري
ثم تحقق من صحة حلّك: لحل كل متباينة مما يأتي، استعمل الحاسبة البيانيّة TI-nspire؛

log  5  (12 x + 5) ≤  log  5  (8 x + 9)  log 7 x < -1

log  5  (3 - 2 x) ≥  log  5  (4 x + 1)  log  3  (7 x - 6) <  log  3  (4 x + 9)

log3 (3x - 5) ≥ log3 (x + 7) log4 (9x + 1) > log3 (18x - 1)

log2 2x ≤ log4 (x + 3) log5 (2x + 1) < log4 (3x - 2)

2 �DD�J

10( 9(

12( 11(

14( 13(

16( 15(
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المفاهيم الاأ�شا�شية

(2-1 , 2-2 ¿É°SQódG) الدوال الاأ�شية

 å«M , y = ab x IQƒ°üdG ≈∏Y á«°SC’G ∫GhódG ¿ƒµJ •
. a ≠ 0, b > 0 , b ≠ 1

å«M , ÉkÑLƒe GkOóY b ¿Éc GPEG :á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN •
. x = y ¿Éc GPEG §≤ah G kPEG b x = b y ¿EÉa , b ≠ 1

b x > b y ¿EÉa ,b > 1 ¿Éc GPEG :á«°SC’G ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN •
. x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG

.»°SCG ƒªf ádGO f (x) = b x, b > 1 á«°SC’G ádGódG •

.»°SCG ∫Óëª°VG ádGO f (x) = b x, 0 < b < 1 á«°SC’G ádGódG •

(2-3 )الدرس اللواريتمات والدوال اللواريتمية

 ádOÉ©ª∏d á«°SC’G IQƒ°üdG ¿EÉa b > 0, b ≠ 1, x > 0 ¿Éc GPEG •
 IQƒ°üdGh , b y = x »g y =  log b x á«ªàjQÉZƒ∏dG

 log b x = y »g x =  b y á«°SC’G ádOÉ©ª∏d á«ªàjQÉZƒ∏dG

(2-4 )الدرس خ�شا�س اللواريتمات

,ÉkÑLƒe GkOóY b ¿Éc GPEG :á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN •
 ¿Éc GPEG §≤ah GPEG   log b x =  log b y ¿EÉa , b ≠ 1 å«M

. x = y

,áÑLƒe á«≤«≤M GkOGóYCG x, y, b âfÉc GPEG :áª°ù≤dGh Üô°†dG •
:¿EÉa b ≠ 1 å«M

 log b xy =  log b x  +  log b y
log b   x_y   =   log b x  -  log b y nh

ø«ÑLƒe øjOóY …CGh ,m  »≤«≤M OóY …C’ :Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd •
.  log b  xm = m  log b x:¿EÉa b ≠ 1 å«M x , b

¿EÉa ,b > 1 ¿Éc GPEG :á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN •
. x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG  log b x > log b y

(2-6 )الدرس اريتم الع�شراللو

. 10 ¬°SÉ°SCG …òdG ºàjQÉZƒ∏dG ƒg …ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG •

loga n =    log b n _ log b a   :¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U •

المفردات
82 ¢U á«°SC’G ádGódG

83 ¢U »°SC’G ƒªædG
84 ¢U ƒªædG πeÉY

84 ¢U »°SC’G ∫Óëª°V’G
84 ¢U ∫Óëª°V’G πeÉY

92 ¢U á«°SC’G ádOÉ©ªdG
93 ¢U ÖcôªdG íHôdG

94 ¢U á«°SC’G áæjÉÑàªdG
97 ¢U ºàjQÉZƒ∏dG

99 ¢U á«ªàjQÉZƒ∏dG ádGódG
112 ¢U á«ªàjQÉZƒ∏dG ádOÉ©ªdG

114 ¢U á«ªàjQÉZƒ∏dG áæjÉÑàªdG
118 ¢U …ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG

121 ¢U ¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U

اختبر مفردات
اختر المفردة المناسبة من القائمة أعلًّاه لإكمال كل جملة فيما يأتي:

b تسمى دالة حيث 1 < ، f (x) = b x الدالة التي على الصورة 1(
. 

x x . المتغير y يسمى  = b y في المعادلة 2(
. b للأساس

يسمى اللوغاريتم ذو الأساس 10 .  3(

هي معادلة يظهر فيها المتغير على صورة أس. 4(

كتابة عبارات لوغاريتمية  يمكنك باستعمال 5(
مكافئة للوغاريتم بأساس مختلف.

A(t) = a(1 - r)t في الدالة الأسية 1 - r يُسمى الأساس 6(
. 

b > 0 , b حيث 1 ≠ ، y = log b x تُسمى الدالة 7(

المفردات

دليل الدرا�شة و المراجعة

��H��x�I
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_log2   1 على الصورة الأسية.
16

= اكتب 4- 22(

102 على الصورة اللوغاريتمية. اكتب 100 = 23(

أوجد قيمة كل مما يأتي:
-3 log2   1_8 25( 4 log4 256 24(

مثّل الدالتين الآتيتين بيانيًّا:
f (x) =   1_6  lo g  1_

3
(x - 2) 27( f (x) = 2 log10 x + 4 26(

. log2 64 أوجد قيمة
y …hÉ°ùJ IQÉÑ©dG ¿CG ¢VôaG log2 64 = y

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 64 = 2 y

64 = 26 26 = 2 y

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 6 = y

.log 2  64 = 6  إذن

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة كل مما 
يأتي:

log 5 64 29( log 5 8 28(

log 5   1_8 31( log 5 4 30(

log 5   1_2 32(

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المطولة:
 log  5 a  b -3   c 4   d-2 34(  log  3  2  x 5   y 2   z 3 33(

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المختصرة:
3  log  2   x 2 -   1_3   log 2  (x - 4) 35(

2  log  2  (z - 1) -  log  2 (2 z - 1) 36(

تقاس قوة الهزة الأرضية بمقياس لوغاريتمي  هات اأرشية: 37(
وتعطى قوة الهزة M بالمعادلة  يُسمى مقياس ريختر،

حيث x شدة الهزة الأرضية. كم مرة تعادل  ، M = 1 + log10 x
شدةُ هزة أرضية سجّلت 10 درجات على مقياس ريختر شدةَ هزة 

درجات على المقياس نفسه؟ أرضية أخرى سجّلت 7

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة 
. log5 32

32 = 16 × 2 log5 32 = log 5 (16 × 2)

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN = log 5 16 + log 5 2

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 1.7227 + 0.4307

§ u°ùH ≈ 2.1534

log3 بالصورة المطولة: x 2 y -4 z اكتب
x 2  ,  y -4  , z العبارة هي لوغاريتم حاصل ضرب

 log 3   x2   y -4 z

=  log 3   x2 +  log 3   y-4 +  log 3 zäÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

= 2  log 3 x - 4  log 3 y +  log 3 zIƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

3�oDDI

2-3)103 - 97 اللواريتمات والدوال اللواريتمية )الصفحات

دليل الدرا�شة و المراجعة

4�oDDI

2-4)111 - 105 خ�شا�س اللواريتمات )الصفحات

5�oDDI

مراجعة الدرو�س

وحدد مجالها ومداها: مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا،
f (x) = -5(2)x 9( f (x) = 3x 8(

f (x) = 32x + 5 11( f (x) = 3(4)x - 6 10(

f (x) =   3_5    (2_
3)   

x - 2
+ 3 13( f (x) = 3  (1_

4)   
x + 3

- 1 12(

وقد بدأ العدد  يبلغ عدد سكان مدينة ما 120000 نسمة، �شكان: 14(
ا. بالتناقص بمعدل %3 سنويًّ

اكتب دالة تمثل عدد سكان المدينة بعد t سنة. (a

كم سيكون عدد السكان بعد 10 سنوات؟ (b

f (x) = -2(3)x مثّل الدالة 1 +
وحدد مجالها ومداها. بيانيًّا،

التمثيل البياني للدالة هو تحويل 
f(x) =  3  x للتمثيل البياني للدالة

= a : ينعكس التمثيل البياني  -2 •
حول المحور x ويتسع رأسيًّا.

= h : لا يوجد انسحاب أفقي. 0 •

= k : يسحب التمثيل البياني وحدة واحدة إلى الأعلى. 1 •

الحقيقية . المجال هو مجموعة الأعداد
{ f (x)| f (x) < المدى هو {1

لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي: حُ

34x = 93x + 7 16( 16x =   1_
64

15(

83 - 3y = 2564y 18( 643n = 82n - 3 17(

273x ≤ 92x - 1 20( 9x - 2 >  ( 1_
81)x + 2 19(

بدأت عينة خلايا بكتيرية بـ 5000 خلية. وبعد  بكتيريا: 21(
8 ساعات أصبح عددها 28000 خلية تقريبًا.

اكتب دالة أسية تمثل عدد الخلايا البكتيرية بعد x ساعة إذا  (a
استمر تغير عدد الخلايا بالمعدل نفسه مقربًا الناتج إلى أقرب 

ثلاث منازل عشرية.

ما عدد الخلايا البكتيرية المتوقعة بعد h 32؟ (b

.43x = 32x - 1 لّ المعادلة  حُ
43x = 32x -1á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

(22)3x = (25)x - 1¢SÉ°SC’G ó«Mƒàd áHÉàµdG óYCG

26x = 25x - 5§ u°ùH

6x = 5x - 5¢ù°SCÓd IGhÉ°ùªdG á«°UÉN

x = -5§ u°ùH

. الحل هو 5-

دليل الدرا�شة و المراجعة

1�oDDI

2-1)89 - 82 )الصفحات الدوال الاأ�شية

y

xO−6 −2−4 1 2

2
1

-2
-3
-4
-5
-6

f (x) = -2(3)x+ 1

f (x) = 3x

2�oDDI

2-2)96 -92 حل المعادلات والمتباينات الاأ�شية )الصفحات
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_log2   1 على الصورة الأسية.
16

= اكتب 4- 22(

102 على الصورة اللوغاريتمية. اكتب 100 = 23(

أوجد قيمة كل مما يأتي:
-3 log2   1_8 25( 4 log4 256 24(

مثّل الدالتين الآتيتين بيانيًّا:
f (x) =   1_6  lo g  1_

3
(x - 2) 27( f (x) = 2 log10 x + 4 26(

. log2 64 أوجد قيمة
y …hÉ°ùJ IQÉÑ©dG ¿CG ¢VôaG log2 64 = y

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 64 = 2 y

64 = 26 26 = 2 y

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 6 = y

.log 2  64 = 6  إذن

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة كل مما 
يأتي:

log 5 64 29( log 5 8 28(

log 5   1_8 31( log 5 4 30(

log 5   1_2 32(

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المطولة:
 log  5 a  b -3   c 4   d-2 34(  log  3  2  x 5   y 2   z 3 33(

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المختصرة:
3  log  2   x 2 -   1_3   log 2  (x - 4) 35(

2  log  2  (z - 1) -  log  2 (2 z - 1) 36(

تقاس قوة الهزة الأرضية بمقياس لوغاريتمي  هات اأرشية: 37(
وتعطى قوة الهزة M بالمعادلة  يُسمى مقياس ريختر،

حيث x شدة الهزة الأرضية. كم مرة تعادل  ، M = 1 + log10 x
شدةُ هزة أرضية سجّلت 10 درجات على مقياس ريختر شدةَ هزة 

درجات على المقياس نفسه؟ أرضية أخرى سجّلت 7

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة 
. log5 32

32 = 16 × 2 log5 32 = log 5 (16 × 2)

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN = log 5 16 + log 5 2

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 1.7227 + 0.4307

§ u°ùH ≈ 2.1534

log3 بالصورة المطولة: x 2 y -4 z اكتب
x 2  ,  y -4  , z العبارة هي لوغاريتم حاصل ضرب

 log 3   x2   y -4 z

=  log 3   x2 +  log 3   y-4 +  log 3 zäÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

= 2  log 3 x - 4  log 3 y +  log 3 zIƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

3�oDDI
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وحدد مجالها ومداها: مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا،
f (x) = -5(2)x 9( f (x) = 3x 8(

f (x) = 32x + 5 11( f (x) = 3(4)x - 6 10(

f (x) =   3_5    (2_
3)   

x - 2
+ 3 13( f (x) = 3  (1_

4)   
x + 3

- 1 12(

وقد بدأ العدد  يبلغ عدد سكان مدينة ما 120000 نسمة، �شكان: 14(
ا. بالتناقص بمعدل %3 سنويًّ

اكتب دالة تمثل عدد سكان المدينة بعد t سنة. (a

كم سيكون عدد السكان بعد 10 سنوات؟ (b

f (x) = -2(3)x مثّل الدالة 1 +
وحدد مجالها ومداها. بيانيًّا،

التمثيل البياني للدالة هو تحويل 
f(x) =  3  x للتمثيل البياني للدالة

= a : ينعكس التمثيل البياني  -2 •
حول المحور x ويتسع رأسيًّا.

= h : لا يوجد انسحاب أفقي. 0 •

= k : يسحب التمثيل البياني وحدة واحدة إلى الأعلى. 1 •

الحقيقية . المجال هو مجموعة الأعداد
{ f (x)| f (x) < المدى هو {1

لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي: حُ

34x = 93x + 7 16( 16x =   1_
64

15(

83 - 3y = 2564y 18( 643n = 82n - 3 17(

273x ≤ 92x - 1 20( 9x - 2 >  ( 1_
81)x + 2 19(

بدأت عينة خلايا بكتيرية بـ 5000 خلية. وبعد  بكتيريا: 21(
8 ساعات أصبح عددها 28000 خلية تقريبًا.

اكتب دالة أسية تمثل عدد الخلايا البكتيرية بعد x ساعة إذا  (a
استمر تغير عدد الخلايا بالمعدل نفسه مقربًا الناتج إلى أقرب 

ثلاث منازل عشرية.

ما عدد الخلايا البكتيرية المتوقعة بعد h 32؟ (b

.43x = 32x - 1 لّ المعادلة  حُ
43x = 32x -1á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

(22)3x = (25)x - 1¢SÉ°SC’G ó«Mƒàd áHÉàµdG óYCG

26x = 25x - 5§ u°ùH

6x = 5x - 5¢ù°SCÓd IGhÉ°ùªdG á«°UÉN

x = -5§ u°ùH

. الحل هو 5-
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f (x) = 3x
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ثم تحقق من صحة حلك: لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي إن أمكن، حُ

 log  16 x =   3_2 38(

 log  2    1_
64

= x 39(

 log  4 x < 3 40(

 log  5 x < -3 41(

 log  9  (3x - 1) =  log  9  (4x) 42(

 log  2  ( x 2 - 18) =  log  2  (-3x) 43(

 log  3  (3x + 4) ≤  log  3  (x - 2) 44(

حيث L ارتفاع  ، L = 10 log 10 R استعمل القانون �شوت: 45(

الصوت، R الشدة النسبية للصوت لإيجاد الفرق بين ارتفاع 
أصوات 20 شخصًا يتكلمون في الوقت نفسه وارتفاع صوت 
شخص واحد على فرض أن الشدة النسبية لصوت الشخص 

. 80 dB الواحد يساوي

ثم تحقق من صحة حلك. ،log 3 3x + log 3 4 = log 3 36 لّ المعادلة حُ
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 3 3x + log 3 4 = log3 36

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN log 3 3x(4) = log3 36

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 3x(4) = 36

Üô°VG 12x = 36

12 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x = 3

:التحق

log 3 3x + log 3 4 = log 3 36

log 3 3 � 3 + log 3 4 = log 3 36

log 3 9 + log 3 4 = log 3 36

log 3 (9 × 4) = log 3 36

log 3 36 = log 3 36

الحل صحيح.

ثم تحقق من صحة حلك. ،log 27 x < 2_
3

لّ المتباينة  حُ
á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG log 27 x <   2_3

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x < 2 7  
2_
3

§ u°ùH x < 9




x | x < 9 , x ) R 





إذن مجموعة الحل هي
:التحق

وعدد أكبر من 9 في المتباينة الأصلية عوض بعدد أقل من 9،
x =  27 x =  1

log27 27 <    2_3 log27 1 <    2_3

1 <    2_3 0 <    2_3

1 <    2_3   ✗ 0 <    2_3   ✓

دليل الدرا�شة و المراجعة

6�oDDI

2-5)117 - 112 )الصفحات حل المعادلات والمتباينات اللواريتمية

7�oDDI
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وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من  لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي، حُ
عشرة آلاف.

3x = 15 46(

 6  x2
= 28 47(

8 m + 1 = 30 48(

12 r - 1 = 7 r 49(

3 5 n > 24 50(

5x + 2 ≤ 3x 51(

ثم أوجد قيمته  اكتب كلاًّ مما يأتي بدلالة اللوغاريتم العشري، 52(
مقربًا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف.

log 4 11 (a

log 2 15 (b

وتوقع  استثمر خالد مبلغ 10000 ريال في مشروع تجاري، مال: 53(
وتضاف الأرباح إلى رأس المال كل 4 ا نسبته 5% ، ربحًا سنويًّ
حيث A المبلغ  ، A = P(1 +   r_n )  n t أشهر. استعمل القانون

المبلغ الأصلي الذي تم استثماره أو رأس  P الكلي بعد t سنة،
عدد مرات إضافة الأرباح إلى  n المال،r معدّل الربح السنوي،

رأس المال في السنة.
كم يكون الزمن المتوقع ليصبح المبلغ الكلي 15000 ريال؟ (a

كم يكون الزمن المتوقع ليصبح المبلغ الكلي مثلي المبلغ  (b
الأصلي؟

وقرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة  ، 5 3x = 7 x لّ المعادلة: 1 + حُ
آلاف.

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG 53x = 7x + 1

 ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN
á«ªàjQÉZƒ∏dG log 53x = log 7x+1

 Iƒ≤dG á«°UÉN
äÉªàjQÉZƒ∏d 3x log 5 = (x + 1) log 7

™jRƒàdG á«°UÉN 3x log 5 = x log 7 + log 7

 Óc øe x log 7 ìôWG
ø«aô£dG 3x log 5 - x log 7 = log 7

∑ôà°ûe πeÉY x êôNCG x(3 log 5 - log 7) = log 7

 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG
3 log 5 - log 7

x =
log 7__  

3 log 5 - log 7

áÑ°SÉëdG πª©à°SG x ≈ 0.6751

8�oDDI

2-6)124 - 118 )الصفحات اللواريتمات الع�شرية

ثم تحقق من صحة حلك: لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي إن أمكن، حُ

 log  16 x =   3_2 38(

 log  2    1_
64

= x 39(

 log  4 x < 3 40(

 log  5 x < -3 41(

 log  9  (3x - 1) =  log  9  (4x) 42(

 log  2  ( x 2 - 18) =  log  2  (-3x) 43(

 log  3  (3x + 4) ≤  log  3  (x - 2) 44(

حيث L ارتفاع  ، L = 10 log 10 R استعمل القانون �شوت: 45(

الصوت، R الشدة النسبية للصوت لإيجاد الفرق بين ارتفاع 
أصوات 20 شخصًا يتكلمون في الوقت نفسه وارتفاع صوت 
شخص واحد على فرض أن الشدة النسبية لصوت الشخص 

. 80 dB الواحد يساوي

ثم تحقق من صحة حلك. ،log 3 3x + log 3 4 = log 3 36 لّ المعادلة حُ
á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 3 3x + log 3 4 = log3 36

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN log 3 3x(4) = log3 36

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 3x(4) = 36

Üô°VG 12x = 36

12 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x = 3

:التحق

log 3 3x + log 3 4 = log 3 36

log 3 3 � 3 + log 3 4 = log 3 36

log 3 9 + log 3 4 = log 3 36

log 3 (9 × 4) = log 3 36

log 3 36 = log 3 36

الحل صحيح.

ثم تحقق من صحة حلك. ،log 27 x < 2_
3

لّ المتباينة  حُ
á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG log 27 x <   2_3

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x < 2 7  
2_
3

§ u°ùH x < 9




x | x < 9 , x ) R 





إذن مجموعة الحل هي
:التحق

وعدد أكبر من 9 في المتباينة الأصلية عوض بعدد أقل من 9،
x =  27 x =  1

log27 27 <    2_3 log27 1 <    2_3

1 <    2_3 0 <    2_3

1 <    2_3   ✗ 0 <    2_3   ✓

دليل الدرا�شة و المراجعة

6�oDDI

2-5)117 - 112 )الصفحات حل المعادلات والمتباينات اللواريتمية
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بسبب ما يسمى التضخم. ونتيجة  تزداد أسعار السلع سنويًّا؛ اأ�شعار:
ويُعطى سعر  %4.5 سنويًّا، يزداد سعر إحدى السلع بمعدل لذلك،

، حيث t عدد السنوات M(t)=275(1.045 )  t هذه السلعة بالدالة
(2-1 ¢SQódG) 1432هـ بعد عام

كم كان سعر السلعة عام 1432هـ؟ (a

فكم سيكون  %4.5 سنويًّا، إذا استمر تضخم سعر السلعة بمعدل (b
1447هـ تقريبًا؟ سعرها عام

ا بدءًا من لحظة شرائها، ينخفض سعر سيارة جديدة سنويًّ �شيارات:
ويُعطى سعر هذه السيارة بعد t سنة من شرائها بالمعادلة

(2-2 ¢SQódG) . f (t) = 80000(0.8 )  t

ما معدل انخفاض سعر السيارة سنويًّا؟ (a

متى يصبح سعر السيارة مساويًا لنصف سعرها الأصلي؟ (b

واستثمرته  ا�شتثمار: ورثت فاطمة عن والدها مبلغ 250000 ريال،
(2-2 ¢SQódG) وتزايد كما في الجدول أدناه: في مشروع،

المبل )ريال(ال�شنة

1422250000هـ

1430329202هـ

1435390989هـ

اكتب دالة أسية يمكن استعمالها لإيجاد المبلغ الكلي بعد t سنة من   (a

الاستثمار. 
إذا استمر تزايد المبلغ بالمعدل نفسه، ففي أي سنة يصبح المبلغ   (b

الكلي 500000 ريال تقريبًا؟ 
يُعطى عدد السنوات t اللازمة لاضمحلال الكمية الأصلية :كيميا

N0 جرام من مادة مشعة لتصبح N جرام بالمعادلة

(2-3 ¢SQódG) t =   
16  log  10    N_

N0_
 log 10    1_

2

بعد كم سنة تقريبًا يضمحل 100g من المادة  بشكل تقريبي، (a
المشعة لتصبح 30g؟

ما النسبة التقريبية لما يتبقى من 100g بعد 40 سنة؟ (b

مقياس ريختر هو نظام عددي لتحديد قوة الزلازل. وتعتمد  زلازل:
درجة مقياس ريختر R على الطاقة الصادرة عن الزلزال E بوحدة 

الكيلوواط لكل ساعة. وتُعطى R بالعلاقة:
(2-5 ¢SQódG) R = 0.67 ·  log 10  (0.37E) + 1.46

أوجد قيمة R لزلزال أصدر 1000000 كيلو واط في الساعة. (a

قدّر كمية الطاقة الصادرة عن زلزال قوّته 7.5 على مقياس ريختر. (b

يعرّف زمن الجيل G بأنه الزمن اللازم ليصبح عدد فصيلة  :اأحيا
ويُعطى بالصيغة نادرة من الحيوانات مثلي ما كان عليه،

t الفترة  d العدد النهائي، G ، حيث b العدد الأصلي، =   t_
2.5 lo g b d ويوجد الآن من إذا كان زمن الجيل لهذه الفصيلة 6 سنوات، الزمنية.

فما الفترة الزمنية اللازمة ليصبح عدد  حيوانات، هذه الفصيلة 5
(2-5 ¢SQódG) حيوانات هذه الفصيلة 3125 حيوانًا؟

،(I) تُعطى العلاقة بين شدة الصوت بالواط لكل متر مربع �شوت:
وعدد وحدات الديسبل β بالمعادلة

(2-6 ¢SQódG)  β = 10  log 10    I_
 10 -12

حدّد شدة الصوت إذا كان عدد وحدات الديسبل 100. (a

قارنت سميرة الصوت في الفرع a مع صوت آخر عدد وحدات  (b
فاستنتجت أن شدّة الصوت الثاني  ، الديسبل فيه 50 ديسبل

برّر  تساوي نصف شدّة الصوت الأول. هل استنتاجها صحيح؟
إجابتك.

صوت شدّته 8-  0 1 × 1 واط لكل متر مربع. كم يزيد عدد  (c
وحدات الديسبل إذا ضوعفت شدته؟

وازداد سعرها باستمرار؛ السعر الأصلي لسلعة 8000 ريال، مال:
ريال بعد 5 بسبب التضخم بطريقة الربح المركب حتى بلغ 12000

(2-6 ¢SQódG) سنوات.
فبعد كم سنة يصبح سعر  ا، %6 سنويًّ إذا كان معدل التضخم (a

؟ ريال السلعة 12000
ريال بعد  ما معدل التضخم الذي يصبح عنده سعر السلعة 12000 (b

5 سنوات؟

تطبيقات وم�شال
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وحدد مجالها ومداها: مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا،
f (x) = 3x - 3 + 2

f (x) = 2   (3_
4)x + 1

- 3

وقرّب الناتج إلى أقرب أربع منازل  لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي، حُ
عشرية كلما لزم ذلك:

8c + 1 = 162c + 3

9x - 2 >   ( 1_
27)x

2a + 3 = 32a - 1

log2 (x2 - 7) = log2 6x

log5 x > 2

log3 x + log3 (x - 3) = log3 4

6n - 1 ≤ 11n

لتقريب قيمة كل ،log 5 11 ≈ 1.4899 , log 5 2 ≈ 0.4307 استعمل
مما يأتي إلى أقرب جزء من عشرة آلاف:

log5 44

log5   11_
2

ثم  كان عدد سكان مدينة ما قبل 10 أعوام 150000 نسمة، �شكان:
ليصبح الآن 185000 تزايد بعد ذلك عددهم بمعدل ثابت كل سنة،

نسمة.
اكتب دالة أسية يمكن أن تمثِّل عدد السكان بعد x سنة إذا استمرت  )a
الزيادة بالمعدل نفسه مقربًا الناتج إلى أقرب أربع منازل عشرية.

كم يصبح عدد السكان بعد 25 سنة؟ )b

log 9 27 =   3_2 على الصورة الأسية. اكتب 
_log 4   1؟

64
ما قيمة  اختيار م متعدد:

1_
3

C -3 A

3 D -1_
3

B

y تراجع عدد المزارع   = 3962520(0.98)x تمثِّل المعادلة زراعة:
، y عدد المزارع. حيث x عدد الأعوام منذ عام 1380 هـ في بلد ما،

كيف يمكنك أن تعرف أن عدد المزارع يتناقص؟ )a

بأي نسبة يتناقص عدد المزارع؟ )b

تنبأ بعد كم سنة يصبح عدد المزارع مليون مزرعة. )c

استثمر سلمان مبلغ 75000 ريال في مشروع تجاري متوقعًا  توير:
بحيث يتم إضافة الأرباح إلى رأس المال  ا نسبته 9% ، ربحًا سنويًّ

ا . شهريًّ
ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 5 سنوات؟ )a

بعد كم سنة يتوقع أن يصبح المبلغ الكلي مثلي المبلغ المستثمر  )b

عند البداية؟
بعد كم سنة يتوقع أن يصبح المبلغ الكلي 100000 ريال؟ )c

ما حل المعادلة اختيار م متعدد:
log 4 16 - log 4؟ x = log 4 8

2 C 1_
2

A

8 D 4 B

أي الدوال الآتية لها التمثيل البياني أدناه؟ اختيار م متعدد:

O

y

x−2−4 1 2 3 4

4
3
2
1

-1
-2
-3

y = log10 (x - 5) A

y = 5 log10 x B

y = log10 (x + 5) C

y = -5 log10 x D

اكتب العبارة اللوغاريتمية 
log  3   2- بالصورة  x + 6   log  3  ( z - 2) +   log  3   t 2

المختصرة.

اختبار الف�شل
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التمثيل البيان للدوال الري�شة )الاأم(

الدالة المحايدة

O

y

x

y = x

دالة القيمة المطلقة

O

y

x

y = |x|

الدالة التربيعية

O

y

x

y = x 2

الدالة الثابتة

y

xO

f (x) = c

دالة اأكبر عدد �شحي

y

xO

f (x) = x

ر التربيعدالة ال

(0, 0)

O

y

x

y =    x, x ≥ 0 

دالة المقلو

O x

y =    , x ≠ 0 1
x

y

الدالة التكعيبية

y

xO

f (x)=x3

ال�شي

العمليات عل الدوال

f  )المع + g ) (x) = f (x) + g (x)شرال(  f · g) (x) = f (x) · g(x)

الطر(  f - g) (x) = f (x) - g (x)الق�شمة(  f _
g)( x ) =   

f(x)_
g(x)

  , g(x) ≠ 0

الدوال الاأ�شية واللواريتمية

lo g b  xخا�شية لواريتم القوة
p = p lo g b xالمركب الربA = P(1 +   r_n)nt

lo g b�شية تيير الاأ�شا�س x =   
lo g a x_
lo g a b

lo g bخا�شية الشر  اللواريتمات xy = lo g b x + lo g b y

  خا�شية الق�شمة
   lo g bاللواريتمات

x_
y = lo g b x - lo g b y

الهند�شة الاإحداية

dالم�شاة =   √'''''''''  (x2 - x1)2 + (y2 - y1)2نقطة المنت�شM =  (x1 + x2_
2  ,   

y1 + y2_
2 )

mالميل =   
y2 - y1_
x2 - x1

,x2 ≠ x1

كثيرات الحدود

xالقانون العام = -b ±√''''b2 - 4ac  __
2 a , a a)مربع الفرق0 ≠ - b)2  = a2 - 2ab + b2

مومربع الم(a + b)2  = a 2 + 2ab + b 2مربعي الفرق بيa 2 -  b 2 = (a - b)(a + b)
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الرموز

∞ مالانهاية

-∞ �شالب مالانهاية

f(x) = |x| دالة القيمة المطلقة

f(x) = { الدالة متعددة التعري

f(x) = " x # دالة اأكبر عدد �شحي

 f  -1 f معكو�س الدالة

lo g  b  x b للاأ�شا�س x اريتملو

log x اريتم الع�شراللو

R مموعة الاأعداد الحقيقية

Q مموعة الاأعداد الن�شبية

I مموعة الاأعداد ير الن�شبية

Z مموعة الاأعداد ال�شحيحة

W مموعة الاأعداد الكلية

N مموعة الاأعداد الطبيعية

f(x) x يربمت f دالة

≈ ا تقريب ي�شاو

f(x) = { الدالة المتعددة التعري

f(x) =  x دالة القيمة المطلقة

f(x) = [ x ] دالة اأكبر عدد �شحي

f(x, y) يريدالة بمت

[ f ◦ g](x) g و f تركيب الدالتي

f -1(x) f الدالة العك�شية للدالة

 b    
1 _ n    =   n √ ) b  b ل ر النونال

D المال

! المد

∩ تقاطع

∪ اتحاد

, المموعة الالية
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