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النهايات والا8صتقاق
Limits and Differentiation 
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مراجعة المفردات

  (limit)   النهاية
.IQhô°†dÉH É¡«dEG ∫ƒ°UƒdG ¿hO áª«b øe ÜGôàb’G

(asymptotes)    خطو� التقارب
.¬∏°üj ¿CG ¿hO ádGódG ≈æëæe øe Üôà≤j §N
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  (continuous function)   الدالة المت�صلة
 hCG ´É£≤fG …CG »fÉ«ÑdG É¡∏«ãªJ »a øµj ºd GPEG á∏°üàe ádGódG ¿ƒµJ
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  (removable discontinuity)   عدم الات�صال القابل لÒ(زالة
 §°ùH ø«H ¿ƒµj ÉeóæY ÉkÑdÉZ çóëJ ádGREÓd á∏HÉb ∫É°üJG ΩóY •É≤f

.ácôà°ûe πeGƒY á«Ñ°ùædG ádGódG ΩÉ≤eh

  (average rate of change)   متو�ص� معدل التغير
 π«e ƒg f (x) ádGódG ≈æëæe ≈∏Y ø«à£≤f ø«H ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe

.ø«à£≤ædG ø«JÉ¡H QÉªdG º«≤à°ùªdG
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اختبار �صريع

استعمل التمثيل البياني لوصف سلوè طرفي التمثيل البياني لكل دالة 
مما يiتي:

m(x) =   7 - 10x _ 2x + 7   )2  q(x) = -   2 _ x    )1  

�صناعة: يمكن تقدير معدل التكلفة بالريال لإنتاx Õ قطعة من   )3  

منتج ما باستعمال الدالة A(x) =   1700 _ x   + 1200 . صف سلوك 
الدالة باستعمال التمثيل البياني للحاسبة البيانية عندما تقترب x من 

موجب مالنهاية.

 ، f(x) = -2 x  3  - 5 x  2  + 6 أوجد متوسط مُعدّل تغيّر الدالة  )4  
على الفترة [1- ,4-] 

أوجد معادلت خطوà التقارب الرأسية والأفقية )إن وجدت( لكل دالة 
مما يiتي:

h(x) =   2 x  2  - 8 _ 
x - 10

   )6  f(x) =   4 x  2  _ 
2 x  2  + 1

   )5  

g(x) =    x  2  - 16 __  
(x - 2)(x + 4)

   )8  f(x) =   
(x - 1)(x + 5)

  __  
(x + 2)(x - 4)   )7  

أوجد الحدود الأربعة التالية في كل متتابعة مما يiتي:
5, -1, -7, -13, …  )10  8, 3, -2, -7, …  )9  

-28, -21, -14, -7, …  )12  5, -10, 20, -40, …  )11 

y

xO 8

8

-8

-8

-12

-12 12
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ا Zتقدير النهايات بياني
Estimating Limits Graphically

لة في المسابقات الرياضية ل يمكن تجاوزها؟  هل هناك نهايات للأرقام المسجَّ
ل في دورة الألعاب المقامة في بكين عام 2008 م  لقد كان الرقم القياسي المسجَّ

 لمسابقة الوثب بالزانة m 5.05. ويمكن استعمال الدالة:
  __  f (x) =   5.334  لتقدير الرقم القياسي الذي تم تسجيله في 

1 + 62548.213  (2.7)  -0.129 x 
  

هذه الرياضة للأعوام بين 1996 م و2008 م ، حيث x عدد السنوات منذ عام 
1900 م ، يمكنك استعمال نهاية هذه الدالة عندما تقترب x من المالنهاية؛ للتنبؤ 

بأكبر رقم يمكن تسجيله.
تقدير النهايات عند قي  محددة: يتمحور علمُ التفاضلõ والتكاملõ حول مسألتين أساسيتين:

إيجاد معادلة مماس منحنى دالة عند نقطة واقعة عليه.  •

 .x إيجاد مساحة المنطقة الواقعة بين التمثيل البياني لدالة والمحور  • 
وتُعدُّ مفاهيم النهايات أساسية لحل هاتين المسألتين.
،L من قيمة وحيدة f(x) تعلمت سابقًا أنه إذا اقتربت قيم

كلما اقتربت قيم x من العدد c من كلا الجهتين ، فإن نهاية f(x) عندما 
. lim  x→c

  f(x) = L وتكتب على الصورة ، L هي c من x تقترب
يمكنك تطبيق مفهوم النهاية لتقدير نهاية f(x) عندما تقترب x من 

lim  x→c  ، وذلك من خلال تمثيل الدالة بيانيًّا، أو إنشاء 
  f(x) العدد c ؛ أي 
. f(x) لقيم òجدول

. òز إجابت� باستعمال جدول قيم     lim   باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ
x→2

  (-3x + 1) ر قدِّ
 التحليل بيانيZا: مثِّل الدالة الخطيةy = -3x+1   بيانيًّا باستعمال النقطتين (2- ,1) ,(1 ,0).

  يُبيّن التمثيل البياني للدالة f(x) = -3x + 1 ، أنه كلما اقتربت x من العدد 2 ،
فإن قيم f(x) المقابلة تقترب من العدد 5 - ؛ لذا فإن بإمكاننا تقدير أن :

.  lim  x→2
 (-3x + 1) = -5

ا: كوّن جدولً لقيم f (x) ، وذلك باختيار قيم x القريبة من العدد  Zالتعزيز عددي
2 من كلا الجهتين.

 2 øe Üôà≤J x  2 øe Üôà≤J x
x 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1

f(x) -4.7 -4.97 -4.997 -5.003 -5.03 -5.3

يبيِّن نمط قيم f(x) أنه كلما اقتربت x من العدد 2 من اليمين أو من اليسار، فإن قيم f(x) تقترب من العدد 5- ، 
ز تحليلنا البياني.  وذلك يعزِّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
. òز إجابت� باستعمال جدول قيم ر كل نهاية مما يiتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ قدِّ

 lim  x→1
  ( x  2  - 1)  (1B    lim  x→-3

  (1 - 5x)  (1A 

 äÉjÉ¡ædG ôjó≤J oâ°SQO
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y
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L
f(x3)
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 lim  f (x) = Lx→c

تقدير النهاية النهاية ت�صاو قيمة الدالة�مoDDال 1
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lim  x→2  هي نفسها f(2) ، إل أن نهاية الدالة ل تساوي دائمًا قيمة الدالة.
  (-3x + 1) في المثال 1 ، لحظ أن

ز إجابت� باستعمال جدولõ قيم.     lim    باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ
x→3

     x  2  - 9 _ x - 3
ر    قدِّ

التحليل بيانيZا:

R-{3} مجال الدالة
 _ f(x) =    x  2  - 9   المجاور، أنه كلما اقتربت x من 

x - 3   يُبيِّن التمثيل البياني للدالة
 العدد 3 ، فإن قيمة f (x) المقابلة لها تقترب من العدد 6 ؛ لذا فإن بإمكاننا تقدير أن:

  lim  x→3
     x  2  - 9 _ 

x - 3   =  6

ا: Zالتعزيز عددي

كوّن جدولً لقيم  f(x) ، وذلك باختيار قيم x القريبة من العدد 3 من كلا الجهتين.
 3 øe Üôà≤J x  3 øe Üôà≤J x

x 2.9 2.99 2.999 3 3.001 3.01 3.1

f(x) 5.9 5.99 5.999 6.001 6.01 6.1

ز تحليلنا  يُبيّن نمط قيم f (x)  ، أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 3 ، فإن قيم f (x)  تقترب من العدد 6 ، وذلك يعزِّ
البياني.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ز إجابت� من خلل جدول قيم. ر كل نهاية مما يiتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ قدِّ
 lim  x→5

     x  2  - 4x - 5 _ 
x - 5

   (2B    lim  x→-2
    x + 2 _ 
 x  2  - 4

   (2A 

 . f (3) ≠ 6 من العدد 3، على الرغم من أن x تقترب من العدد 6 عند اقتراب قيم f(x) في المثال 2 ، لحظ أن قيم 
ا في النهايات. ح مفهومًا مهمًّ  _ x  2  - 9    غير معرّفة عندما x = 3. وهذه الملاحظة توضِّ

x - 3   فالعبارة

.c óæY ádGódG áª«b ≈∏Y c Oó©dG øe x Üôà≤J ÉeóæY f (x) ájÉ¡f óªà©J ’ التعبير اللف�ي: 

y

O x

L

c

y = h(x)
 y

O x

L

c

n y = g(x)
 y

O x

L

c

y = f(x)
الاأمoلة: 

 lim  x→c
  h(x) = L   lim  x→c

  g(x) = L   lim  x→c
  f(x) = L  

h(c) = L  g(c) = n  áaô©e ô«Z f(c)  

إن النهاية عند عدد ل تعني قيمة الدالة عند ذلك العدد، وإنما قيمة الدالة عندما تقترب x من ذلك العدد.

تقدير النهاية النهاية لا ت�صاو قيمة الدالة�مoDDال 2 ا(ر8صاد تقني

 جداول 
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 ∫hóédG QÉ«àNG ºK , 

 ÖàcG ºK .  ≈∏Y §¨°†dÉH
 áª«b øe ÜGôàbÓd x º«b

. IOóëe

y

xO 3

6

f(x) =   x
2 - 9

x- 3

عدم اعتماد النهاية عل© قيمة الدالة عند نقطةمفهوم اأ�صا�صي
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 c من x عندما تقترب f(x) ر النهاية باستعمال التمثيل البياني أو جدول القيم ، فإننا نبحث عن قيمة لحظ أننا عندما نقدِّ
من كلا الجهتين. ويمكننا إيجاز وصف سلوك التمثيل البياني عن يمين عدد أو عن يساره بمفردة النهاية من جهةò واحدة.

النهاية من الي�صار

 óæY ,  L  2  Ió«Mh áª«b øe  f (x) º«b âHôàbG GPEG
:¿EÉa ,QÉ°ù«dG øe c Oó©dG øe x º«b ÜGôàbG

: CGô≤ oJh ,   lim  x→ c  - 
  f(x) =  L  2 

 L  2  »g QÉ°ù«dG øe c øe x Üôà≤J ÉeóæY f(x) ájÉ¡f

النهاية من اليمين

 óæY ,  L  1  Ió«Mh áª«b øe  f (x) º«b âHôàbG GPEG
:¿EÉa ,ø«ª«dG øe c Oó©dG øe x º«b ÜGôàbG

:CGô≤Jh ,   lim  
x→ c  + 

  f(x) =  L  1 

L  1   »g ø«ª«dG øe c øe x Üôà≤J ÉeóæY f(x) ájÉ¡f

يمكننا باستعمال هذين التعريفين إيجاز ما تعنيه مفردة النهاية من جهتين ، وما يعنيه كونها موجودة.

 QÉ°ù«dGh ø«ª«dG øe ¿ÉàjÉ¡ædG âfÉc GPEG §≤ah GPEG , c øe x Üôà≤J ÉeóæY IOƒLƒe  f (x) ájÉ¡f ¿ƒµJ
:¬fCG …CG ,ø«àjhÉ°ùàeh ø«JOƒLƒe

,   lim  x→ c  - 
  f(x) =   lim  

x→ c  + 
  f(x) = L

lim  x→c
  f(x) = L  ¿Éc GPEG §≤ah GPEG

ر إن أمكن كلًّ من النهايات اùتية باستعمال التمثيل البياني للدالة: قدِّ
  lim  x→ 0  - 

    
|2x|

 _ x  ,   lim  
x→ 0  + 

    
|2x|

 _ x  ,  lim  x→0
   
|2x|

 _ x   (a  

   = f (x)  أن:
|2x|

 _ x    يُبيّن التمثيل البياني للدالة   

  lim  x→ 0  - 
    
|2x|

 _ x   = -2  ,     lim  
x→ 0  + 

    
|2x|

 _ x   = 2   

وبما أن النهايتين من اليسار واليمين غير متساويتين ، فإن     

lim  x→0   غير موجودة.
    
|2x|

 _ x  

g(x) =    
 
    
 4 , x ≠ - 3

-2 , x = - 3
 -  lim  x→- 3   ، حيث   

  g(x) ,   lim  
x→- 3  + 

  g(x) ,   lim  x→-3
  g(x)  (b  

يُبيّن التمثيل البياني للدالة g(x)  أن:   

  lim  x→- 3  - 
  g(x) = 4   ,    lim  

x→- 3  + 
  g(x) = 4   

lim  x→-3    موجودة 
  g(x) وبما أن النهايتين من اليسار ومن اليمين متساويتان ، فإن   

وتساوي 4.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ر إن أمكن كلًّ من النهايات اùتية إذا كانت موجودة: قدِّ
 -  lim  x→- 2   ، حيث:

  g(x),   lim  
x→- 2  + 

  g(x) ,   lim  x→-2
  g(x)  (3B  -  lim  x→ 1   ، حيث: 

  f(x) ,   lim  
x→ 1  + 

  f(x) ,  lim  x→1
  f(x)  (3A 

g(x) =  

 
 
    


  
 -0.5x + 2 , x < - 2

- x  2  , x ≥ - 2
  f(x) =  


 
 
    


  

x  3  + 2  , x < 1
2x + 1 , x ≥ 1

  

النهايات من جهة واحدةمفهوم اأ�صا�صي تنبي¦ �
النهاية من اليمين والنهاية 

 من الي�صار للدالة 
 ø«ª«dG øe ájÉ¡ædG á°ûbÉæªd
 øª°†f ¿CG Öéj c óæY ádGód

 c ø«ªj ≈∏Y áa qô©e ádGódG ¿CG
 (c, b).Iôàa ≈∏Y 

 QÉ°ù«dG øe ájÉ¡ædG á°ûbÉæªdh
 øª°†f ¿CG Öéj c óæY ádGód
 c QÉ°ùj ≈∏Y áa qô©e ádGódG ¿CG

.(a, c) Iôàa ≈∏Y

النهاية عند نقطةمفهوم اأ�صا�صي

تقدير النهاية من جهة واحدة ومن جهتينمoDDال 3

ا(ر8صادات للدرا�صة
   و�صف النهاية

ا(4ا كانm النهايتان من 
الي�صار ومن اليمين <ير 

مت�صاويتين� فا(ننا نقول: ا(ن 
النهاية <ير موجودة�

y

xO

f (x) =   2 x_
x

y

xO−3

y = g(x)
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إن عدم مقدرتنا على إيجاد قيمة نهاية للدالة  f  كعدد حقيقي عند القتراب من نقطة ثابتة ليس ناتجًا بالضرورة عن عدم 
تساوي النهايتين من اليسار واليمين؛ إذ من الممكن أن تزداد قيم f(x)  بشكلò غير محدود عند اقتراب قيم x من c ، وفي 
هذه الحالة نشير إلى النهاية بالرمز ∞ ، أما إذا تناقصت قيم f(x)  بشكلò غير محدود عند اقتراب قيم x من c ، فإننا نشير 

إلى النهاية بالرمز ∞-.

ر -إن أمكن- كل نهاية مما يiتي إذا كانت موجودة:  قدِّ
 lim  x→4

    1 _ 
 (x - 4) 2 

   (a  

 _ f(x) =   1  المجاور أن :
 (x - 4) 2 

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة     Zالتحليل بياني   

   lim  x→ 4  - 
    1 _ 
 (x - 4) 2 

   = ∞  ,    lim  
x→ 4  + 

    1 _ 
 (x - 4) 2 

   = ∞   

فكلما اقتربت قيم x من العدد 4 ، ازدادت قيم f(x)  بشكل غير محدود،     

 وبما أن كلاًّ من النهايتين من اليسار ومن اليمين∞ . لذا فإن
lim  x→4    ل تساوي عددًا حقيقيًّا، إل أنه وبسبب كون كلتا 

    1 _ 
 (x - 4) 2 

    
.  lim  x→4

    1 _ 
 (x - 4) 2 

النهايتين ∞ ، فإننا نصف سلوك f (x)  عند العدد 4 بكتابة ∞ =    
ا: Zالتعزيز عددي   

 4 øe Üôà≤J x  4 øe Üôà≤J x
x 3.9 3.99 3.999 4 4.001 4.01 4.1

f(x) 100 10000 1000000 1000000 10000 100

يُبيّن نمط قيم f(x) أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 4 من اليسار أو من اليمين ، فإن قيم f(x) تزداد بشكل غير    
ز تحليلنا البياني. محدود، وذلك يعزِّ

 lim  x→0
    1 _ x   (b  

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة    f(x) =   1 _ x  المجاور أن: Zالتحليل بياني   

  lim  x→ 0  - 
    1 _ x   = -∞  ,    lim  

x→ 0  + 
    1 _ x   = ∞   

فكلما اقتربت قيم x من العدد 0 من اليسار ، قلَّت قيم f(x)  بشكل غير    

 محدود، في حين تزداد قيم f(x)  كلما اقتربت قيم x من العدد 0 من اليمين.
lim  x→0 غير 

    1 _ x    إن كلتا النهايتين من اليسار واليمين غير متساويتين. لذا فإن
موجودة ، لذلك ل يمكننا وصف سلوك الدالة عندما  x = 0 بعبارة واحدة ، بمعنى أنه ل يمكن أن 

  lim ، وذلك بسبب سلوك الدالة غير المحدود من اليمين واليسار .
x→ 0    

    1 _ x   = ∞    نكتب
ا:  Zالتعزيز عددي   

 0 øe Üôà≤J x  0 øe Üôà≤J x
x -0.1 -0.01 -0.001 0 0.001 0.01 0.1

f(x) -10 -100 -1000 1000 100 10

يُبيّن نمط قيم f(x)  أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 0 من اليسار أو من اليمين ، فإن قيمf(x)  إما أن تنقص أو    
تزداد بشكل غير محدود، وذلك يعزز تحليلنا البياني.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ر -إن أمكن- كل نهاية مما يiتي إذا كانت موجودة:   قدِّ

   lim  x→0
  -   2 _ 

 x  4 
   (4B   lim  x→3

     x  2  - 4 _ 
x  - 3

    (4A 
   

قرا%ة الريا�صيات

 ال�صلو� <ير المحدود 
 f(x) ¿É°ü≤f hCG IOÉjR »æ©J

 ÉeóæY IOhóëe ô«Z IQƒ°üH
 áª«b QÉ«àNÉH ¬fCG , x → c

 Qó≤dÉH c øe áÑjôb x `d
 Éææµªj ¬fEÉa ,ójôf …òdG

 Iô«Ñc áª«b ≈∏Y ∫ƒ°üëdG
 ,ójôf …òdG Qó≤dÉH|f(x)| ` pd
 c øe áÑjôb x âfÉc Éª∏ch

.ôÑcCG |f(x)| âfÉc

النهايات وال�صلو� <ير المحدودمoDDال 4

y

xO

f (x) = 1_
(x- 4)  2

4

y

xO

f (x) = 1_
x

تنبي¦ �
 النهايات <ير المحدودة 

 ¿CG º¡Øf ¿CG …Qhô°†dG øe
 ø«JQÉÑ©dG 

  lim  x→ 0  - 
  f(x) = -∞ , 

  lim  
x→ 0  + 

  f(x) = ∞   

 »àdG ádÉë∏d ∞°Uh §≤a Éªg
  lim  
x→ 0    

  f(x) É¡ÑÑ°ùH 

 πãªj ’ PEG , IOƒLƒe ô«Z
 øjOóY -∞ h  ∞¿GõeôdG

.ø««≤«≤M
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.c من العدد x بين قيمتين مختلفتين باقتراب قيم  f(x) ل تكون النهاية موجودة أيضًا عندما تتذبذب قيم

lim  x→0  إذا كانت موجودة.
  cos   1 _ x   ر قدِّ

يُبيِّن التمثيل البياني للدالة   f(x) = cos   1 _ x  المجاور أن قيم f(x)  تتذبذبُ 
بشكل مستمر بين العددين 1 - ، 1 كلما اقتربت قيم x من العدد 0 ، مما يعني 

أنه لأي قيمة  x  1   قريبة من الصفر ، بحيث f ( x  1 ) = 1  ، يمكنك إيجاد قيمة 
ا من الصفر مثل  x  2  ، بحيث f ( x  2 ) = -1  ، وبالمثل لأي قيمة قريبة  قريبة جدًّ

ا  من الصفر  x  3  ، بحيث f ( x  3 ) = -1 ، يمكنك إيجاد قيمة مثل  x  4  قريبة جدًّ
.f ( x  4 ) = 1 من الصفر، بحيث

lim  x→0  غير موجودة.
  cos   1 _ x   أي أن

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ر كل نهاية مما يiتي إذا كانت موجودة: قدِّ
 lim  x→0

  ( x  2  sin x)  (5B   lim  x→0
  sin   1 _ x   (5A 

نلخّص فيما يأتي أهم ثلاثة أسباب تجعل نهاية الدالة عند نقطة غير موجودة.

:á«JB’G ä’ÉëdG »a IOƒLƒe ô«Z   lim  
 x→ c    

  f(x) ¿ƒµJ
.ø«ª«dG øeh QÉ°ù«dG øe c Oó©dG øe x º«b ÜGôàbG óæY ø«àØ∏àîe ø«àª«b øe f(x) º«b Üôà≤J ÉeóæY  •

 É¡ª«b ¢übÉæàJh QÉ°ù«dG øe c Oó©dG øe x º«b ÜGôàbG óæY Ohóëe ô«Z mπµ°ûH  f(x) º«b OGOõJ ÉeóæY  •
.¢ùµ©dG hCG ,ø«ª«dG øe c Oó©dG øe x ÜGôàbG óæY Ohóëe ô«Z πµ°ûH

. c Oó©dG øe x º«b ÜGôàbG óæY ø«àØ∏àîe ø«àª«b ø«H  f(x) º«b ÜòHòàJ ÉeóæY  •

تقدير النهاية عند المالانهاية: درست فيما سبق استعمال النهايات لوصف سلوك f(x) عندما تقترب قيم x من 
عدد ثابت c ، و تستعمل النهايات أيضًا لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني للدالة . وهو سلوك الدالة عند ازدياد أو 

نقصان قيم x بشكل غير محدود. وفيما يأتي ملخّص لرموز هذه النهايات.

:¿EÉa ,Ohóëe ô«Z mπµ°ûH x º«b OÉjORG óæY  L  1  ó«Mh OóY øe f(x) º«b âHôàbG GPEG  • 
»  L  1  »g ájÉ¡f’Ée ÖLƒe øe x º«b Üôà≤J ÉeóæY f(x) ájÉ¡f « CGô≤ oJh ,   lim  x→∞

  f(x) =  L  1 

:¿EÉa ,Ohóëe ô«Z mπµ°ûH x º«b ¿É°ü≤f óæY  L  2  ó«Mh OóY øe f(x) º«b âHôàbG GPEG  • 
»  L  2  »g ájÉ¡f’Ée ÖdÉ°S øe x º«b Üôà≤J ÉeóæY f(x) ájÉ¡f « CGô≤ oJh ,   lim  x→-∞

  f(x) =  L  2 

درست سابقًا أنه إذا اقتربت قيم الدالة من ∞ أو∞- عند اقتراب قيم x من عدد ثابت c ، فإن ذلك يعني وجود خط 
تقارب رأسي للدالة، كما درست أن خط التقارب الأفقي يحدث عندما تقترب قيم الدالة من عدد حقيقي كلما اقتربت 

قيم x من ∞ أو∞- ، بمعنى:
  lim   أو كليهما.

x→ c  + 
  f(x) = ±∞  أو   lim  x→ c  - 

  f(x) = ±∞ إذا كانت ،  f  هو خط تقارب رأسي للدالة x = c المستقيم  •

  lim  x→∞
  f(x) = c أو    lim  x→-∞

  f(x) = c إذا كانت ،  f  هو خط تقارب أفقي للدالة y = c المستقيم  •

ا(ر8صاد تقني

 الت|ب|ب الÒنهائي 
 »a QÉ°ùªdG ™ÑàJ á«°UÉN
 ó«ØJ á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG

 ájÉ¡ædG áª«b ™bƒJ »a ÉkÑdÉZ
 ∂æµªj ’ ¬fCG ’EG ,ádGó∏d

 »¡a .É kªFGO É¡«∏Y OÉªàY’G
 øe Ohóëe OóY ≈∏Y óªà©J
 ,≈æëæªdG π«ãªJ »a •É≤ædG

 øs«ÑªdG 5 ∫ÉãªdG »a Éªc
. √ÉfOCG ¬∏«ãªJ 

[-0.25, 0.25] scl: 0.05 by 
[-1.5, 1.5] scl: 1
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ر كل نهاية مما يiتي إذا كانت موجودة: قدِّ
  lim  x→∞

    1 _ x   (a  

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة   f(x) =   1 _ x  المجاور أن Zالتحليل بياني   

∞→lim  x   ، فكلما زادت قيم x ، اقتربت قيم f(x)  من العدد 0. 
    1 _ x   = 0

ا: Zالتعزيز عددي   

 ∞ øe Üôà≤J x
x 10 100 1000 10000 100000

f(x) 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001

يُبيّن نمط قيم f(x)  أنه كلما زادت قيم x ، فإن قيم f(x)  تقترب من العدد 0.   

  lim  x→-∞
   (-   3 _ 

 x  2 
   + 2)  (b  

 _ f(x) = -   3  المجاور أن
 x  2 

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة 2 +    Zالتحليل بياني    

∞-→lim  x   ، فكلما قلَّت قيم x ، اقتربت قيم f(x)  من العدد 2. 
   (-   3 _ 

 x  2 
   + 2) = 2 

ا: Zالتعزيز عددي   
 -∞ øe Üôà≤J x

x -10000 -1000 -100 -10

f(x) 1.99999997 1.999997 1.9997 1.97

يُبيّن نمط قيم f (x)  أنه كلما قلَّت قيم x ، فإن قيم f(x) تقترب من العدد  2.    

  lim  x→-∞
   (2.7)  x  sin 3πx ,   lim  x→∞

   (2.7)  x  sin 3πx  (c  

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة Zالتحليل بياني   

f(x) =  ( 2.7 )  x  sin 3πx  المجاور أن:   

 ، x فكلما قلَّت قيم ،   lim  x→-∞
   (2.7)  x  sin 3πx = 0    

تذبذبت قيم f(x)  مقتربة من العدد 0 .
∞→lim  x  غير موجودة ، فكلما 

   (2.7)  x  sin 3πx في حين يبيّن التمثيل البياني أن      
ازدادت قيم x ، تذبذبت قيم f(x) متباعدةً.

ا: Zالتعزيز عددي   

   
 -∞ øe Üôà≤J x  ∞ øe Üôà≤J x

x -17.1 -10.8 -10.1 0 10.1 50.1 99.1

f(x) 3.4 × 1 0  -8 -0.00002 -0.00004 0 1.8 × 1 0  4 3.3 × 1 0  21 -4.5 × 1 0  42 

  f(x) تقترب من العدد 0 ، في حين تتذبذب قيم f(x) فإن قيم ، x أنه كلما قلَّت قيم f(x) يتضح من نمط قيم   
.x متباعدة كلما زادت قيم

تقدير النهاية عند المالانهايةمoDDال 6
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ر كل نهاية مما يiتي إذا كانت موجودة: قدِّ
  lim  x→∞

  sin x  )6C    lim  x→-∞
  5   x  )6B    lim  x→∞

   (  1 _ 
 x  4 

   - 3)  )6A 

يمكنك استعمال التمثيل البياني أو جدول قيم لتقدير النهايات عند المالنهاية في كثير من المواقف الحياتية.

هيدروليك: تستعمل نواب� Püلق الأبواب الثقيلة، وËلية هيدروليكية   (a  
 _ π   ثم تُرóè لتغلقه النواب�، 

4
للتحكم في سرعة حركتها، إذا فُتح باب بزاوية   

θ(t) تمثِّل زاوية فتحته θ بعد t ثانية.  =   π _ 
4
   (1 + 2t)( 2.7)  -2t   ن الدالةkف

ر معناها إذا كانت موجودة. ∞→lim  t، وفسِّ
 θ(t)    ر قدِّ

ر النهاية: قدِّ   

 _ θ(t) =   π بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. 
4
   (1 + 2t) (2.7)  -2t  مَثِّل الدالة    

 لحظ أنه كلما زادت قيم t ، فإن قيم الدالة θ (t) تقترب من العدد 0. 
.lim  t→∞

  θ(t) = 0 أي أن   

ر النتيجة: فسِّ   

إن قيمة النهاية 0 في هذه المسألة، تعني أن الزاوية التي يصنعها الباب مع    
 وضع الإغلاق مع مرور الزمن 

هي 0 درجة بالراديان. بمعنى أنه بعد مرور زمن أطول ، فإن الباب سيقترب من وضع الإغلاق التام.
دوا%: يُعطى تركيز دواء في دم مري� بوحدة ملجرام لكل مللتر بالعلقة  C(t) = t  2  -0.18t ، حيث t الزمن   (b  

ر معناها إذا كانت موجودة. ∞→lim  t   ، وفسِّ
  C(t) ر بالساعات بعد حقن المري�. قدِّ

ر النهاية: قدِّ   

مَثِّل الدالة  C(t) = t 2  -0.18t بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. يتضح من    
التمثيل البياني أنه كلما زادت قيمة t فإن منحنى الدالة يقترب من 0، أي 

.   lim  t→∞
  C(t) = 0 أن

ر النتيجة: فسِّ   

إن قيمة النهاية هي 0 ، وتعني في هذه المسألة أنه مع مرور الزمن، فإن    
واء سيصبح قريبًا من الصفر في دم المريض. تركيز الدَّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

 t حيث ، V(t) = 165 sin 120πt كهربا%: يزوّد مقبس في منطقة ما بفرق جهد كهربائي يُعطى بالعلاقة  (7A 
ر معناها. ∞→lim  t  إذا كانت موجودة، وفسِّ

  V(t)    ر الزمن بالثواني. قدِّ
 t اأحيا%: عند وضع عدد من ذبابات الفاكهة في وعاء يحوي حليبًا وفاكهةً وخميرةً فإن عدد الذبابات بعد  (7B 

ر معناها. ∞→lim  t    إذا كانت موجودة، وفسِّ
  P(t) ر   __ P(t) =   230  ، قدِّ

1 + 56.5 (2.7)  -0.37t 
يوم يُعطى بالعلاقة   

تقدير النهاية عند المالانهايةمoال 7 من واقع ا«ياةمoال 7 من واقع ا«ياة

θ

ecD

�|E

 áª¶fCG óMCG »g á«µ«dhQó«¡dG áª¶fC’G
 πFGƒ°ùdG ábÉW πª©à°ùJ »àdG IQó≤dG π≤f

 ácôëàªdG AGõLC’G ∂jôëJ hCG IOÉ«≤d
 »a πª©à°ùJh .»µ«dhQó«¡dG ΩÉ¶ædG »a

 πeGôa É¡æeh ,ä’ÉéªdG øe ójó©dG
.Égô«Zh á∏«≤ãdG ÜGƒHC’Gh äGQÉ«°ùdG

[-1, 3] scl: 0.5 by [-0.1, 0.9] scl: 0.1
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تدرب وحل ا½�صائل

ز إجابت� باستعمال  ر كل نهاية مما يiتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ قدِّ
. إرشاد:" يمكن� استعمال اùلة البيانية للتمثيل  òجدول قيم

(1, 2 ¿’ÉãªdG) ."البياني

 lim  x→2 
  (  1 _ 2    x  5  - 2 x  3  + 3 x  2 )  2(   lim  x→5 

 (4x - 10)  1(  

  lim  x→-2
     x  3  + 8 _ 
 x  2  - 4

   4(    lim  x→-2
 ( x  2  + 2x - 15)  3(  

 lim  x→4
    x - 4 _ 
  √ , x   - 2

   6(   lim  x→0 
 [5 (co s  2  x - cos x)]  5(  

  lim  x→-5
     x  2  + x - 20 _ x + 5   8(   lim  x→6 

 (x + sin x)  7(  

(3 ∫Éãe) :تي إذا كانت موجودةiر كل نهاية مما ي قدِّ

  lim  x→ 0  - 
    
|4x|

 _ x   10(    lim  
x→ 0  + 

    sin x - x _ x   9(  

   lim  x→ 3  - 
     x  2  - 5x + 6 _ 

x - 3   12(   lim  x→0
    2 x  2  _ 

|x|
   11(  

  lim  x→-2
     x  2  + 5x + 6 _ 

|x + 2|
   14(    lim  

x→-   1 _ 
2
    
-

 
    
|2x + 1|

 _ x   13(  

 lim  x→5
     x  2  - 25 _ 

x - 5   16(    lim  x→ 0  - 
  (  √ ,, -x   - 7)  15(  

  lim  x→-1
    
|x + 1|

 _ 
 x  2  - 1

   18(    lim  x→0
    
|3x|

 _ 2x
   17(  

 lim  x→0
   f(x)  , f(x) = x - 5 , x < 0 

 x  2  + 5 , x ≥ 0
  

 
 
    


  19(  

 lim  x→0
   f(x)  , f(x) = 

- x  2  + 2 , x < 0

  2x _ x    , x ≥ 0 
  

 
 
    


  20(  

استعمل التمثيل البياني لتقدير كل نهاية مما يiتي إذا كانت موجودة:   
(1- 4 á∏ãeC’G)

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

g(x)

 

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

f(x)

  
 lim  x→4 

 g(x)  22(    lim  x→-4
  f(x)  21(  

  lim  x→-6
  g(x)  24(   lim  x→4 

 f(x)  23(  

(4 – 6 á∏ãeC’G) :تي إذا كانت موجودةiر كل نهاية مما ي قدِّ
 lim  x→4

    |x|
 _ x - 4   26(    lim  x→-4

    -17 __ 
 x  2  + 8x + 16

   25(  

 lim  x→6
    5 _ 
(x - 6 )  2 

   28(    lim  x→5
      x  2  __  

 x  2  - 10x + 25
   27(  

  lim  x→∞
     x  2  + x - 22 _ 

4 x  3  - 13
   30(    lim  x→-∞

 ( x  5 -7 x  4  -4x + 1)  29(  

  lim  x→-∞
     3  x  +  3  -x  _  3  x  -  3  -x    32(    lim  x→∞

  x cos x  31(  

 lim  x→0
   x  2  cos   1 _ x   34(   lim  x→0

    sin |x|
 _ 

x
   33(  

دوا%: تم توزيع لقاح للحدِّ من عدوى مرض ما. ويُبيّن التمثيل   35(  
البياني أدناه عدد الحالت المصابة بالمرض بعد w أسبوع من توزيع 

(7 ∫Éãe) .اللقاح
ا«الات ا½�صجلةا«الات ا½�صجلة

i
°
²

2
]<

0

200

400

�£6°
2 4 6 8

f  (w)

w

 

.   lim  w→3
  f(w) ،   lim  w→1

  f(w) استعمل التمثيل البياني لتقدير  (a  

∞→lim  w   إذا كانت موجودة، 
  f(w) استعمل التمثيل البياني لتقدير  (b  

ر النتيجة. وفسِّ
ر عدد مشاهدي أحد البرامج التلفزيونية  برامج تلفزيونية: يُقدَّ  36(  

اليومية بالدالة f(d) = 12(1.25012 )  d  - 12، حيث d رقم اليوم منذ 
(7 ∫Éãe) .أول يوم للبرنامج

.0 ≤ d ≤ 20 بيانيًّا في الفترة f(d) مَثِّل الدالة  (a  

ما عدد مشاهدي البرنامج في اليوم: الخامس، العاشر ،   (b  
العشرين، بعد شهرين) d = 60 (؟

ر النتيجة. ∞→lim  d   إذا كانت موجودة، وفسِّ
  f(d) ر قدِّ  (c  

ب مادة سامة من أنبوب غاز تحت الأرض كما في  كيميا%: تتسرَّ  37(  
الشكل أدناه. ويعبَّر عن المسافة الأفقية بالأمتار التي تقطعها المادة 

بة بالدالة d(t) = 2000(0.7 )  t - 1 , t ≥ 1 ، حيث t عدد  المتسرِّ
(7 ∫Éãe) .ب السنوات منذ بدء التسرُّ

2000 m
1fD 2 fD 3 fD

1400 m 980 m

.1 ≤ t ≤ 15 مَثِّل باستعمال الآلة البيانية الدالة بيانيًّا في الفترة  (a  

استعمل التمثيل البياني وخاصية تتبع المسار في الحاسبة البيانية   (b  
 .t = 5, 10, 15 عندما d  لإيجاد قيم

.  lim  t→∞
  d(t)  استعمل التمثيل البياني لتقدير  (c  

بة لمستشفى يقع على  هل من الممكن أن تصل المادة المتسرِّ  (d  
ر أن مجموع المتسلسلة  بُعد m 7000 من موقع التسريب؟ تذكَّ

.   a  1 
 _ 

1 - r
الهندسية غير المنتهية هو    
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ر كل نfاية مما يأتي إذا كانت م�ج�دة: لcدالة المم�cَّة بيانيăا أدناì، قد»
  lim  x→ 0  - 

   f(x)  38(  

  lim  
x→ 0  + 

   f(x)  39(  

 lim  x→0
   f(x)  40(  

  lim  x→ 2  - 
   f(x)  41(  

  lim  
x→ 2  + 

   f(x)  42(  

 lim  x→1
   f(x)  43(  

د ما إذا كانت النfاية م�ج�دة أو غير م�ج�دة في  J,1 حد»
كل مما يأتي. وإذا لم تكن م�ج�دة، ف�Z التم�يل البياني لcدالة عند 

نق\ة النfاية:
 lim  x→2

     x  2  + x _ 
 x  2  - x - 2

   45(   lim  x→1
     x  2  - 1 _ 
 x  2  - 2x + 1

   44(  

  lim  x→-5
    
|x + 5|

 _ 
x + 5   47(    lim  x→0

  3 cos   π _ x   46(  

م�صائل مهارات التفكÕ العليا

'��G قال علي: إن نهاية الدالة الممثلة بيانيًّا في الشكل   48(  
أدناه عندما تقترx Ñ من 6- هي 4- . في حين قال محمد: إنها 3. 

ر إجابتك. هل أي منهما إجابته صحيحة؟ برِّ
y

xO

8

4

−8

−4

−4−8 4 8

f(x)

   lim  x→0
   f(x) بحيث تكون ، f(x) مثالاً على õأع� 1'�  49(  

موجودة، و Q  f(0)ير معرفة ، ومثالاً على دالة أخرg(x)  ، بحيث 
Q  lim  x→0ير موجودة.

  g(x) معرفة، ولكن g(0) تكون
ر كلاًّ من  _ f(x) =    x  2  + 1 . فقدِّ

x - 1
    , g(x) =   x + 1 _ 

 x  2  - 4
 إذا كان    \u  50(   

lim  x→1  . وإذا كانت h(x), j(x) كثيرتي حدود بحيث: 
  f(x) ,  lim  x→2

 g(x)

lim  x→a     ؟
   
j(x)

 _ 
h(x)

 h(a) = 0 , j(a) ≠ 0 ، فماذا يمكنك القول عن  

ر إجابتك. برِّ
ا أو صحيحة  د ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمً دِّ  حَ  51(  

ر إجابتك. ا. برِّ ا أو Qير صحيحة أبدً أحيانً
. lim  x→c

  f(x) = L نlف ، f(c) = L إذا كان

ثِّل بيانيًّا دالة تحق� كلاًّ مما يأتي:  1'� مَ  52(   
Q  lim  x→2ير موجودة.

  f(x) و ،  lim  x→0
  f(x) = -3 , f(0) = 2, f(2) = 5

ر كلاًّ من النهايات الآتية للدالة f إذا كانت موجودة:  قدِّ \u  53(  

 f(x) =  
        % 
 
 
    

 %        
   

2x + 4 , x < -1
-1 , -1 ≤ x ≤ 0
 x  2  , 1 < x ≤ 2
x - 3 , x > 2 

  

  lim  
x→ 2  + 

   f(x)  (c   lim  x→0
   f(x)  (b   lim  x→-1

   f(x)  (a  

ح طريقتك  iG  من خلال ما لاحظته في حل التمارين، وضّ  54(  
لتقدير نهاية دالة متصلة.

مراجعة تراكمية

(á≤HÉ°S IQÉ¡e)  .أثبت صحة المتطابقة  55(  

sin θ  (  1 _ 
sin θ

   -   cos θ _ 
cot θ

  )  =  cos  2  θ   

ر إجابتك  د ما إذا كانت الدالة الآتية متصلة عند قيم x المعطاة. برِّ حدِّ  56(  

د نوع  باستعمال اختبار الاتصال، وإذا كانت الدالة Qير متصلة، فحدِّ
h(x) =   x

2-25 _ 
x+5     عدم الاتصال: لا نهائي، قفزي، قابل ل³زالة 

(á≤HÉ°S IQÉ¡e)

f(x) في الفترة =   √ *** x - 6     ل تغير عدّ أوجد متوس� مُ  57(   

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) .[8, 16]

(1-5 ¢SQódG) :مما يأتي Ąفي كل u, v ينfبين المت� θ الزاوية Üأوجد قيا
u = 〈2, 9, -2〉, v = 〈-4, 7, 6〉  58(  

m = 3i - 5j + 6k , n = -7i + 8j + 9k  59(  

تدريi عل© اختبار

باستعمال التمثيل البياني للدالة y = f(x) أدناه،  60(   
lim  x→0  �إن وجدت�؟

  f(x) ما قيمة
y

xO

f(x)

3  C  0  A  

النهاية Qير موجودة  D  1  B  

 _ g(x) =   1 وكانت العبارات:
 x  2 

إذا كانت      61(  

نقطة عدم اتصال لا نهائي.  I  

نقطة عدم اتصال قفزي.  II  

نقطة عدم اتصال قابل ل³زالة.  III  

 فأي° مما يأتي يصف التمثيل البياني لمنحنى الدالة g(x)؟
II فق�  C I فق�  A  

I و II فق�  D I , III فق�   B  

y

x

f(x)

O
−1
−2

1 2 3



137  É vjôÑL äÉjÉ¡ædG ÜÉ°ùM  الدر�س 2 - 4

ا Zح�صاب النهايات جبري
Evaluating Limits Algebraically

 __  d(x) =    152 x  -0.45  + 85؛ 
4 x  -0.45  + 10

 إذا أُعطيت اتساع البؤبؤ بالملمترات لعين حيوان بالعلاقة   
 ،(lux) الستضاءة الساقطة على البؤبؤ مقيسة بوحدة اللوكس x حيث 

 فإنه يمكنك استعمال النهاية عندما تقترب x من 0 أو ∞ لإيجاد اتساع البؤبؤ 
ها الأدنى أو الأعلى. عندما تكون الستضاءة في حدِّ

ح�صاب النهاية عند نقطة: تعلمتَ في الدرس 1- 4 تقدير النهايات بيانيًّا، 
وباستعمال جداول قيم . وستكتشف في هذا الدرس طرائق جبرية لحساب 

النهايات.

نهايات الدوال الoابتة

.ádGó∏d áàHÉãdG áª«≤dG »g c á£≤f …CG óæY áàHÉãdG ádGódG ájÉ¡f التعبير اللف�ي: 

  lim    
x→c

   k = k الرموز: 

نهايات الدالة المحايدة

. c »g c á£≤ædG óæY IójÉëªdG ádGódG ájÉ¡f التعبير اللف�ي: 

  lim    
x→c

   x = c الرموز: 

تظهر أهمية نهايات الدوال الثابتة والدالة المحايدة واضحة في خصائص النهايات.

 , ø«JOƒLƒe  lim    
x→c

   g (x) ,  lim    
x→c

   f (x) ¿ÉàjÉ¡ædG âfÉch ,ÉkÑLƒe É kë«ë°U GkOóY n ,ø««≤«≤M øjOóY k , c ¿Éc GPEG
:áë«ë°U á«JB’G ¢üFÉ°üîdG øe vÓc ¿EÉa

 lim    
x→c

   [ f(x) + g(x)] =  lim    
x→c

   f (x) +  lim    
x→c

   g(x) خا�صية المجموع:  

 lim    
x→c

   [ f(x) - g(x)] =  lim    
x→c

   f (x) -  lim    
x→c

   g(x) خا�صية الفرق:  

 lim    
x→c

   [ k f(x)] = k  lim    
x→c

   f (x)  :mخا�صية ال®صرب في /اب

    lim    
x→c

   [ f(x) · g(x)] =  lim    
x→c

   f (x) ·  lim    
x→c

   g(x) خا�صية ال®صرب:  

  lim    
x→c

   g(x) ≠ 0 å«M ,    lim    
x→c

     
f (x)

 _ 
g(x)

   =   
 lim    
x→c

   f(x)
 _ 

 lim    
x→c

   g(x)
خا�صية الق�صمة:  

 lim    
x→c

   [ f (x) ]  n  =           lim    
x→c

   f (x)          
n   :خا�صية القوة

.»LhR OóY n å«M ,  lim    
x→c

   f(x) > 0 ¿Éc GPEG ,      lim    
x→c

     n
 √ $$ f (x)   =   n

 √ $$$  lim    
x→c

   f (x) خا�صية الج|ر النوني:  

,     lim    
x→c

     n
 √ $$ f (x)   =   n

 √ $$$$  lim    
x→c

   f (x)  ¿EÉa ,É vjOôa G kOóY n ¿Éc GPEGh   

 äÉjÉ¡ædG ôjó≤J á«Ø«c oâ°SQO
(4-1 ¢SQódG) .É vjOóYh Év«fÉ«H

 äGô«ãc ∫GhO äÉjÉ¡f oóLCG  ■
 á«Ñ°ùædG ∫GhódGh OhóëdG

.IOóëe º«b óæY
 äGô«ãc ∫GhO äÉjÉ¡f oóLCG  ■
 á«Ñ°ùædG ∫GhódGh OhóëdG

. ájÉ¡f’ÉªdG óæY

ô°TÉÑªdG ¢†jƒ©àdG
direct substitution

IOóëªdG ô«Z á¨«°üdG
indeterminate form

نهايات الدوالمفهوم اأ�صا�صي

y

O x

f (x) = k

k

c

y

O x

f (x) = x
c

c

تنبي¦ �
 G kOóY n nh  f(c) ≤ 0 âfÉc GPEG  

 Lim    
x→c

   n    √ $$ f(x)    ¿EÉa Év«LhR 
.IOƒLƒe ô«Z

خ�صائ�س النهاياتمفهوم اأ�صا�صي
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استعمل خصائ� النهايات لحساب كل نهاية مما يiتي:
  lim    
x→4

  ( x   2  - 6x + 3)  (a  

=   lim    
x→4

   x  2  -   lim    
x→4

   6x +   lim    
x→4

   3  lim    
x→4

  ( x  2  - 6x + 3)¥ôØdGh ´ƒªéªdG Éà«°UÉN

=    (   lim    
x→4

  x )   2   - 6 ·   lim    
x→4

  x +   lim    
x→4

  3âHÉK »a Üô°†dGh Iƒ≤dG Éà«°UÉN

=  4  2  - 6 · 4 + 3IójÉëªdG ádGódGh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f
= - 5§ q°ùH

 يعزّز التمثيل البياني للدالةتحقق
f (x) =  x  2  - 6x + 3  هذه النتيجة. 

  lim    
x→-2

    4 x  3  + 1 _ x - 5   (b  

=   
  lim    
x→-2

  (4 x  3  + 1)
  __  

  lim    
x→-2

  (x - 5)
    lim    

x→-2
    4 x  3  + 1 _ 

x - 5  áª°ù≤dG á«°UÉN

=   
  lim    
x→-2

  4 x  3  +   lim    
x→-2

  1
  __  

  lim    
x→-2

  x -   lim    
x→-2

  5
  ¥ôØdGh ´ƒªéªdG Éà«°UÉN

=   
4  (   lim    

x→-2
  x )   3  +   lim    

x→-2
 1
  __  

  lim    
x→-2

 x -   lim    
x→-2

 5
  âHÉK »a Üô°†dGh Iƒ≤dG Éà«°UÉN

=   4(-2 )  3  + 1
 _ 

-2 - 5   IójÉëªdG ádGódGh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f
≈ 4.4§ q°ùH

كوّن جدولً لقيم x التي تقترب من 2- من الجهتين. تحقق
-2 øe Üôà≤J x-2 øe Üôà≤J x

x -2.1 -2.01 -2.001 -2 -1.999 -1.99 -1.9

f(x) 5.08 4.49 4.43 4.42 4.37 3.83

من الواضح أنه كلما اقترب x من العدد 2-، فإن f (x) تقترب من العدد 4.4   

  lim    
x→3

    √ ((( 8 - x   (c  

=   lim    
x→3

  8 -   lim    
x→3

   x   lim    
x→3

  (8 - x)¥ôØdG á«°UÉN

= 8 - 3¢VqƒY
= 5 > 0§ q°ùH
=   √ $$$$$   lim    

x→3
  (8 - x)     lim    

x→3
    √ $$$ 8 - x  »fƒædG QòédG á«°UÉN

=   √ $$$$$$    lim    
x→3

  8 -   lim    
x→3

  x  ¥ôØdG á«°UÉN

=   √ $$$ 8 - 3   IójÉëªdG ádGódGh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f
=   √ $ 5  § q°ùH

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
استعمل خصائ� النهايات لحساب كل نهاية مما يiتي:

  lim    
x→-1

    √ $$$ x + 3   )1C    lim    
x→2

    x - 3 __ 
2 x  2  - x - 15

   )1B    lim    
x→2

  (- x  3  + 4)  )1A 

لحظ أن نهاية كل دالة في المثال أعلاه عندما تقترب x من c تساوي قيمة f (c) . ومع أن هذه الملاحظة ليست صحيحة 
 في جميع الدوال ، إل أنها صحيحة في دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية التي مقاماتها ل تساوي صفرًا عندما

x = c . كما هو موضح فيما يأتي:

ا�صتعمال خ�صائ�س النهاياتمoDDال 1 ا(ر8صادات للدرا�صة

 خ�صائ�س النهايات 
 äÉjÉ¡ædG ¢üFÉ°üN ≈≤ÑJ

 ¿ƒc ∫ÉM »a áë«ë°U
 , IóMGh á¡L øe äÉjÉ¡ædG

 óæY É¡fƒc ∫ÉM »ah
 OƒLh á£jô°T , ájÉ¡f’ÉªdG

.äÉjÉ¡ædG √òg

y

xO

−5

4

f(x) = x2 - 6x + 3

تنبي¦ �
 »LhõdG »fƒædG QòédG á«°UÉN  

¿Éc GPEG §≤a Ωóîà°ùJ 
Lim    
   x→c 

  f (x)>0   
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نهايات دوال كoيرات الحدود
.   lim    

x→c
   p(x) = p(c)  ¿EÉa , É v«≤«≤M GkOóY c ¿Éch , OhóM Iô«ãc ádGO p(x) âfÉc GPEG

نهايات الدوال الن�صبية

.   lim    
x→c

   r(x) = r(c) =   
p(c)

 _ 
q(c)

   ¿EÉa ,q(c) ≠ 0 å«M ,É v«≤«≤M GkOóY c ¿Éch ,á«Ñ°ùf kádGO  r(x) =   
p(x)

 _ 
q(x)

    âfÉc GPEG

وبشكل مختصر، فإنه يمكن حساب نهايات دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية من خلال التعوي� المباشر ، 
شريطة أل يساوي مقام الدالة النسبية صفرًا عند النقطة التي تُحسب عندها النهاية.

احسب كل نهاية مما يiتي باستعمال التعوي� المباشر إذا كان ممكنًا، وإل فاذكر السبب:
  lim    
x→-1

 (-3 x  4  + 5 x  3  - 2 x  2  + x + 4)  (a  

بما أن هذه نهاية دالة كثيرة حدود، فيمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.   

= - 3(-1 )  4  + 5(-1 )  3  - 2(-1 )  2  + (-1) + 4  lim    
x→-1

  (- 3 x  4  + 5 x  3  - 2 x  2  + x + 4)

= - 3 - 5 - 2 - 1 + 4 = - 7

ز التمثيل البياني بالآلة البيانية للدالة تحقق يعزِّ
 f (x) = -3   x   4  + 5   x   3  - 2  x  2  + x + 4 

هذه النتيجة. 

  lim    
x→3

    2 x  3  - 6 _ 
x -  x  2 

   (b  

بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامُها ليس صفرًا عندما x = 3 ، فيمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.   

=   2(3 )  3  - 6 _ 
3 -  (3)  2 

    lim    
x→3

    2 x  3  - 6 _ 
x -  x  2 

  

=   48 _ 
- 6  

= - 8

  lim    
x→1

     x  2  - 1 _ 
x - 1

   (c  

بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامها صفر عندما x = 1 ، فلا يمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.   

  lim    
x→-6

     
 √ $$$ x + 5   (d  

    lim    بالتعويض المباشر.
x→-6

      √ $$ x+5         فلا يمكننا حساب ، lim    
x→-6

  (x+5) = -6 + 5 = -1 < 0     بما أن   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يiتي باستعمال التعوي� المباشر إذا كان ممكنًا، وإل فاذكر السبب:

  lim    
x→-5

    x + 1 _ 
 x  2  + 3

   (2B      lim    
x→4

  ( x  3  - 3 x  2  - 5x + 7 )  (2A 

  lim    
x→-8

    √ $$$ x + 6   (2D    lim    
x→2

     x  3  - 8 _ 
x - 2   (2C 

    lim    بشكل خاطÿ كما يلي: 
x→1

     x  2  - 1 _ 
x - 1

لنفترض أنك استعملت خاصية القسمة أو التعويض المباشر لحساب النهاية    
. 0 …hÉ°ùJ ΩÉ≤ªdG ájÉ¡f ¿C’ ;É kë«ë°U ¢ù«d Gògh   lim    

x→1
     x  2  - 1 _ 

x - 1
   =   

  lim    
x→1

  ( x  2  - 1)
 _ 

  lim    
x→1

  (x - 1)
   =    1  2  - 1 _ 

1 - 1
    =   0 _ 0  

نهايات الدوالمفهوم اأ�صا�صي ا(ر8صادات للدرا�صة

   الدوال الجيدة ال�صلو�
 πãe á∏°üàªdG ∫GhódG tó©oJ

 »àdGOh OhóëdG äGô«ãc ∫GhO
 qn∫GhO ΩÉªàdG Ö«Lh Ö«édG

 øµªj PEG ,∑ƒ∏°ùdG Ió«L
 ∫ÓN øe É¡JÉjÉ¡f ÜÉ°ùM

 øµªjh ,ô°TÉÑªdG ¢†jƒ©àdG
 ∫ÓN øe ∫GhódG ájÉ¡f OÉéjEG

 ¿EGh ≈àM ô°TÉÑªdG ¢†jƒ©àdG
 ∑ƒ∏°ùdG Ió«L ádGódG øµJ ºd
 ¿ƒµJ ¿CG •ô°ûH ,É¡dÉée ≈∏Y

 »àdG á£≤ædG óæY á∏°üàe
.ájÉ¡ædG ÉgóæY Ö°ùëJ2 الoDDا�صتعمال التعوي®س المبا8صر لح�صاب النهاياتم

[-4, 4] scl: 0.2 by [-8, 8] scl: 1
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 _ 0    الصيغة Pير المحددة ؛ لأنه ل 
0
يُسمى ناتج التعويض في النهايات على الصورة    

يمكنك تحديد نهاية الدالة مع وجود صفر في المقام، ومثل هذه النهايات قد تكون 
موجودة ولها قيمة حقيقية، أو غير موجودة، أو متباعدة نحو ∞ أو ∞-، ويُبيِّن 
    lim    موجودة وتساوي 2 .

x→1
      x  2  - 1 _ 

x - 1
 _ f (x)  =    x   2  - 1  أن    

x - 1
التمثيل البياني للدالة     

على الرغم من أن الصيغة غير المحددة تظهر من خلال تطبيق خاطÿ لخصائص النهايات، إل أن الحصول على هذه 
الصيغة قد يرشدنا إلى الطريقة الأنسب لإيجاد النهاية.

ا من خلال تحليل كل من  ط العبارة جبريًّ  _ 0      ، فبسِّ
0

إذا قمت بحساب نهاية دالة نسبية، ووصلت إلى الصيغة غير المحددة  
البسط والمقام واختصار العوامل المشتركة.

: احسب كل نهاية مما يiتي
  lim    
x→-4

     x  2  - x - 20 _ 
x + 4

   (a  

ا، واختصار أي   __  20 - (4-) -  2  ( 4-)   ؛ لذا فإن علينا تحليل المقدار جبريًّ
-4 + 4

   =   
0

ينتج عن التعويض المباشر     0 _    

عوامل مشتركة بين البسط والمقام.
=   lim    

x→-4
    
(x - 5)(x + 4)

  __ 
x + 4

    lim    
x →-4

     x  2  - x - 20 _ 
x + 4

  §°ùÑdG π q∏M

=   lim    
x→-4

    
(x - 5)(x + 4)

  __ 
x + 4

  ∑ôà°ûªdG πeÉ©dG ô°üàNG

=   lim    
x→-4

  (x - 5)§ q°ùH

= (-4) - 5  =  -9§ q°ùHh ¢V qƒY

ز التمثيل البياني للدالةتحقق  يعزِّ
= f(x)  هذه النتيجة.     x  2  - x - 20 _ 

x + 4
   

  lim    
x→3

    x - 3 __  
 x  3  - 3 x  2  - 7x + 21

   (b  

.    3 - 3  __  
 3  3  - 3(3 )  2  - 7(3) + 21

   =   
0

يَنتج عن التعويض المباشر    0 _    

=   lim    
x→3

    x - 3 __  
( x  3 - 3x  2 )+(-7x+21)

    lim    
x→3

    x - 3 __  
 x  3  - 3 x  2  - 7x + 21

  ΩÉ≤ªdG ™«ªéJ óYCG

=  lim    
x→3

    x - 3 __  
 x  2 (x-3)-7(x-3)

   OhóëdG øe ∑ôà°ûªdG πeÉ©dG êôNCG
ΩÉ≤ªdG »a á©ªéªdG

=  lim    
x→3

    x - 3 __ 
( x  2 -7)(x-3)

  ΩÉ≤ªdG »a ∑ôà°ûªdG πeÉ©dG êôNCG

=   lim    
x→3

    x - 3 __  
( x  2  - 7)(x - 3)

  ô°üàNG

=   lim    
x→3

    1 _ 
 x  2  - 7

  § q°ùH

=   1 _ 
(3 )  2  - 7

   =   1 _ 
2
  § q°ùHh ¢V qƒY

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يiتي:

  lim    
x→6

     x 2  - 7x + 6 __  
3 x  2  - 11x - 42

   (3B    lim    
x→-2

     x  3  - 3 x  2  - 4x + 12  __ 
x + 2

   (3A 

y

x

2

1

f(x) =   x  2 - 1_
x- 1

O

ا�صتعمال التحليل لح�صاب النهاياتمoDDال 3

y

xO

−4

−8

−2−4

f(x) =   x
2 - x- 20__

x+ 4 تنبي¦ �
 التحليل 

 ,¬∏ªcCÉH §°ùÑdG QÉ°üàNG óæY
. 0 ¢ù«dh 1 íÑ°üj ¬fEÉa
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ينتج عن اختصار العامل المشترك بين بسط ومقام الدالة النسبية دالة جديدة ، ففي المثال 3a ينتج عن الختصار بين 
بسط ومقام الدالة f  دالة جديدة g ، حيث:

f (x) =    x  2  - x - 20 _ 
x + 4

    ,  g(x) = x - 5

إن قيم هاتين الدالتين متساوية لجميع قيم x إل عندما x = - 4 ، فإذا تساوت قيم دالتين إل عند قيمة وحيدة c ، فإن 
نهايتيهما عندما تقترب x من c متساويتان ؛ لأن قيمة النهاية ل تعتمد على قيمة الدالة عند النقطة التي تُحسبُ النهاية 

.    lim    
x→-4

     x  2  - x - 20 _ 
x + 4

    =   lim    
x→-4

  (x - 5) عندها؛ لذا فإن
والطريقة الأخرى لإيجاد نهايات ناتجõ التعويضõ فيها صيغة غير محددة ، هي إنطاق البسط أو المقام أولً، ثم اختصار 

العوامل المشتركة.

.    lim    
x→9

      √ ( x   - 3
 _ x - 9

احسب    
 _ 3 -   9 $ √      ؛  لذا أنطق البسط، ومن ثم اختصر العوامل المشتركة. 

9 - 9
   =    0 _ 

0
يَنتج عن التعويض المباشر   

=   lim    
x→9

       √ $ x   - 3 _ 
x - 9   ·     √ ( x   + 3

 _ 
  √ ( x   + 3

    lim    
x→9

      √ $ x   - 3 _ 
x - 9  √ ( x   - 3    ≥aGôe πãªj …òdGh ,   √ ( x   + 3 »a ΩÉ≤ªdGh §°ùÑdG øe xÓc Üô°VG

=   lim    
x→9

    x - 9 __  
(x - 9)(  √ $ x   + 3)

  § q°ùH

=   lim    
x→9

    x - 9 __  
(x - 9)(  √ $ x   + 3)

  ∑ôà°ûªdG πeÉ©dG ô°üàNG

=   lim    
x→9

    1 _ 
  √ $ x   + 3

  § q°ùH

=   1 _ 
  √ $ 9   + 3

  ¢VqƒY

=   1 _ 6  § q°ùH

 _ f (x) =     √ $ x   - 3  تحقق
x - 9    ز التمثيل البياني بالآلة البيانية للدالة يعزِّ

في الشكل المجاور هذه النتيجة. 
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

احسب كل نهاية مما يiتي:
  lim    
x→0

    2 -   √ $$$ x + 4  
 _ 

x
   (4B    lim    

x→25
    x - 25 _ 
  √ $ x   - 5

   (4A 

ح�صاب النهايات عند المالانهاية: درست سابقًا أن لجميع الدوال الزوجية سلوك طرفي التمثيل البياني نفسه ، 
وكذلك الدوال الفردية لها جميعًا سلوك طرفي التمثيل البياني نفسه.

 , n ÖLƒe í«ë°U OóY …C’
   lim    
x→∞

   x  n  = ∞  •

.Év«LhR G kOóY n ¿Éc GPEG ,    lim     
x→-∞

   x  n  = ∞  •

.É vjOôa G kOóY n ¿Éc GPEG ,    lim     
x→-∞

   x  n  = -∞  •

إن سلوك طرفي التمثيل البياني لدالة كثيرة الحدود هو ذاته سلوك طرفي التمثيل البياني لدالة القوة الناتجة عن الحد 
الرئيس في كثيرة الحدود ، وهو الحد ذو القوة الكبرى، ويمكننا وصف ذلك أيضًا باستعمال النهايات.

ا�صتعمال ا(نطاق الب�ص� اأو المقام لح�صاب النهاياتمoDDال 4

[-0.1, 20] scl: 1 by [-0.05, 0.4] scl: 0.05

نهايات دوال القوM عند المالانهايةمفهوم اأ�صا�صي

y

xO

f(x) = x2

y

x

f(x) = x3

O

t4نمو
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¿EÉa , OhóM Iô«ãc ádGO  p(x) =  a  n  x  n  + … +  a  1 x +  a  0   âfÉc GPEG 
    lim    
x→∞

  p(x) =   lim    
x→∞

   a  n   x  n   ,    lim     
x→-∞

  p(x) =   lim     
x→-∞

   a  n   x  n  

ر أن كون نهاية الدالة  يمكنك استعمال هاتين الخاصيتين لحساب نهايات دوال كثيرات حدود عند المالنهاية. تذكَّ
∞ أو ∞- ل يعني أنها موجودة، ولكنه وصف لسلوك منحناها؛ فإما أن يكون متزايدًا بلاحدود أو متناقصًا بلا حدود.

احسب كل نهاية مما يiتي:
  lim  x→-∞

  ( x  3  - 2 x  2  + 5x - 1)  (a  

=   lim    
x→-∞

   x  3   lim    
x→-∞

  ( x  3  - 2 x  2  + 5x - 1)ájÉ¡f’ÉªdG óæY OhóëdG Iô«ãc ádGO ájÉ¡f

= -∞ájÉ¡f’ÉªdG óæY Iƒ≤dG ádGO ájÉ¡f
  lim  x→∞

  (4 + 3x -  x  2 )  (b  

=   lim    
x→∞

  - x  2   lim    
x→∞

  (4 + 3x -  x  2 ) ájÉ¡f’ÉªdG óæY OhóëdG Iô«ãc ádGO ájÉ¡f

= -  lim    
x→∞

   x  2 âHÉK »a Üô°†dG á«°UÉN

= -∞ájÉ¡f’ÉªdG óæY Iƒ≤dG ádGO ájÉ¡f
  lim  x→-∞

 (5 x  4  - 3x)  (c  

=   lim    
x→-∞

  5 x  4   lim    
x→-∞

  (5 x  4  - 3x)ájÉ¡f’ÉªdG óæY OhóëdG Iô«ãc ádGO ájÉ¡f

= 5   lim    
x→-∞

   x  4 âHÉK »a Üô°†dG á«°UÉN

= 5 × ∞ = ∞ájÉ¡f’ÉªdG óæY Iƒ≤dG ádGO ájÉ¡f

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يiتي:

  lim    
x→-∞

  (2x - 6 x  2  + 4 x  5 )  )5C    lim    
x→-∞

  (4 x  6  + 3 x  5  - x)  )5B    lim    
x→∞

 (- x  3  - 4 x  2  + 9)  )5A 

ولحساب نهاية دالة نسبية عند المالنهاية نحتاÕ إلى خصائص أخرى للنهايات.

.ôØ°U »g ájÉ¡f’Ée ÖdÉ°S hCG ÖLƒe óæY Üƒ∏≤ªdG ádGO ájÉ¡f ¿EG التعبير اللف�ي: 

  lim    
x→∞

    1 _ x   =   lim     
x→-∞

    1 _ x   = 0 الرموز: 

O

y

x

f(x) =   1_x

   

O x

f(x) =   1_x

y

 

.    lim     
x→±∞

    1 _ 
 x  n 

   = 0 ¿EÉa , n ÖLƒe í«ë°U OóY …C’ نتيجة:  

ويمكننا استعمال هذه الخاصية لحساب نهايات الدوال النسبية عند المالنهاية ، وذلك بقسمة كل حد في  بسط ومقام 
الدالة النسبية على أعلى قوة لمتغير الدالة.

نهايات دوال كoيرات الحدود عند المالانهايةمفهوم اأ�صا�صي ا(ر8صادات للدرا�صة

   ال®صرب في المالانهاية
 lim    
x→c

     f(x) = ∞ 
 É kª«b òNCÉJ ádGódG ¿CG »æ©J

 ô«Z πµ°ûH IójGõàeh áÑLƒe
 x º«b âHôàbG Éª∏c ,Ohóëe
 Üô°V ¿EÉa Gòd ;c Oó©dG øe

 ’ ÖLƒe OóY »a º«≤dG √òg
 É¡Hô°V ÉeCG ,∑ƒ∏°ùdG Gòg ô«¨j

 ¢ùµ©j ¬fEÉa ,ÖdÉ°S OóY »a
 Üôà≤J ∂dòHh ,É¡JGQÉ°TEG

 GPEG ¬fCG …CG , -∞ øe ájÉ¡ædG
:¿EÉa � � � ¿Éc 

 a (∞)= ∞, 
 -a (∞)= -∞

نهايات دوال كoيرات الحدود عند المالانهايةمoDDال 5

مراجعة  ا½فردات

   دالة المقلوب
»g Üƒ∏≤ªdG ádGO ¿CG ôcòJ 

 ádGO a(x) å«M ،    f (x) =   1 _ 
a(x)

.a(x) ≠ 0 h , á«£N

نهايات دالة المقلوب عند المالانهايةمفهوم اأ�صا�صي
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احسب كل نهاية مما يiتي إن أمكن:
   lim  x→∞

    4x + 5 _ 
8x - 3

   (a  

=   lim    
x→∞

    
  4x _ x   +   5 _ x  

 _ 
  8x _ x   -   3 _ x  

    lim    
x→∞

    4x + 5 _ 8x - 3  x »gh ,Iƒb ≈∏YCG ≈∏Y óM πc º°ùbG

=   lim    
x→∞

    
4 +   5 _ x  

 _ 
8 -   3 _ x  

  § q°ùH

=   
  lim    
x→∞

  4 + 5   lim    
x→∞

    1 _ x  
  __  

  lim    
x→∞

  8 - 3  lim    
x→∞

    1 _ x  
  âHÉK »a Üô°†dGh ,¥ôØdGh ,´ƒªéªdGh ,áª°ù≤dG ¢üFÉ°üN

=   4 + 5 · 0 _ 8 - 3 · 0   =   1 _ 2   ájÉ¡f’ÉªdG óæY Üƒ∏≤ªdG ádGOh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f

ز التمثيل البياني للدالة    f (x) =   4x + 5 _ 8x - 3  المجاور تحقق يعزِّ
هذه النتيجة. *

   lim     
x→-∞

    6 x  2  - x _ 
3 x  3  + 1

   (b  

=   lim    
x→-∞

    
  6 x  2  _ 
 x  3 

   -   x _ 
 x  3 

  
 _ 

  3 x  3  _ 
 x  3 

   +   1 _ 
 x  3 

  
    lim    

x→-∞
    6 x  2  - x _ 
3 x  3  + 1

    x  3  »gh ,Iƒb ≈∏YCG ≈∏Y óM πc º°ùbG

=   lim    
x→-∞

    
  6 _ x   -   1 _ 

 x  2 
  
 _ 

3 +   1 _ 
 x  3 

  
  § q°ùH

=   
6  lim    

x→-∞
    1 _ x   -   lim    

x→-∞
    1 _ 
 x  2 

   
  __  

  lim    
x→-∞

  3 +   lim    
x→-∞

    1 _ 
 x  3 

  
  âHÉK »a Üô°†dGh ,¥ôØdGh ,´ƒªéªdGh ,áª°ù≤dG ¢üFÉ°üN

=   6 · 0 - 0 _ 3 + 0   = 0ájÉ¡f’ÉªdG óæY Üƒ∏≤ªdG ádGOh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f

  lim    
x→∞

    5 x  4  _ 
9 x  3  + 2x

   (c  

=   lim    
x→∞

    5 _ 
  9 _ x   +   2 _ 

 x  3 
  
    lim    

x→∞
     5 x  4  _ 

9 x  3  + 2x
   x  4  »gh ,Iƒb ≈∏YCG ≈∏Y óM πc º°ùbG

=   
  lim    
x→∞

   5
  __  

9  lim    
x→∞

     1 _ x   + 2  lim    
x→∞

     1 _ 
 x  3 

  
  âHÉK »a Üô°†dGh ,´ƒªéªdGh ,áª°ù≤dG ¢üFÉ°üN

=   5 _ 9 · 0 + 2 · 0   =   5 _ 0   ájÉ¡f’ÉªdG óæY Üƒ∏≤ªdG ádGOh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f

وحيث إن نهاية المقام صفر، فإننا نكون قد طبقنا خطأً خاصية القسمة، إل أننا نعلم أنه عند قسمة العدد 5 على    
قيم صغيرة موجبة تقترب من الصفر، فإن الناتج سيكون كبيرًا بشكلò غير محدود ، أي أن النهاية هي ∞.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

احسب كل نهاية مما يiتي:
lim    

x→∞
    7 x  3  - 3 x  2  + 1  __ 

2 x  3  + 4x
     )6C     lim    

x→∞
    -3 x  2  + 7 _ 

5x + 1
   )6B     lim    

x→-∞
    5 _ 
x - 10

   )6A 

نهايات الدوال الن�صبية عند المالانهايةمoDDال 6

y

xO

f(x) =   4x+ 5
8x  3

ا(ر8صادات للدرا�صة

   نهاية الدوال الن�صبية
 óæY ä’ÉM çÓK óLƒJ

 ∫GhódG äÉjÉ¡f ÜÉ°ùM
 øe x Üôà≤J ÉeóæY á«Ñ°ùædG

.ájÉ¡f’ÉªdG 
 §°ùÑdG áLQO âfÉc GPEG (1

 ¿EÉa ,ΩÉ≤ªdG áLQO øe ôÑcCG
 , -∞ hCG ∞ ÉeEG ájÉ¡ædG

 ¢ù«FôdG óëdG IQÉ°TEG Ö°ùëH
.ΩÉ≤ªdGh §°ùÑdG øe πc »a
 §°ùÑdG áLQO âfÉc GPEG ( 2

 ¿EÉa ,ΩÉ≤ªdG áLQód ájhÉ°ùe
 áª°ùb èJÉæd ájhÉ°ùe ájÉ¡ædG
 ø«°ù«FôdG øjóëdG »∏eÉ©e

.ΩÉ≤ªdGh §°ùÑdG »a
 §°ùÑdG áLQO âfÉc GPEG ( 3
 ¿EÉa ,ΩÉ≤ªdG áLQO øe πbCG

.ôØ°U ájÉ¡ædG
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درست سابقًا أن المتتابعة هي دالة مجالها مجموعة من الأعداد الطبيعية، ومداها مجموعة من الأعداد الحقيقية؛ لذا 
فإن نهاية المتتابعة غير المنتهية هي نهاية دالة عندما ∞ → n . إذا كانت النهاية موجودة ، فإن قيمة هذه النهاية هي العدد 

 _ a  n  = 1 ,   1 _ 2   ,   1 _ 3   ,   1   بـ  f (n) =   1 _ n    ، حيث n عدد 
4
   , الذي تقترب منه المتتابعة . فمثلًا يمكن وصف المتتابعة …

    lim    ، فإن المتتابعة تقترب من الصفر.
n→∞

    1 _ n   = 0 صحيح موجب . وبما أن

احسب نهاية كل متتابعة مما يiتي إن وجدت:
 a  n  =   3n + 1 _ n + 5   (a  

 lim    
n→∞

     3n + 1 _ 
n + 5     لحساب نهاية المتتابعة، أوجد   

=   lim    
n→∞

    
3 +   1 _ n  

 _ 
1 +   5 _ n  

    lim    
n→∞

    3n + 1 _ 
n + 5  n »gh ,Iƒb ≈∏YCG ≈∏Y óM πc º°ùbG

=   
  lim    
n →∞

  3 +   lim    
n →∞

    1 _ n  
  __  

  lim    
n →∞

  1 + 5  lim    
n →∞

    1 _ n  
   âHÉK »a Üô°†dGh ,´ƒªéªdGh ,áª°ù≤dG ¢üFÉ°üN

=   3 + 0 _ 
1 + 5 · 0

   = 3ájÉ¡f’ÉªdG óæY Üƒ∏≤ªdG ádGOh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f

أي أن نهاية المتتابعة هي 3 ، بمعنى أن حدود المتتابعة تقترب من 3 .   

õـ n .تحقق كوّن جدولً، واختر قيمًا متعددة ل
n 1 20 40 60 80 90 100 1000 10000

an 0.6667 2.44 2.6889 2.7846 2.8353 2.8526 2.8667 2.9861 2.9986

. n نلاحظ أن حدود المتتابعة تقترب من العدد 3 كلما كبرت

 b  n  =   5 _ 
 n  4 

     
 
        n  2  (n + 1 )  2  

 _ 
4
    

 
 +     (b  

الحدود الخمسة الأولى بصورة تقريبية هي 1.8 ,1.953 ,2.222 ,2.813 ,5 . والآن أوجد نهاية المتتابعة   

=   lim    
n→∞

    5 _ 
 n  4 

     
 
       
 n  2 ( n  2  + 2n + 1)

  __ 
4
     

 
 +      lim    

n→∞
    5 _ 
 n  4 

     
 
       
 n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
    

 
 +    óëdG á«FÉæK ™qHQ

=   lim    
n→∞

    5 n  4  + 10 n  3  + 5 n  2   __ 
4 n  4 

  Üô°VG

=   
  lim    
n→∞

  5 + 10   lim    
n→∞

    1 _ 
n

   + 5  lim    
n→∞

    1 _ 
 n  2  

  
   ___  

  lim    
n→∞

  4
   πª©à°SG ºK ،  n  4  »gh ,Iƒb ≈∏YCG ≈∏Y óM πc º°ùbG

âHÉK »a Üô°†dGh ,´ƒªéªdGh , áª°ù≤dG ¢üFÉ°üN

=   5 _ 
4
   = 1.25ájÉ¡f’ÉªdG óæY Üƒ∏≤ªdG ádGOh áàHÉãdG ádGódG ÉàjÉ¡f

أي أن نهاية المتتابعة هي 1.25 ، بمعنى أن حدود المتتابعة تقترب من 1.25.   

ق Wة(تحقþفي الجدول أدناه مقربة إلى أقرب جزء من م b  n   ( قيم . n كوّن جدول قيم، واختر قيمًا كبيرة لـ
∞ øe Üôà≤J n

n 10 100 1000 10000 100000

bn 1.51 1.28 1.25 1.25 1.25

  

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب نهاية كل متتابعة مما يiتي إن وجدت: 

 c  n  =   9 _ 
 n  3  

     
 
       
n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
    

 
 +     (7C   b  n  =   2 n  3  _ 

3n + 8
   (7B   a  n  =   4 _ 

 n  2  + 1
   (7A 

نهايات المتتابعاتمoDDال 7
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( 1 ∫Éãe) :تيiاستعمل خصائ� النهايات لحساب كل نهاية مما ي
  lim    
x→5

     x  2  + 4x + 13 __ 
x - 3   2(    lim    

x→-3
  (5x - 10)  1(  

  lim    
x→-4

  [ x  2 (x + 1) + 2]  4(    lim    
x→9

   (  1 _ x   + 2 x +   √ $ x   )  3(  

  lim    
x→-6

     x  4  -  x  3  _ 
 x  2 

   6(    lim    
x→12

     x  2  - 10x _ 
  √ $$$ x + 4  

   5(  

احسب كل نهاية مما يiتي باستعمال التعوي� المباشر إذا كان ممكنًا، وإل 
( 2 ∫Éãe) :فاذكر السبب

  lim    
x→16

     x  2  + 9 _ 
  √ $ x   - 4

   7(  

  lim    
x→2

  (4 x  3  - 3 x  2  + 10)  8(  

  lim    
x→3

     x  3  + 9x + 6 _ 
 x  2  + 5x + 6

   9(  

  lim    
x→3

    √ $$$ 2 - x   10(  

  lim    
x→9

  ( 3 x  2  - 10x + 35 )  11(  

  lim    
x→10

  (-  x  2  + 3x +   √ $ x    )  12(  

فيزيا%: بحسب نظرية آينشتاين النسبية، فإن كتلة جسم يتحرك   13(  

c سرعة الضوء،    = m، حيث
 m  0 
 _ 

  √ $$$
 1 -    v  2  _ 

 c  2 
    
 بسرعة v تُعطى بالعلاقة   

    m  0   كتلة الجسم البتدائية أو كتلته عند السكون.
( 2 ∫Éãe) .   m  0  ووضّح العلاقة بين هذه النهاية و ،   lim    

v →0
  m أوجد

( 3 , 4 ¿’ÉãªdG) :تيiاحسب كل نهاية مما ي

  lim    
x→0

    4x _ 
  √ $$$ x + 1    - 1

   15(    lim    
x→1

     x  2  + 4x - 5 _ 
 x  2  - 1

   14(  

  lim    
x→0

    2x _ 
3 -   √ $$$ x + 9  

   17(    lim    
x→-5

    4 x  2  + 21x + 5  __  
3 x  2  + 17x + 10

   16(  

  lim    
x→6

      
√ $$$ x + 3   - 3

 _ 
x - 6   19(    lim    

x→-3
     x  2  - 2x - 15 __ 

x + 3
    18(  

( 5 , 6 ¿’ÉãªdG) :تيiاحسب كل نهاية مما ي
  lim    
x→∞

    3 x  3  - 10x + 2  __ 
4 x  3  + 20 x  2 

   21(    lim    
x→∞

  ( 5 - 2 x  2  + 7 x  3  )  20(  

  lim    
x→∞

    14 x  3  - 12x __  
4 x  2  + 13x - 8

   23(    lim    
x→∞

 (10 x+14+6  x   2 - x  4  )  22(  

  lim    
x→∞

   10 x  4  - 2 __  
5 x  4  + 3 x  3  - 2x

   25(    lim    
x→∞

   6 x  3 +2x-11  __  
- x  5  + 17 x  3  + 4x

   24(  

ا(�صفنج: تحتوي مادة هلامية على حيوان الإسفنج، وعند وضع   26(  
المادة الهلامية في الماء، فإن حيوان الإسفنج يبدأ بامتصاص الماء 

 ، -(t)  =   105 t  2  _ 
10 +  t  2 

والتضخم. ويمكن تمثيل ذلك بالدالة  25 +   
حيث - طول حيوان الإسفنج بالملمترات بعد t ثانية من وضعه في 

( 6 ∫Éãe) .الماء

! ! !

t = 0 t = t1 t = tn

ما طول حيوان الإسفنج قبل وضعه في الماء؟  (a  

ما نهاية الدالة عندما ∞ → t؟  (b  

ح العلاقة بين نهاية الدالة - وطول حيوان الإسفنج. وضِّ  (c  

( 7 ∫Éãe) :تي إذا كانت موجودةiاحسب نهاية كل متتابعة مما ي
 a  n  =   8n + 1 _ 

 n  2  - 3
   27(  

 a  n  =   -4 n  2  + 6n - 1  __ 
 n  2  + 3n

   28(  

 a  n  =   12 n  2  + 2 _ 
6 n  2  - 1

   29(  

 a  n  =   8 n  2  + 5n + 2 __ 
3 + 2n

    30(  

 a  n  =   1 _ 
 n  4 

     
 
       
 n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
    

 
 +     31(  

 a  n  =    12 _ 
 n   2 

     
 
       
n(2n + 1)(n + 1)

  __ 
6
    

 
 +     32(  

احسب كل نهاية مما يiتي إذا كانت موجودة مست�دمًا التعوي� المباشر 
لحساب النهايتين من اليمين واليسار:

  lim    
x→-2

  

 
 
    


    x - 3     
2x - 1

   
, x ≤ -2

      
, x > -2

  33(  

  lim    
x→0

  

 
 
    


   5 -  x  2      

5 - x
   
, x ≤ 0

     
, x > 0

  34(  

  lim    
x→2

  

 
 
    


   
(x -  2)  2  +1

      
x - 6

      
, x ≤ 2

     
, x > 2

  35(  

تدرب وحل ا½�صائل
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احسب كل نهاية مما يiتي، إذا كانت موجودة:
  lim    
x→0

  (1 + x +  2  x  - cos x)  38(    lim    
x→π

    sin x _ x   37(  

  lim    
x→1

   1 -   √ $ x  
 _ 

x - 1
   40(    lim    

x→  π _ 
2

  
    tan 2x _ 

x
    39(  

    lim    لكل دالة مما يiتي:
h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

أوجد    
f(x) = 7 - 9x  42(  f (x) = 2x - 1  41(  

f(x) =   √ $$$ x + 1   44(  f(x) =   √ $ x   43(  

f(x) =  x  2  + 8x + 4  46(  f (x) =  x  2  45(  

فيزيا%: يمتلك الجسم المتحرك طاقةً تُسمى الطاقة الحركية؛ لأن   47(  

بإمكانه بذل شغل عند تأثيره على جسم آخر. وتُعطى الطاقة الحركية 
لجسم متحرك بالعلاقة  k(t) =   1 _ 2   m ·   (v(t))   2  ، حيث v(t) سرعة 

الجسم عند الزمن t ، و m كتلته بالكيلوجرام. إذا كانت سرعة جسم 
 _ v(t) =   50 لكل t ≥ 0 ، وكتلته kg 1، فما الطاقة الحركية التي 

1 +  t  2 
  

يمتلكها عندما يقترب الزمن من s 100؟

م�صائل مهارات التفكÕ العليا

برهان: استعمل خصائص النهايات؛ لإثبات أنه لأي كثيرة حدود   48(   

  p(x) =  a  n   x  n  +  a  n - 1  x  n - 1  + 3 +  a  2  x  2  +  a  1 x +  a  0 
 lim    
x→c

  p(x) = p(c)   فإن ، c ولأي عدد حقيقي
برهان: استعمل الستقراء الرياضي؛ لإثبات أنه إذا كان  49(   

n فإنه لأي عدد صحيح ،    lim    
x →c

   f (x) = L 

.   lim    
x→c

 [  f(x)  ]  n  = [  lim    
x →c

   f (x) ]  n   =  L  n  

:  a  n  ≠ 0 ,  b  m  ≠ 0 احسب النهاية الآتية إذا كانت : تحد\  50(   

    lim    x→∞
   
 a  n  x  n  +  a  n - 1  x  n - 1  + 3 +  a  2  x  2  +  a  1 x +  a  0 

    ____    
 b  m  x  m  +  b  m - 1  x  m - 1  + 3 +  b  2  x  2  +  b  1 x +  b  0 

   

 (m < n, m = n, m > n إرشاد: افترض كلاًّ من الحالت (

    lim    x→c  r(x) = r (c) دالة نسبية، فهل العلاقة r(x) تبرير: إذا كانت  51(  
 صحيحة أحيانًا، أو صحيحة دائمًا، أو غير صحيحة أبدًا؟

ر إجابتك. برِّ

نه مثالً  اكتi: استعمل جدولً لتنظيم خصائص النهايات، وضمِّ  52(  
على كل خاصية.

عي      lim    x→a    . تدَّ
p(x)

 _ q(x)   =   ∞ _ 
∞

    دالة نسبية، وأن    
p(x)

 _ 
q(x)

اكتi: افترض أن      53(  

ح سبب كونها مخطþة. وما  ليلى أن قيمة هذه النهاية هي 1 . وضِّ
الخطوات التي يمكن اتباعها لحساب هذه النهاية، إذا كانت 

موجودة؟

مراجعة تراكمية

استعمل التمثيل البياني للدالة f (x) أدناه üيجاد كلٍّ مما يiتي:
( 4 -1 ¢SQódG) 

  f (-2) ،   lim    
x→-2

   f (x)  54(  

 f (0) ،   lim    
x→0

   f (x)  55(  

 f (3) ،   lim    
x→3

   f (x)  56(  

  )، لكل زوÕ من 
f
 _ g  )(x) ،(f.g)(x) ،(f - g)(x) ،(f + g)(x) أوجد

( á≤HÉ°S IQÉ¡e)   :د مجال الدالة الناتجة الدوال الآتية، ثم حدِّ

f(x) =   x _ 
x + 1

   58(  f(x) =  x  2  - 2x  57(   

g(x) =  x  2  - 1   g(x) = x + 9

تدريi عل© اختبار

    lim   ؟
h→0

    2 h  3  -  h  2  + 5h  __ 
h
ما قيمة     59(  

5  C  3  A  

غيرموجودة  D  4  B  

 _ g(x) =   x + π  عندما 
cos (x + π)

ما القيمة التي تقترب منها      60(   
تقترب x من 0 ؟

-   1 _ 
2
   π  C  -π  A  

0  D  -   3 _ 
4
   B  

    lim ؟ 
x→ 2  + 

  f (x)    أدناه، ما قيمة  f  باستعمال التمثيل البياني للدالة  61(  

y

xO

f(x)

1 2

1
2

غير موجودة  D  5  C  1  B  0  A  

y

xO

f(x)
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يعتبر ميل المستقيم بوصفه معدلً ثابتًا للتغير مفهومًا واضحًا، إل أن الميل ليس واضحًا بالنسبة للمنحنيات بصورة 
عامة؛ إذ يتغير ميل المنحنى عند كل نقطة عليه.

وبشكل عام فإن التمثيلات البيانية لمعظم الدوال 
ا. صها على فترةò قصيرة جدًّ تبدو خطيةً عند تفحُّ

وبالنظر إلى القواطع المتتالية، يكون من الممكن 
تطبيق فكرة الميل على المنحنيات.

قدّر ميل منحنى الدالة y = (x - 2 )  3  + 1 عند النقطة (2 ,3).

 ، y = (x - 2 )  3  + 1:ثم احسب ميل القاطع المار بمنحنى ، f1 في y = (x - 2 )  3  + 1 أدخل خطوة 1 
عندما x = 2 , x = 4. كما يلي:

مثِّل الدالة بالضغط على   ، ثم اكتب الدالة واضغط.  •

، ثم  • د نقطتين على منحنى الدالة بالضغط على مفتاح  واختيار  حدِّ
 واختيار ، ثم الضغط على المنحنى مرتين 

وستظهر نقطتان.

• .x = 2, x = 4 لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين x ظلِّل إحداثيِّي

، واختيار  • ارسم القاطع المار بالنقطتين بالضغط على 
 ، ثم  ثم اختيار

.  واضغط على النقطتين ثم اضغط 

، واختيار  • أوجد ميل القاطع بالضغط على 
 ، ثم ، ثم اضغط على القاطع وسيظهر أن ميله يساوي 4.

 :ǀƸſƾƸالب ǀسبƾƇمعمل ال 
ميل المنحن©

The Slope of a Curve

 الهDDد�
 á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SG
 π«e ôjó≤àd ; TI - nspire
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y

xO

y

x3

2.1

1.8

2

2.8

1 خطو� القا;عن�صDDا� 
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المما�س وال�صرعة المتجهة
Tangent Line and Velocity

عندما يقفز المظلي من ارتفاع ft 15000، فإن سرعته في اتجاه الأرض تزداد 
مع مرور الزمن؛ بسبب تسارع الجاذبية الأرضية، وتستمر سرعته في الزدياد 

حتى يفتح مظلته عند ارتفاع ft 2500 ، أو عندما يصل إلى السرعة المتجهة 
الحدية، وهي السرعة المتجهة التي ينعدم عندها تسارع المظلي، ويحدث هذا 

عندما تصبح محصلة القوى عليه صفرًا.
المما�صات: تعلمت سابقًا أن مُعدّل تغيّر منحنى دالة غير خطية يتغير من نقطة 

إلى أخرى عليه، ويمكن حساب متوسط مُعدّل تغيّر الدالة غير الخطية على 
 فترة باستعمال ميل القاطع. ففي التمثيلات البيانية أدناه للدالة

ا بالنقطة (1 ,1) ، وبنقطة أخرى مثل (9 ,3) ،    y =  x  2 والقاطع الذي يقطعه مارًّ
أو  (4 ,2)، أو (1.21 ,1.1) ، تجد أن القاطع يتخذ أوضاعًا مختلفة يتغير 

خلالها ميله.
y

xO

(1.1, 1.21)

(1, 1)

m = 2.1

   

y

xO

(2, 4)

(1, 1)

m = 3

   

y

xO

(3, 9)

(1, 1)

m = 4

�3ال�صكل   �2ال�صكل   �1ال�صكل   

ةُ تقريب ميل القاطع لميل المنحنى في هذه الفترة. إذا  لحظ أنه كلما قصُر طولُ الفترة بين نقطتي التقاطع ، زادت دõقَّ
 Üواصلنا تقصير الفترة إلى درجة تكون فيها نقطتا التقاطع متطابقتين كما في الشكل (3) أعلاه، فإننا نحصل على مما
للمنحنى، وهو مستقيم يتقاطع مع المنحنى، ولكنه ل يعبره عند نقطة التماس. ويمثِّل ميل هذا المستقيم ميل المنحنى 

عند نقطة التماس.
ولتعريف ميل المماس لمنحنى عند النقطة (x, f(x)) فإنه يمكننا الرجوع إلى صيغة 

ميل القاطع المار بالنقطتين (x, f (x)) و (x + h, f (x + h)) كما في الشكل 
المجاور، ومنه يمكن كتابة ميل القاطع بالصيغة:

m =   
f (x + h) - f (x)

  __ 
(x + h) - x

   =   f (x + h) - f (x)
  __ 

h
     

ى هذه الصيغة قسمة الفرق. وتُسَمَّ
فكلما اقتربت النقطة  (x+h, f (x+h))  من النقطة (x, f(x)) ؛ أي كلما اقتربت قيمة 

 h من الصفر، فإن القاطع يقترب من مماس المنحنى عند النقطة  (x, f (x)) ؛ لذا يمكننا حساب ميل المماس
.h → 0 وهو مُعدل التغيّر اللحظي للدالة عند تلك النقطة على أنه نهاية ميل القاطع عندما

 , (x, f (x)) á£≤ædG óæY m ¢SÉªªdG π«e ƒg (x, f(x)) á£≤ædG óæY  f  ádGó∏d »¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe
 .IOƒLƒe ájÉ¡ædG ¿ƒµJ ¿CG •ô°ûH , m  =  lim  h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

    á¨«°üdÉH ≈£©ojh

 ∫ qó© oe §°Sƒàe OÉéjEG â°SQO
 .™WÉ≤dG ∫Éª©à°SÉH ôq«¨àdG

(á≤HÉ°S IQÉ¡e)

 »¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe oóLCG  ■
 óæY á«£N ô«Z ádGód

 ¢SÉªe π«e ÜÉ°ùëH á£≤f
 ∂∏J óæY ádGódG ≈æëæe

.á£≤ædG
 á£°SƒàªdG áYô°ùdG oóLCG  ■

 áYô°ùdGh á¡éàªdG
.á«¶ë∏dG á¡éàªdG

¢SÉªªdG
tangent line

»¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe
 instantaneous rate of

change

¥ôØdG áª°ùb
difference quotient

á«¶ë∏dG á¡éàªdG áYô°ùdG
instantaneous velocity

y

xO x

(x, f(x))

x + h

(x + h, f(x + h))
y = f (x)

عدل التغيّر اللح�ي مفهوم اأ�صا�صي Sم

  y =   (x - 2)  3  + 1:احسب ميل القاطع المار بمنحنى خطوة 2 
. x = 2.5 , x = 3.5 عندما

ظلِّل إحداثيِّي x لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين   
x = 2.5, x = 3.5 ، فيكون ميل القاطع يساوي 3.25

  y =   (x - 2)  3  + 1:احسب ميل القاطع المار بمنحنى  خطوة 3 
.x = 2.8 , x = 3.2 عندما

ظلِّل إحداثيِّي x لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين   
x = 2.8, x = 3.8 ، فيكون ميل القاطع يساوي 3.04

أوجد ميل 3  قواطع أخرى في فترات متناقصة حول النقطة (2 ,3). خطوة 4 
 كلّما نقص طول الفترة حول النقطة (2 ,3)، فإن ميل القاطع يقترب أكثر من العدد 3 ؛ لذا فإن ميل منحنى

y = (x - 2 )  3  + 1  عند النقطة (2 ,3) هو 3 تقريبًا.

تمارين :
ر ميل منحنى كل دالة مما يiتي عند النقطة المعطاة: قدِّ

y = (x + 1 )  2 , (-4, 9)   

y =  x  3  - 5, (2, 3)   

y = 4 x  4  -  x  2 , (0.5, 0)   

y =   √ # x  , (1, 1)   

حلYل النتائج

ل: صف ما يحدث لقاطع منحنى دالة عندما تقترب نقاط التقاطع من نقطة معطاة (a, b) على المنحنى. Yحل   

ف كيف يمكنك إيجاد القيمة الفعلية لميل منحنى عند نقطة معطاةò عليه. õخمّن: ص   

 :ǀƸſƾƸالب ǀسبƾƇمعمل ال 
ميل المنحن©

The Slope of a Curve

[-1, 5] scl: 0.2 by [-10, 10] scl: 1

[-1, 5] scl: 0.2 by [-10, 10] scl: 1

1(

2(

3(

4(

5(

6(
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المما�س وال�صرعة المتجهة
Tangent Line and Velocity

عندما يقفز المظلي من ارتفاع ft 15000، فإن سرعته في اتجاه الأرض تزداد 
مع مرور الزمن؛ بسبب تسارع الجاذبية الأرضية، وتستمر سرعته في الزدياد 

حتى يفتح مظلته عند ارتفاع ft 2500 ، أو عندما يصل إلى السرعة المتجهة 
الحدية، وهي السرعة المتجهة التي ينعدم عندها تسارع المظلي، ويحدث هذا 

عندما تصبح محصلة القوى عليه صفرًا.
المما�صات: تعلمت سابقًا أن مُعدّل تغيّر منحنى دالة غير خطية يتغير من نقطة 

إلى أخرى عليه، ويمكن حساب متوسط مُعدّل تغيّر الدالة غير الخطية على 
 فترة باستعمال ميل القاطع. ففي التمثيلات البيانية أدناه للدالة

ا بالنقطة (1 ,1) ، وبنقطة أخرى مثل (9 ,3) ،    y =  x  2 والقاطع الذي يقطعه مارًّ
أو  (4 ,2)، أو (1.21 ,1.1) ، تجد أن القاطع يتخذ أوضاعًا مختلفة يتغير 

خلالها ميله.
y

xO

(1.1, 1.21)

(1, 1)

m = 2.1

   

y

xO

(2, 4)

(1, 1)

m = 3

   

y

xO

(3, 9)

(1, 1)

m = 4

�3ال�صكل   �2ال�صكل   �1ال�صكل   

ةُ تقريب ميل القاطع لميل المنحنى في هذه الفترة. إذا  لحظ أنه كلما قصُر طولُ الفترة بين نقطتي التقاطع ، زادت دõقَّ
 Üواصلنا تقصير الفترة إلى درجة تكون فيها نقطتا التقاطع متطابقتين كما في الشكل (3) أعلاه، فإننا نحصل على مما
للمنحنى، وهو مستقيم يتقاطع مع المنحنى، ولكنه ل يعبره عند نقطة التماس. ويمثِّل ميل هذا المستقيم ميل المنحنى 

عند نقطة التماس.
ولتعريف ميل المماس لمنحنى عند النقطة (x, f(x)) فإنه يمكننا الرجوع إلى صيغة 

ميل القاطع المار بالنقطتين (x, f (x)) و (x + h, f (x + h)) كما في الشكل 
المجاور، ومنه يمكن كتابة ميل القاطع بالصيغة:

m =   
f (x + h) - f (x)

  __ 
(x + h) - x

   =   f (x + h) - f (x)
  __ 

h
     

ى هذه الصيغة قسمة الفرق. وتُسَمَّ
فكلما اقتربت النقطة  (x+h, f (x+h))  من النقطة (x, f(x)) ؛ أي كلما اقتربت قيمة 

 h من الصفر، فإن القاطع يقترب من مماس المنحنى عند النقطة  (x, f (x)) ؛ لذا يمكننا حساب ميل المماس
.h → 0 وهو مُعدل التغيّر اللحظي للدالة عند تلك النقطة على أنه نهاية ميل القاطع عندما

 , (x, f (x)) á£≤ædG óæY m ¢SÉªªdG π«e ƒg (x, f(x)) á£≤ædG óæY  f  ádGó∏d »¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe
 .IOƒLƒe ájÉ¡ædG ¿ƒµJ ¿CG •ô°ûH , m  =  lim  h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

    á¨«°üdÉH ≈£©ojh

 ∫ qó© oe §°Sƒàe OÉéjEG â°SQO
 .™WÉ≤dG ∫Éª©à°SÉH ôq«¨àdG

(á≤HÉ°S IQÉ¡e)

 »¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe oóLCG  ■
 óæY á«£N ô«Z ádGód

 ¢SÉªe π«e ÜÉ°ùëH á£≤f
 ∂∏J óæY ádGódG ≈æëæe

.á£≤ædG
 á£°SƒàªdG áYô°ùdG oóLCG  ■

 áYô°ùdGh á¡éàªdG
.á«¶ë∏dG á¡éàªdG

¢SÉªªdG
tangent line

»¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe
 instantaneous rate of

change

¥ôØdG áª°ùb
difference quotient

á«¶ë∏dG á¡éàªdG áYô°ùdG
instantaneous velocity

y

xO x

(x, f(x))

x + h

(x + h, f(x + h))
y = f (x)

عدل التغيّر اللح�ي مفهوم اأ�صا�صي Sم

قرا%ة الريا�صيات

 اخت�صارات 
 π«e á∏ªédG QÉ°üàNG øµªj

 π«ªH ádGódG ≈æëæªd ¢SÉªªdG
.≈æëæªdG
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يمكنك استعمال صيغة معدل التغيّر اللحظي لإيجاد ميل مماس منحنى عند نقطة عليه.

أوجد ميل مماÜ منحنى الدالة  y =  x  2 الممث¬لة بالشكل أدناه عند النقطة(1 ,1) .
=  lim  h→0

    
f(x + h) - f(x)

  __ 
h
  m»¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ qó© oe á¨«°U

=  lim  h→0
    
f(1 + h) - f(1)

  __ 
h
  x = 1

=  lim  h→0
    
(1 + h )  2  -  1  2 

 __ 
h
  f(1 + h) = (1 + h )  2  ,  f(1) =  1  2 

=  lim  h→0
    1 + 2h +  h  2  - 1  __ 

h
   (1+h)2 QGó≤ªdG ∂a

=  lim  h→0
    
h(2 + h)

 _ 
h
  § q°ùH

=  lim  h→0
   (2 + h)h ≈∏Y º°ùbG

=2+0 = 2§ q°ùHh ¢V qƒY

أي أن ميل منحنى  y =  x  2 عند النقطة (1 ,1)  هو  2.
تحقق: من خلال التمثيل البياني للمنحنى ومماسه عند النقطة (1 ,1) نلاحظ أن ميل المستقيم الذي يمثِّل المماس 

يساوي � .
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد ميل مماÜ كل منحنى مما يiتي عند النقطة المعطاة:
y =  x  2  + 4, (-2, 8)  (1B  y =  x  2 , (3, 9)  (1A 

كما يمكنك استعمال صيغة مُعدل التغيّر اللحظي لإيجاد معادلة ميل المنحنى عند أي نقطة (x , f(x)) عليه .

أوجد معادلة ميل منحنى   y =   4 _ x عند أي نقطة عليه.
=  lim  h→0

     
f(x + h) - f(x)

  __ 
h
  m»¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe á¨«°U

=  lim  h→0
    
  4 _ 
x + h

   -   4 _ x  
 _ 

h
  mf(x + h) =   4 _ 

x + h
    ,  f(x) =   4 _ 

x
  

=  lim  h→0
    
  - 4h _ 
x(x + h)

  
 _ 

h
  m§«°ùÑàdG ºK , §°ùÑdG »a øjô°ùµdG  ìôWG

=  lim  h→0
    -4h _ 
xh(x + h)

  m§ q°ùH

=  lim  h→0
    -4 _ 
 x  2  + xh

  mÜô°VG ºK , h ≈∏Y º°ùbG

=   -4 _ 
 x  2  + x(0)

  m¢VqƒY

=   -4 _ 
 x  2 

  m§ q°ùH

 ،   m = -   4 _ 
 x  2 

أي أن ميل المماس للمنحنى عند أي نقطة  (x, f(x)) عليه هو  
والشكل المجاور يبين ميل المنحنى عند ثلاث نقط مختلفة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يiتي عند أي نقطة عليه: 

y =  x  3   (2B  y =  x  2  - 4x + 2  (2A 

ا(ر8صادات للدرا�صة
  عّدل التغيّر اللح�ي Sم 

 π«e ájÉ¡f ÜÉ°ùM óæY
 ™WÉ≤dG º«≤à°ùªdG

 OhóëdG ¿EÉa , h→0 ÉeóæY
 AGôLEG ó©H á«bÉÑdG

 …ƒàëJ »àdGh , äGQÉ°üàN’G
.G kQÉØ°UCG íÑ°üà°S h ô«¨àªdG

ميل المما�س لTلمنحن© عند نقطة علي¦مoDDال 1

y

xO
(1, 1)

ميل المنحن© عند اأ نقطة علي¦مoDDال 2

y

xO

−4

−8

−8

8

4

4 8

m = -   14

m = -4    

m =     -  116 (1, 4)
(8, 0.5)

(-4, -1)
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ال�صرعة المتجهة اللح�ية: تعلمت سابقًا طريقة حساب السرعة المتوسطة لجسم  يقطع مسافة f(t) في زمن 
مقداره t، من خلال قسمة المسافة المقطوعة على الزمن الذي استغرفه الجسم لقطع تلك المسافة. والسرعة المتجهة 

هي سرعة لها اتجاه. ويمكنك إيجاد السرعة المتوسطة المتجهة بالطريقة نفسها التي أوجدت بها السرعة المتوسطة 
مع توضيح اتجاهها باستعمال الإشارة في الناتج، فالإشارة الموجبة للناتج تعني اتجاه الأمام أو الأعلى، أما الإشارة 

السالبة فتعني اتجاه الخلف أو الأسفل.

  v  
avg

  º°ùé∏d á¡éàªdG á£°SƒàªdG áYô°ùdG ¿EÉa , f(t) øeõdG »a ádGO ¬Ø°UƒH ∑ôëàe º°ùL ™bƒe »£YoCG GPEG
á¨«°üdÉH ≈£©oJ b ≈dEG a øe á«æeõdG IôàØdG »a

 v  
avg

  =   
áaÉ°ùªdG »a ôq«¨àdG

  __  øeõdG »a ôq«¨àdG    =    
 f(b) - f(a)

 _ 
b - a

     

جر: تمثِّل المعادلة f(t) = -1.3 t  2  + 12t المسافة بالأميال، والتي قطعها عدّاء بعد t ساعة باتجاه خ� 
النهاية. ما سرعته المتوسطة المتجهة بين الساعتين الثانية والثالثة من زمن السباق؟

 . a = 2 ,  b = 3 اء عند الزمن أوجد أولً المسافة الكلية التي قطعها العدَّ
f(t) =-1.3 t  2  + 12t á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG f(t) = -1.3 t  2  + 12t

f(2) = -1.3(2 )  2  + 12(2) a = 2 , b = 3 f(3) = -1.3(3 )  2  + 12(3)

f(2)= 18.8 § q°ùH f(3)= 24.3

استعمل الآن صيغة السرعة المتوسطة المتجهة.
 v  avg  =   

f(b) - f(a)
 _ 

b - a
  á¡éàªdG á£°SƒàªdG áYô°ùdG á¨«°U

=   24.3 - 18.8 _ 3 - 2  f(b) = 24.3 ,  f(a) = 18.8, b = 3 , a = 2

= 5.5§ q°ùH
أي أن السرعة المتوسطة المتجهة للعدّاء بين الساعتين الثانية والثالثة هي mi/h 5.5  إلى الأمام.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
 تمثِّل  h(t) = 5 + 65t - 16 t  2 الرتفاع بالأقدام بعد t ثانية لبالون يصعد رأسيًّا، ما السرعة  بالون:  (3  

المتوسطة المتجهة للبالون بين t =2 s ، t = 1 s؟

إذا أمعنَّا النظر في إجابة المثال 3 ، نجد أنه تم حساب السرعة المتوسطة المتجهة من خلال 
إيجاد ميل القاطع الذي يمر بالنقطتين (18.8 ,2) ، (24.3 ,3) كما في الشكل المجاور. 

والسرعة المتجهة التي تم حسابها هي السرعة المتوسطة المتجهة خلال فترة زمنية ، وليست 
السرعة المتجهة اللحظية، والتي تساوي سرعة الجسم المتجهة عند لحظةò زمنيةò محددة.

ولإيجاد سرعة العدّاء المتجهة عند لحظةò زمنيةò محددة t ، فإننا نجد مُعدّل التغيّر 
اللحظي لمنحنى  f (t)  عند تلك اللحظة .

 ∂dòd v(t) á«¶ë∏dG á¡éàªdG áYô°ùdG ¿EÉa ,  f (t) øeõdG »a ádGO ¬Ø°UƒH ∑ôëàe º°ùL ™bƒe »£YoCG GPEG
 á¨«°üdÉH ≈£©J t øeõdG óæY º°ùédG

v (t)  =  lim  h→0
     
f(t + h) - f(t)

  __ 
h

  

.IOƒLƒe ájÉ¡ædG √òg ¿ƒµJ ¿CG •ô°ûH

ال�صرعة المتو�صطة المتجهةمفهوم اأ�صا�صي

ال�صرعة المتو�صطة المتجهةمoال 3 من واقع ا«ياةمoال 3 من واقع ا«ياة

 øjhÉ°T óªëe …Oƒ©°ùdG AG qó©dG RôMCG
 ÜÉ©dCG IQhO »a 1500 m ¥ÉÑ°S á«ÑgP
 ,Ω2010 ΩÉY ø«°üdG »a áeÉ≤ªdG É«°SBG

 áaÉ°ùe ™£b ó≤a §°SƒàªdG »ah
.ÉkÑjô≤J á≤«bO 2:24:33 ∫ÓN ôàeƒ∏«c

f(t)

tO

10

15

20

5

1 2

(2, 18.8)

3

(3, 24.3)

ال�صرعة المتجهة اللح�يةمفهوم اأ�صا�صي

ا(ر8صادات للدرا�صة

 موقع الج�ص  
 ≈£©j IOÉY º°ùédG ™bƒe

 ∂dPh y = f(x) ábÓ©dÉH
 iƒà°ùªdG »a ™bƒªdG ójóëàd

 , x, y ø««KGóME’G ád’óH
 ádGO ¬Ø°UƒH »£YoCG GPEG ÉeCG

 »æ©j Gò¡a ,t øeõdG »a
 x áÑcôªdG á∏°üëe) áMGRE’G
 º°ùédG ™bƒªd ( y áÑcôªdGh

 âfÉc GPEGh ,t á¶ë∏dG óæY
 º«≤à°ùe §N ≈∏Y ácôëdG

 É¡°ùØf ¿ƒµJ ™bƒªdG ádGO ¿EÉa
 √ÉéJ’G òNCG ™e áaÉ°ùªdG ádGO

.QÉÑàY’G ø«©H

ا(ر8صادات للدرا�صة
 á°SGQO óæY âaôY ¿CG ≥Ñ°S 

 ¿CG á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G
 »a á°UÉN ád’O ¬d √ÉéJ’G
 ájhGõdGh á¡éàªdG áaÉ°ùªdG

 √ÉéJ’G ¿EÉa ∂dòc ,á¡éàªdG
 ád’O ¬d á¡éàªdG áYô°ùdG »a

.á°UÉN
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 ßارتفاع الكرة عن سطح الأر f(t) = 2000 - 16 t  2  2000 ، وتمثِّل الدالة ft سقطت كرة من قمة بناية ارتفاعها
.5 s للكرة بعد v(t) ثانية من سقوطها. أوجد السرعة المتجهة اللحظية t بالأقدام بعد

لإيجاد السرعة المتجهة اللحظية، افترض أن t = 5 ، وطبق صيغة السرعة المتجهة اللحظية.

= lim  h→0
    
f(t + h) - f(t)

  __ 
h
   v (t) á«¶ë∏dG á¡éàªdG áYô°ùdG á¨«°U

=  lim  h→0
    2000 - 16(5 + h )  2  - [2000 - 16(5 )  2 ]

   ___  
h
   v (5)  f(5 + h) = 2000 - 16(5 + h )  2 , 

f(5) = 2000 - 16(5 )  2 

= lim  h→0
    -160h - 16 h  2   __ 

h
  § q°ùHh Üô°VGh (5+h)2 QGó≤ªdG ∂a

= lim  h→0
    
h(-160 - 16h)

  __ 
h
  π q∏M

= lim  h→0
  (-160 - 16h)h ≈∏Y º°ùbG

=-160 - 16(0) = -160§ q°ùHh ¢V qƒY

أي أن سرعة الكرة بعد s 5 هي ft/s 160، أما الإشارة السالبة فتعني أن الكرة تهبط لأسفل.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

سقطت علبة مادة التنظيف من يد عامل في أثناء قيامه بتنظيف نافذة بناية على ارتفاع ft 1400 عن سطح   (4  
الأرض، وتمثل الدالة  h(t) = 1400 - 16 t  2 ارتفاع العلبة بالأقدام بعد t ثانية من سقوطها. أوجد السرعة 

. 7 s بعد v(t) المتجهة اللحظية للعلبة

يمكن إيجاد معادلة للسرعة المتجهة اللَّحظية عند أي زمن.

تُعطى المسافة التي يقطعها جسم بالسنتمترات بعد t ثانية بالدالة s(t) = 18t - 3 t  3  - 1 . أوجد معادلة السرعة 
المتجهة اللحظية v(t) للجسم عند أي زمن .

طبِّق صيغة السرعة المتجهة اللحظية.
=  lim  h→0

    s(t + h) - s(t)
  __ 

h
   v (t) á«¶ë∏dG á¡éàªdG áYô°ùdG á¨«°U

=  lim  h→0
    18(t + h) - 3(t + h )  3  - 1 - [18t - 3 t  3  - 1]

    ____  
h
  s(t + h) = 18(t + h) - 3(t + h )  3   - 1 

s(t) = 18t - 3 t  3  - 1

=  lim  h→0
    18h - 9 t  2 h - 9t h  2  - 3 h  3   __ 

h
  § q°ùHh Üô°VGh (t+h)3 QGó≤ªdG ∂a

=  lim  h→0
    
h(18 - 9 t  2  - 9th - 3 h  2 )

  __ 
h
  π q∏M

=  lim  h→0
  (18 - 9 t  2  - 9th - 3 h  2 )h ≈∏Y º°ùbG

= 18 - 9 t  2  - 9t(0) - 3(0 )  2 § q°ùHh ¢V qƒY

= 18 - 9 t  2 § q°ùH

.v (t)  = 18 - 9 t  2  أي أنَّ معادلة سرعة الجسم المتجهة اللحظية عند أي زمن هي
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

تمثِّل الدالة  s(t) = 90t - 16 t  2 ارتفاع صارو× بعد t ثانية من إطلاقه رأسيًّا من مستوى سطح البحر ، حيث   (5  
الرتفاع بالأقدام. أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية  v (t) للصارو× عند أي زمن .

ال�صرعة المتجهة اللح�ية عند لح�ة زمنية معينةمoDDال 4
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(1 ∫Éãe) :المعطاة àتي عند النقاiمنحنى كل دالة مما ي Üأوجد ميل مما
y =  x  2  - 5x , (1, -4) , (5, 0)  1(  

y = 6 - 3x, (-2 , 12) , (6, -12)  2(  

y =   3 _ x   , (1, 3) , (3, 1)  3(  

y =  x  3  + 8 , (-2, 0) , (1, 9)  4(  

(2 ∫Éãe) :تي عند أي نقطة عليهiأوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما ي
y = - x  2  + 4x  6(  y = 4 - 2x  5(  

y =   1 _ 
 x  2 

   8(  y = 8 -  x  2  7(  

 y = -2 x  3  10(  y =   1 _ 
  √ # x  

   9(  

تزلج: تمثِّل الدالة p(t) = 0.06 t  3  - 1.08 t  2  + 51.84  موقع   11(  
(2 ∫Éãe) .ثانية من انطلاقه t متزلج على سفح جليدي بعد

t

p(t)

أوجد معادلة ميل السفح الجليدي عند أي زمن.  (a  

.t = 2 s, 5 s, 7 s أوجد الميل عندما  (b  

تمثِّل s(t) في كلٍّ مما يiتي بُعد جسم متحرè عن نقطة ثابتة بالأميال بعد 
t دقيقة. أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للجسم بالميل لكل ساعة في 

(3 ∫Éãe): )ل الدقائ� إلى ساعات الفترة الزمنية المعطاة. )تذكر بiن تحوِّ
s(t) = 0.4  t  2  -   1 _ 20   t  3  ,  3 ≤ t ≤ 5  12(  

s(t) = 1.08t - 30 ,  4 ≤ t ≤ 8  13(  

 s(t) = 0.01 t  3  - 0.01 t   2  ,  4 ≤ t ≤ 7  14(  

s(t) = -0.5(t - 5 )  2  + 3 ,  4 ≤ t ≤ 4.5  15(  

 t الرتفاع بالأقدام بعد  f (t) = -16 t2 + 65 t + 12  تمثِّل المعادلة   16(  
ثانية لكرة قذفت إلى أعلى، ما السرعة المتوسطة المتجهة للكرة بين  

(3 ∫Éãe) . t = 15, 2t

 t عن نقطة ثابتة بالأقدام بعد  èتي بُعد جسم متحرiفي كلٍّ مما ي f (t)تمثِّل
ثانية. أوجد السرعة المتجهة الل¬حظية لهذا الجسم عند الزمن 

(4 ∫Éãe) :المُعطى
f (t) = 100 - 16 t  2 , t = 3  17(  

f (t) = 38t - 16 t  2 , t = 0.8  18(  

f (t) = -16 t  2  - 400t + 1700, t = 3.5  19(  

f (t) = 1275 - 16 t  2 , t = 3.8  20(  

f (t) = 73t - 16 t  2 , t = 4.1  21(  

f (t) = -16 t  2  + 1100, t = 1.8  22(  

تمثِّل s(t) في كلٍّ مما يiتي المسافة التي يقطعها جسم متحرè. أوجد 
(5 ∫Éãe) : للجسم عند أي زمن v(t)  معادلة السرعة المتجهة اللحظية

s(t) = t - 3 t  2  24(  s(t) = 14 t  2  - 7  23(  

s(t) = 18 -  t  2  + 4t  26(  s(t) = 5t + 8  25(  

s(t) = 3 t  3  - 20 + 6t  28(  s(t) = 12 t  2  - 2 t  3  27(  

قفز م�لي: يمكنُ وصفُ ارتفاع مظلي   29(  

 بالأقدام عن سطح الأرض بعد t ثانية من قفزه
 . h(t) = 15000 - 16 t  2  بالدالة 

(3, 4, 5 á∏ãeC’G)
a)  أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للمظلي   

بين الثانيتين الثانية والخامسة من القفز.
b)  كم بلغت السرعة المتجهة اللحظية للمظَلِّي عند الثانية الثانية،   

وعند الثانية الخامسة؟
c)  أوجد معادلة سرعة المظلي المتجهة اللحظية عند أي زمن.  

<و�س: يُبيِّنّ الجدول أدناه ارتفاع غواص d  مقربًا لأقرب جزء من   30(  
عشرة بالأمتار عن سطح الماء بعد t ثانية من قفزه من مكان مرتفع 

نحو الماء.
t 0.5 0.75 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

d 43.8 42.3 40.1 34 25.3 14.3 0.75

a)  احسب السرعة المتوسطة المتجهة للغواص في الفترة الزمنية   
.0.5 ≤ t ≤ 1.0

b)  إذا كانت معادلة المنحنى لنقاط الجدول هي    
d(t) = -4.91 t  2 -0.04t+45.06 ، فأوجد معادلة سرعة 

 v(t) ثانية ، ثم استعمل t بعد v(t) الغواص المتجهة اللحظية
.3 s لحساب سرعته بعد

تدرب وحل ا½�صائل

h



¥É≤à°T’Gh äÉjÉ¡ædG   الفصل 4 154

 .75 ft/s كرة القدم: ركل سلمان كرة بسرعة رأسية قدرها  31(  

 افترض أن ارتفاع الكرة بالأقدام بعد t ثانية مُعطى بالدالة
. f(t) = -16 t  2  + 75t + 2.5

h

t

. v(t) أوجد معادلة سرعة الكرة المتجهة اللحظية  (a  

ما سرعة الكرة المتجهة بعد s 0.5 من ركلها؟  (b  

إذا علمت أن السرعة المتجهة اللحظية للكرة لحظة وصولها   (c  
إلى أقصى ارتفاع هي صفر، فمتى تصل إلى أقصى ارتفاع؟ 

ما أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة؟  (d  

فيزيا%: تعطى المسافة التي يقطعها جسم يتحرك على مسار   32(  
مستقيم بالمعادلة d(t) = 3 t  3 +8t + 4 ، حيث t الزمن بالثواني ، 

و d المسافة بالأمتار.
أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية للجسم v(t) عند   (a  

أي زمن.
استعمل v(t) لحساب سرعة الجسم المتجهة عندما    (b  

t = 2 s, 4 s, 6 s

م�صائل مهارات التفكÕ العليا

اكت�صف الخطاأ: سþُل علي وجميل   33(  
أن يصفا معادلة ميل مماس منحنى 

الدالة الممثَّلة بيانيًّا في الشكل المجاور 
عند أي نقطة على منحناها. فقال علي: 

إن معادلة الميل ستكون متصلة ؛ لأن 
الدالة الأصلية متصلة ، في حين قال 

جميل: إن معادلة الميل لن تكون 
ر إجابتك.  متصلة. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ فسِّ

f(x) = 2 x  4  + 3 x  3  - 2x أوجد معادلة ميل مماس منحنى : تحد\  34(  
عند أي نقطة عليه. 

تبرير: هل العبارة الآتية صحيحة أو خاطþة " يقطع المماس   35(  
ر إجابتك. منحنى الدالة عند نقطة التماس فقط"؟ برِّ

 t تبرير: صح أم خطأ: إذا أُعطيت المسافة التي يقطعها جسم بعد  36(  
ثانية بـ s(t) = at + b ، فإن السرعة المتجهة اللحظية للجسم 

ر إجابتك. تساوي a دائمًا. برِّ
اكتi بيِّن لماذا تكون السرعة المتجهة اللحظية لجسم متحرك صفرًا   37(  

عند نقطة القيمة العظمى والصغرى لدالة المسافة.

مراجعة تراكمية

(4-2 ¢SQódG): )تي )إن وجدتiاحسب كل نهاية مما ي
 lim  x→4

   ( x  2  + 2x - 2)  38(  

  lim  x→-1
 (- x  4  +  x  3  - 2x + 1)  39(  

 lim  x→0
   (x + sin x)  40(  

(4-2 ¢SQódG) :)تي )إن وجدتiاحسب كل نهاية مما ي
 lim  x→∞ 

   3 x  2  +x + 1  _ 
 2x  2  + 5

   41(  

 lim  x→∞ 
    x  3  - x  2  + 2  _ 
 x  4  +  x  3  +3x

   42(  

تدريi عل© اختبار

 ما معادلة ميل منحنى   y = 2 x  2 عند أي نقطة عليه؟   43(  

 m = x  C  m = 4x  A  

m = - 4x  D  m = 2x  B  

)44   سقطت كرة بشكل رأسي، فكانت المسافة التي تقطعها بالأقدام   

    lim  h→0 
    
d(2+h)-d(2)

 __ 
h
بعد t ثانية تعطى بالدالة  d(t) = 16 t  2. إذا كانت   

تمثِّل السرعة المتجهة للكرة بعد s 2 ، فكم تساوي هذه السرعة ؟
64 ft/s  C  46 ft/s  A  

72 ft/s  D  58 ft/s  B  

 ماميل مماس منحنى  y =  x  3  + 7 عند النقطة (34 , 3)؟   45(  

27  C  -9  A  

34  D  9  B  

y

xO

f(x) = x



(4-2 ¢SQódG) :تيiر كل نهاية مما ي قدِّ
  lim  
x→ 0  +  

   
|x|

 _ x      lim  
x→ 0  +  

   sin x _ x    

  lim  x→ 0  -  
   cos x - 1 _ x      lim  x→ 3  -  

   2 x  2  - 18 _ 
x - 3

    

 lim  x→1
    √ ###  x  3  + 3     lim  x→3

     2x _ 
 x  2  + 1

    

 lim  x→3
    
|4 -x|

 _ 
  √ # 3x  

      lim  x→-4
      

√ ### x + 20  
 _ x    

ا بحيث تُعطى قيمتها بvلف الريالت     تزداد قيمة تحفة فنية فريدة سنويًّ

(4-1 ¢SQódG) . v(t) =   400t + 2 _ 
2t + 15

بعد t سنة بالعلاقة    
.0 ≤ t ≤ 10 بيانيًّا في الفترة v(t) مثِّل الدالة  (a  

استعمل التمثيل البياني؛ لتقدير قيمة التحفة الفنية عندما  (b   
.t = 2, 5, 10

.  lim  t→∞
 v(t) استعمل التمثيل البياني لتقدير  (c  

وضّح العلاقة بين النهاية وسعر التحفة الفنية.  (d  

احسب كل نهاية مما يiتي بالتعوي� المباشر ، إذا كان ممكنًا، وإل فاذكر 
(4-2 ¢SQódG) .السبب

 lim  x→9
     x  2  + 1 _ 
  √ # x   - 3

    

  lim  x→-2
  (2 x  3  +  x  2  - 8)   

حياة بريWة: يمكن تقدير عدد الغزلن بالمþات في محمية بالعلاقة     

  __  P(t) =   10 t  3  - 40t + 2   ، وذلك بعد t سنة ، حيث t ≥ 3. . ما أكبر 
2 t  3  + 14t + 12

(4-2 ¢SQódG) عدد للغزلن يمكن أن يوجد في هذه المحمية؟

(4-2 ¢SQódG) :تي إذا كانت موجودةiاحسب كل نهاية مما ي
  lim  x→∞

    2 x  3  - x - 2 _ 
4 x  3  + 5 x  2 

      lim  x→∞
  (15 -  x  2  + 8 x  3 )   

  lim  x→∞
  (10 x  3  - 4 +  x  2  - 7 x  4 )     lim  x→∞

    2 x  2  + 5x - 1  __  
2 x  4  - 14 x  2  + 2

    

  lim  x→0
    2 x  2  + 5 _ 
10 -  (2.7)    

16 _ x   
ر      اختيار من متعدد : قدِّ    

(4-1 ¢SQódG) 
  1 _ 2   B غير موجودة   A  

-∞  D  ∞  C  

 أوجد ميل مماÜ منحنى كل دالة مما يiتي عند النقاà المعطاة: 
(4-3 ¢SQódG)

y =  x  2  - 3x , (2, -2) , (-1, 4)   

y = 2 - 5x , (-2, 12) , (3, -13)   

y =  x  3  - 4 x  2  , (1, -3) , (3, -9)   

األعاب نارية: انطلقت قذيفة ألعاب نارية رأسيًّا إلى أعلى بسرعة    
ft/s 90، وتمثِّل الدالة h(t) = -16 t  2  + 90t + 3.2  الرتفاع 

(4-3 ¢SQódG) .ثانية من إطلاقها t الذي تبلغه القذيفة بعد
أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية v(t) للقذيفة.  (a  

ما السرعة المتجهة للقذيفة بعد s 0.5 من الإطلاق؟  (b  

ما أقصى ارتفاع تبلغه القذيفة؟  (c  

اختيار من متعدد: أيٌّ مما يأتي يمثِّل معادلة ميل منحنى    
(4-3 ¢SQódG) عند أي نقطة عليه؟  y = 7 x  2  - 2

  m = 7x - 2  C  m = 7x  A  

m = 14x - 2  D  m = 14x  B  

 . s (t) دقيقة بالدالة t بالأميال بعد èتُعطى المسافة التي يقطعها جسم متحر
أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للجسم في كل مما يiتي بالميل 

ر أن تحول الدقائ� إلى  لكل ساعة على الفترة الزمنية المعطاة. تذك¬
(4-3 ¢SQódG) .ساعات

s(t) = 12 + 0.7t ,  2  ≤ t ≤  5   

s(t) = 2.05t - 11 ,  1  ≤ t ≤  7   

s(t) = 0.9t - 25 , 3 ≤ t ≤ 6   

s(t) = 0.5 t  2  - 4t , 4 ≤ t ≤ 8   

أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية v(t) لجسم يُعطى موقعه عند أي 
(4-3 ¢SQódG)  :تيiفي كل مما ي h(t) زمن بالعلقة

h(t) = 4 t  2  - 9t   

h(t) = 2t - 13 t  2   

h(t) = 2t - 5 t  2   

h(t) = 6 t  2  -  t  3   

اختبار منت�صف الف�صل
الدرو�س من 1 - 4 ا(ل© 3 - 4

2( 1(

4( 3(

6( 5(

8( 7(

9(

10(

11(

12(

14( 13(

16( 15(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(

24(

25(

26(

27(

28(

29(

30(
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���
Derivatives

 . 65 ft/s 3، فانطلقت بسرعة ft ركل أحمد كرةً رأسيًّا إلى أعلى من ارتفاع
يمكنك استعمال معادلات الحركة بتسارع ثابت، التي درستها في الفيزياء لكتابة 

دالة تصف ارتفاع الكرة بعد t ثانية، ومن ثم تحديد ما إذا كانت الكرة ستبل� ارتفاع 
ft 68 أم لا.

��Ò'F استعملت النهايات في الدرس 3 - 4 لتحديد ميل 
مماس منحنى الدالة f (x) عند أي نقطة عليه ، وتُسمى هذه النهاية مشتقة الدالة 

ويرمز لها بالرمز f ′(x) ، وتُعطى بالصيغة:

   f ′(x)  =   lim    
h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h
  

ى النتيجة معادلة تفاضلية. ى عملية إيجاد  المشتقة الشتقاق، وتُسم بشرà وجود هذه النهاية، وتُسم

. x = 1 , 5 باستعمال النهايات، ثم احسب قيمة المشتقة عندما   f (x) = 4 x  2  - 5x + 8 أوجد مشتقة

=   lim    
h→0

    
f(x + h) - f(x)

  __ 
h
  f ′(x)سا�لاوحم}ساقل�

=   lim    
h→0

    4(x + h )  2  - 5(x + h) + 8 - (4 x  2  - 5x + 8)
    ____  

h
   f (x + h) = 4(x + h )  2  - 5(x + h) + 8ا, 

f (x) = 4 x  2  - 5x + 8ا

=   lim    
h→0

    8xh + 4 h  2  - 5h  __ 
h
ط   Qسzب

=   lim    
h→0

    
h(8x + 4h - 5)

  __ 
h
  �Qلل

=   lim    
h→0

  (8x + 4h - 5)hسماعلىاzوق

= [8x + 4(0) - 5] = 8x - 5ض�Qعع

.  x =1 , 5 عندما  f ′(x) احسب .  f ′(x) = 8x - 5 هي  f (x) أي أن مشتقة
= 8x - 5f ′(x)8 =وحموتدحلاو أ�سلالx - 5f ′(x)

= 8(5) - 5f ′(5)x = 1 , x =5= 8(1) - 5f ′(1)

= 35f ′(5)ط Qسz3 =بf ′(1)

��¥E��u��¥E��u

أوجد مشتقة f (x)  باستعمال النهايات، ثم احسب قيمة المشتقة عند قيم x المعطاة:
f (x) = -5  x   2  + 2x - 12, x = 1 , 4  (1B  f (x) = 6  x   2  + 7, x = 2 , 5  (1A 

 _ d       ، فlن ذلك يعني إيجاد 
dx

    , ′ y  ، وإذا سب� الدالة المؤثر التفاضلي  
df

 _ 
dx

    ,    
dy

 _ 
dx

ا بالرموز     يُرمز لمشتقة y = f (x)  أيضً
مشتقة الدالة.

الzستباما�اوحممت�ستلا Oدر�ست
را Tااوحا�ا Qود Oإزجتدام 

وحلح�ي� )وحدر�ضا4-3( 

اما�امنحنىادوحلا Oوأجد  ■
=اراخ�الابت�ساومتاا

وحم}ساقتل�
اقعوعداو 7ساقت�ا Oوأ�ساوم�  ■

 إزجتداوحم}ساقتل�

وحم}ساقل

derivative

و 7ساقت�

differentiation

وحموتدحلاوحافت�سلال

differential equation

وحمع'.راوحافت�سلي

differential operator

��J'��مoDDال 1

قرا%ة الريا�صيات

 ���
  f  ام}ساقلf ′(x)اyقروأاوحرمOز

ابتحنzسبلاحلما�ار
xا، وأااf prime of xا�

 ¬��
وحوتحماوحمzسلما7سر�اوحدزناوح�ع�سي 

)وحماعفىاعت�اG610@(امناخÉاا
ادرو�ساهاوحموتد لاوحايادرجا�تا≥3

و�ساوم�افيال�اGذ اوحموتد ل، 
وحقاملاوحو�مىاحلوبترولاوحجبرزل، 

اوأخذ" وحم}سا�او أاا "ح�ذ اوحوبترولا
مناداناوأنازzساوم�او�سمه )وحم}سا�ا
و أاا(، ابرGناعلىاوأناجذراوحموتدحلا
عِّ�ضابها Oوحايازح�س�اعلا�تاوإ3وامتاع
فياوحوبترةاوحجبرزل، وأع�ىاوحقاملا

وحو�مىاحلوبترة�
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حتى هذه اللحظة استعملت النهاية؛ لإيجاد كلٍّ من المشتقة وميل المماس والسرعة المتجهة اللحظية. وتُعدُّ قاعدة 
مشتقة القوة من أكثر القواعد فعالية لإيجاد المشتقات من دون اللجوء إلى استعمال النهايات، مما يجعل عملية إيجاد 

المشتقات أكثر سهولةً ودقة.

 á≤à°ûªdG »a x πeÉ©eh ,á«∏°UC’G ádGódG »a x Iƒb øe óMGƒH πbCG á≤à°ûªdG »a x Iƒb  :التعبير اللف�ي
.á«∏°UC’G ádGódG »a x Iƒb …hÉ°ùj

.  f ′( x) = n  x   n - 1  :¿EÉa ,»≤«≤M OóY n å«M ,  f (x) =  x   n  ¿Éc GPEG الرموز: 

أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي:
f (x) =  x   9  (a  

=   x  9 f (x)IÉ£©ªdG ádGódG
= 9 x  9 - 1 f ′(x)Iƒ≤dG á≤à°ûe IóYÉb
= 9 x  8 § u°ùH

g(x) =   
5
 √ "  x  7    (b  

=   
5
 √ #  x  7   g(x)IÉ£©ªdG ádGódG

=  x    
7 _ 5   g(x)á«Ñ°ùf I qƒ≤c ádGódG áHÉàc óYCG

=   7 _ 5    x     
7 _ 5   - 1 g ′(x)Iƒ≤dG á≤à°ûe IóYÉb

=   7 _ 5    x     
2 _ 5    =   7 _ 5     

5
 √ #  x  2   § u°ùH

h(x) =   1 _ 
 x  8 

   (c  

=   1 _ 
 x  8 

  h(x)IÉ£©ªdG ádGódG

=  x  -8 h(x)áÑdÉ°S I qƒ≤c ádGódG áHÉàc óYCG

= - 8  x   -8 - 1 h′(x)Iƒ≤dG á≤à°ûe IóYÉb

= - 8  x   -9  = -   8 _ 
 x  9 

   § u°ùH

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي:

m(x) =   1 _ 
 x  5 

   )2C  k(x) =    √ #  x  3    )2B  j(x) =  x  4   )2A 

. هناك العديد من قواعد الشتقاق الأخرى المهمة التي تفيد في إيجاد مشتقات الدوال التي تحوي أكثر من حدٍّ

 , âHÉK OóY c å«M , f (x) = c âfÉc GPEG ¬fCG …CG ;G kôØ°U …hÉ°ùJ áàHÉãdG ádGódG á≤à°ûe   :mابoم�صتقة ال
. f  ′(x) = 0 ¿EÉa

.  f   ′(x) = c n  x   n - 1 :¿EÉa ,»≤«≤M OóY n h ,âHÉK c å«M , f (x) = c  x  n  âfÉc GPEG م�صتقة م®صاعفات القوّة: 

.  f  ′(x) = g ′(x) ± h ′(x):¿EÉa ,   f (x) = g(x) ± h(x):âfÉc GPEG م�صتقة المجموع اأو الفرق: 

قاعدة م�صتقة القوةمفهوم اأ�صا�صي

قاعدة م�صتقة القوةمoDDال 2

تنبي¦ �
 م�صتقات القوM ال�صالبة 

 â°ù«d f (x) =  x  - 4  á≤à°ûe
 ôcòJ . f ′(x) = - 4  x   -3 

 øe G kóMGh ìô£f ¿CG Öéj ÉæfCÉH
:≈∏Y π°üëæd ; ¢SC’G 

;- 4 - 1 = -4 + (-1)=-5 
. f ′(x) = - 4  x  -5  ¿EÉa Gòd

قواعد اأخرM ل8Òصتقاقمفهوم اأ�صا�صي
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أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي:
f (x) = 5 x  3  + 4  (a  

= 5 x  3  + 4f(x)IÉ£©ªdG ádGódG
= 5 · 3 x  3 - 1  + 0f ′(x)´ƒªéªdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†eh ,âHÉãdG äÉ≤à°ûe óYGƒb
= 15 x  2 § u°ùH

g(x) =  x  5 (2 x  3  + 4)  (b  

=  x  5 (2 x  3  + 4)g(x)IÉ£©ªdG ádGódG
= 2 x  8  + 4 x  5 g(x)™jRƒàdG á«°UÉN
= 2 · 8 x  8 - 1  + 4 · 5 x  5 - 1 g′(x)´ƒªéªdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†e »nà≤à°ûe ÉJóYÉb
= 16 x  7  + 20 x  4 § u°ùH

h(x) =   5 x  3  - 12x + 6  √ "  x  5   
  __ x   (c  

=   5 x  3  - 12x + 6  √ #  x  5     __ x  h(x)IÉ£©ªdG ádGódG

=   5 x  3  _ x   -   12x _ x   +   6  √ #  x  5    _ x  h(x)x ≈∏Y §°ùÑdG »a xóM πc º°ùbG

= 5 x  2  - 12 + 6  x    
3 _ 2    h(x) x    

5 _ 2    ·  x  - 1  =  x    
3 _ 2    

= 5 ·  2 x  2 - 1  - 0 + 6 ·   3 _ 2    x    
3 _ 2   - 1 h′(x)¥ôØdGh ´ƒªéªdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†eh ,âHÉãdG äÉ≤à°ûe óYGƒb

= 10x + 9 x    
1 _ 2     = 10x + 9  √ # x  § u°ùH

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي:

h(x) =   4 x  4  - 3 x  2  + 5x  __ x   )3C   g(x) = 3 x  4 (x + 2)  )3B  f(x) = 2 x  5  -  x  3  - 102  )3A 

الآن ، وبعد أن درست القواعد الأساسية للاشتقاق، يمكنك حل المسائل التي تتطلب حساب ميل مماس المنحنى، أو 
إيجاد السرعة المتجهة اللحظية بخطوات أقل، ففي مثال 5 من الدرس 3-4 ، أوجدنا معادلة السرعة المتجهة اللحظية 

، وستلاحظ الآن سهولة حل المسألة نفسها بتطبيق قواعد الشتقاق. òمتحرك òلجسم

تُعطى المسافة التي يقطعها جسم بالسنتمترات بعد t ثانية بالدالة: s(t) = 18t - 3 t  3  - 1 ، أوجد معادلة السرعة 
المتجهة اللحظية v(t) للجسم.

. s′(t) السرعة المتجهة اللحظية للجسم هي
= 18t - 3 t  3  - 1s(t)IÉ£©ªdG ádGódG
= 18 · 1 t  1 - 1  - 3 · 3 t  3 - 1  - 0s′(t)¥ôØdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†eh ,âHÉãdG äÉ≤à°ûe óYGƒb
= 18 - 9 t  2 § u°ùH

أي أن سرعة الجسم المتجهة اللحظية هي:  v(t) = 18 - 9 t  2  ، لحظ أن هذه الإجابة مكافþة لتلك التي حصلت 
عليها في المثال 5 من الدرس 3 - 4 .

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
فت رأسيًّا إلى أعلى. أوجد معادلة  õثانية لكرة قُذ t تمثِّل الرتفاع بالأقدام بعد h(t) = 55t - 16 t  2  :الدالة  (4  

السرعة المتجهة اللحظية للكرة عند أي زمن .

قواعد الا8صتقاقمoDDال 3

ا(ر8صادات للدرا�صة

 الم�صتقات 
 ¿EÉa , f (x) = x âfÉc GPEG

 f (x) âfÉc GPEG h , f ′(x) = 1
. f ′( x) = c ¿EÉa , = cx

تنبي¦ �
 øe xπc OÉéjEG ∂æµªj π«¡°ùà∏d 

 ,ádGódG ≈æëæªd ¢SÉªªdG π«e
 ,á«¶ë∏dG á¡éàªdG áYô°ùdGh

 ΩGóîà°SÉH ,ádGódG á≤à°ûeh
 ∂æe Ö∏£oj ºd Ée óYGƒ≤dG

 x…CG OÉéjE’ äÉjÉ¡ædG ΩGóîà°SG
.É¡æe

ال�صرعة المتجهة اللح�يةمoDDال 4
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ى نقطةً حرجةً للدالة، والنقطة الحرجة قد تشير إلى  النقطة التي تكون عندها مشتقة الدالة صفرًا أو غير موجودة تُسمَّ
وجود نقطة قيمة عظمى أو صغرى للدالة ، وتحدثُ عندما يكون ميل مماس منحنى الدالة صفرًا أو غير موجود.

 , [a, b] á≤∏¨ªdG IôàØdG ≈∏Y á∏°üàe f (x) âfÉc GPEG
 , [a, b] IôàØdG ≈∏Y iô¨°Uh ≈ª¶Y áª«b É¡d ¿EÉa

 i nóMEG óæY hCG IôàØdG » naôW óMCG óæY ÉeEG ∂dPh
.áLôëdG •É≤ædG

لتعيين نقاط القيم العظمى والصغرى للدالة على فترة مغلقة، ل بد من حساب قيم الدالة عند أطراف الفترة، وعند 
النقاط الحرجة في تلك الفترة.

 t تمثِّل ارتفاع إبراهيم بالأقدام في أثناء ركوبه أفعوانية، حيث  h (t) = -   1 _ 
3
   t   3  + 4 t   2  +   11 _ 

3
اأفعوانية: الدالة:   

الزمن بالثواني في الفترة الزمنية [12 ,1] ، أوجد أقصى وأدنى ارتفاع يبلغه إبراهيم.
. h(t) أوجد مشتقة

= -   1 _ 
3
    t  3  + 4 t  2  +   11 _ 3  h(t)IÉ£©ªdG ádGódG

= -   1 _ 
3
   · 3  t  3 - 1  + 4 · 2 t  2 - 1  + 0h′(t)¥ôØdGh ,´ƒªéªdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†eh ,âHÉãdG ¥É≤à°TG óYGƒb

= -  t  2  + 8t§ q°ùH

. h′(t) = 0 أوجد النقاط الحرجة بحل المعادلة
= 0h′(t)ádOÉ©ªdG ÖàcG
= 0- t  2  + 8th′(t) = -  t  2  + 8t

= 0-t(t - 8)π q∏M

إذن: t = 8  أو t = 0 ، وحيث إن t = 0 ل تقع في الفترة [12 ,1] ، فإن للدالة نقطة حرجة واحدة عند t = 8 ؛ لذا 
. t = 1, 8, 12 عندما h(t) نحسب قيم

= -   1 _ 
3
  (1 )  3  + 4(1 )  2  +   11 _ 3   ≈ 7.33h(1)

= -   1 _ 
3
  (8 )  3  + 4(8 )  2  +   11 _ 3   = 89h(8)≈ª¶Y áª«b

= -   1 _ 
3
  (12 )  3  + 4(12 )  2  +   11 _ 3   ≈ 3.67h(12)iô¨°U áª«b

.12 s 3.67 تقريبًا بعد ft 8، في حين أن أدنى ارتفاع هو s 89، وذلك بعد ft أي أن أقصى ارتفاع يبلغه إبراهيم هو

 _ h(t) = -   1  المجاور على 
3
    t  3 + 4 t  2  +   11 _ 

3
التمثيل البياني للدالة:     التحقق من الحل 

ز هذه النتيجة ، حيث يبيِّن  الفترة [12 ,1] باستعمال الآلة البيانية يعزِّ
 .t = 8 s 89 ، ويكون عندما ft التمثيل البياني أن أعلى ارتفاع يساوي

$ t = 12 s وأدنى ارتفاع يساوي 3.67، ويكون عندما

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ريا�صة القفز: الدالة: h(t) = 20 t  2  - 160t + 330 تمثِّل ارتفاع سعد بالأقدام في أثناء مشاركته في قفزة   (5  
(، حيث t الزمن بالثواني في  البنجي )القفز من أماكن مرتفعة، بحيث تكون القدمان موثقتين بحبلò مطاطيٍّ

الفترة [6 ,0] . أوجد أقصى وأدنى ارتفاع يبلغه سعد في هذه الفترة الزمنية.

ن�رية القيمة الق�صوMمفهوم اأ�صا�صي

¢�<

a b

I�

O

y y

x x

y = f(x) y = f(x)

a b
I�

,2¡/¡EÌ= Lim  f(x)
x! 0

القيمتان الع�م© وال�صغرM لدالةمoال 5 من واقع ا«ياةمoال 5 من واقع ا«ياة

 ÉkãjóM äÉ«fGƒ©aC’G áYô°S äOGORG
 ∂dòch , 120 mi/h ≈dEG π°üàd
 .450 ft ≠∏Ñàd É¡JÉYÉØJQG äOGORG

ا(ر8صادات للدرا�صة

 دالة كoيرة الحدود  
 Iô«ãc ádGO ∞jô©J ∫Éée

 OGóYC’G áYƒªée ƒg OhóëdG
 âfÉc GPEG ∂dòd á«≤«≤ëdG

 , mOhóM Iô«ãc ádGO á≤à°ûªdG
 óLƒJ áLôëdG •É≤ædG ¿EÉa
 á≤à°ûªdG ¿ƒµJ ÉeóæY §≤a

.G kôØ°U 
 º«≤dG OÉéjEG óæY ∂dòdh

 ádGód iô¨°üdGh ≈ª¶©dG
 Iôàa ≈∏Y f(x) OhóM Iô«ãc

 óæY ádGódG º«b óéf ,[a, b]
 máª«b …CG óæYh IôàØdG » naôW

. f’(x)=0 ÉgóæY ¿ƒµJ x p `d
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تَي  تين تساوي مجموع مشتقَّ تRي ال®صرب والق�صمة: تعلَّمت في هذا الدرس أن مشتقة مجموع دالَّ Wقاعدتا م�صتق
تين، فهل تكون مشتقة ناتج ضرب دالتين مساويةً لناتج ضرب مشتقتَي الدالتين؟ افترض أن:   الدالَّ

. f (x) = x , g(x)  = 3 x  3  

م�صتقة ال®صرب

  d _ 
dx

   [  f(x) · g(x)] =   d _ 
dx

   [x · 3 x  3 ]

 =   d _ 
dx

   (3 x  4 ) = 12  x  3 

�صرب الم�صتقات

  d _ 
dx

    f(x) ·   d _ 
dx

   g(x) =   d _ 
dx

   (x) ·   d _ 
dx

   (3 x  3 )

 = 1 · 9 x  2  = 9 x  2 

تين ل تساوي بالضرورة ناتج ضرب مشتقتَي الدالتين، ويمكننا استعمال  يتضح من هذا المثال أن مشتقة ناتج ضرب دالَّ
تين. القاعدة الآتية لإيجاد مشتقة ناتج ضرب دالَّ

.    d _ 
dx

   [ f (x) g(x)] = f ′(x) g(x) + f (x) g′(x) :¿EÉa , x óæY IOƒLƒe g nh f  ø«àdGódG øe xπc á≤à°ûe âfÉc GPEG

48 øjôªàdG »a Üô°†dG á≤à°ûe IóYÉb øgôÑà°S

أوجد مشتقة كل دالةò مما يiتي:
h(x) = ( x   3  - 2x + 7)(3 x   2  - 5)  (a  

. h(x) = f(x)g(x) :أي أن ، f (x) =  x   3  - 2 x + 7 , g(x) = 3 x   2  - 5 :افترض أن   

=  x  3  - 2x + 7f (x)¢VôØdG øe
= 3  x  2  - 2f ′(x)¥ôØdGh ´ƒªéªdGh ,âHÉãdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†eh ,Iƒ≤dG äÉ≤à°ûe óYGƒb
= 3  x  2  - 5g(x)¢VôØdG øe
= 6 xg′(x)¥ôØdGh ,âHÉãdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†e äÉ≤à°ûe óYGƒb

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g′(x) استعمل   

= f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)h′(x)Üô°†dG á≤à°ûe IóYÉb
= (3 x  2  - 2)(3 x  2  - 5) + ( x  3  - 2x + 7)(6x)¢VqƒY
= 9 x  4  - 15 x  2  - 6 x  2  + 10 + 6 x  4  - 12 x  2  + 42x™jRƒàdG á«°UÉN
= 15 x  4  - 33 x  2  + 42x + 10§ q°ùH

h(x) = ( x  3  - 4 x  2  + 48x - 64)(6 x  2  - x - 2)  (b  

. f (x) =  x   3  - 4 x   2  + 48x - 64 , g(x) = 6 x   2  - x - 2 :افترض أن   

= x  3  - 4 x  2  + 48x - 64f (x)¢VôØdG øe
= 3 x  2  - 8x + 48f ′(x)¥ôØdGh ´ƒªéªdGh ,âHÉãdGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†eh ,Iƒ≤dG äÉ≤à°ûe óYGƒb
= 6 x  2  - x - 2g(x)¢VôØdG øe
= 12x - 1g′(x)¥ôØdGh ,âHÉãdGh ,Iƒ≤dGh ,iƒ≤dG äÉØYÉ°†eh äÉ≤à°ûe óYGƒb

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g′(x) استعمل   

= f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)h′(x)Üô°†dG á≤à°ûe IóYÉb
= (3 x  2  - 8x + 48)(6 x  2  - x - 2) + ( x  3  - 4 x  2  + 48x - 64)(12x - 1)¢VqƒY

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد مشتقة كل دالةò مما يiتي:
h(x) = ( x  2  +  x  3  + x)(8 x  2  + 3)  (6B  h(x) = ( x  5  + 13 x  2 )(7 x  3  - 5 x  2  + 18)  (6A 

قاعدة م�صتقة ال®صربمفهوم اأ�صا�صي

قاعدة م�صتقة ال®صربمoDDال 6

ا(ر8صادات للدرا�صة

 قاعدة م�صتقة ال®صرب  
 á≤à°ûe IóYÉb øY èàænj

 .¬£«°ùÑJ øµªj QGó≤e Üô°†dG
 ¬dÉM ≈∏Y ¬côJ É k°†jCG ∂æµªjh

 øµJ ºd Ée ,§«°ùÑJ ¿hO øe
.¬£«°ùÑJ ≈dEG áLÉM »a
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بطريقة التبرير نفسها في مشتقة الضرب، يمكنك ملاحظة أن مشتقة ناتج قسمة دالتين ل تساوي ناتج قسمة مشتقتَي 
الدالتين، ويمكن استعمال القاعدة الآتية لحساب مشتقة قسمة دالتين.

:¿EÉa , g(x) ≠ 0 ¿Éch , x óæY IOƒLƒe  f , g ø«àdGódG øe xπc á≤à°ûe âfÉc GPEG

   d _ 
dx

    
 
       
f(x)

 _ 
g(x)

    
 
 )     =   

f ′(x) g (x) - f (x) g′(x)
  __  

[ g(x) ]  2 
   

 50 øjôªàdG »a áª°ù≤dG á≤à°ûe IóYÉb øgôÑà°S

أوجد مشتقة كل دالةò مما يiتي:
h(x) =   5 x  2  - 3 _ 

 x  2  - 6
   (a  

. h(x) =   
f(x)

 _ 
g(x)

افترض أن: f (x) = 5 x  2  - 3 , g(x) =  x  2  - 6  ؛ أي أن:       

= 5 x  2  - 3f (x)¢VôØdG øe
= 10xf ′(x)¥ôØdGh ,âHÉãdGh , iƒ≤dG äÉØYÉ°†e äÉ≤à°ûe óYGƒb
=  x  2  - 6g(x)¢VôØdG øe
= 2xg′(x)¥ôØdGh , âHÉãdGh , Iƒ≤dG äÉ≤à°ûe óYGƒb

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g ′(x) استعمل   

=   
f ′(x) g (x) - f(x) g ′(x)

  __  
[ g(x) ]  2 

  h′(x)áª°ù≤dG á≤à°ûe IóYÉb

=   
10x( x  2  - 6) - (5 x  2  - 3)(2x)

   ___  
( x  2  - 6 )  2 

  ¢VqƒY

=   10 x  3  - 60x - 10 x  3  + 6x  __  
( x  2  - 6 )  2 

  ™jRƒàdG á«°UÉN

=   - 54x _ 
( x  2  - 6 )  2 

  § q°ùH

h(x)  =    x  2  + 8 _ 
 x  3  - 2

   (b  

.  f (x) =  x  2  + 8 ,  g(x) =  x  3  - 2 :افترض أن   

=  x  2  + 8f (x)¢VôØdG øe
= 2xf ′(x)´ƒªéªdGh ,âHÉãdGh , Iƒ≤dG äÉ≤à°ûe óYGƒb
=  x  3  - 2g(x)¢VôØdG øe
= 3 x  2 g ′(x) ¥ôØdGh ,âHÉãdGh , Iƒ≤dG äÉ≤à°ûe óYGƒb

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g′(x) استعمل   

=   
f ′(x) g(x) - f (x) g′(x)

  __  
[ g(x) ]  2 

  h′(x)áª°ù≤dG á≤à°ûe IóYÉb

=   
2x( x  3  - 2) - ( x  2  + 8)3 x  2 

  __  
( x  3  - 2 )  2 

  ¢VqƒY

=   - x  4  - 24 x  2  - 4x  __ 
( x  3  - 2 )  2 

  § q°ùH ºK ,¢SGƒbC’G ∂a

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة كل دالةò مما يiتي:

k(x) =   6x _ 
2 x  2  + 4

   (7B  j(x) =   7x - 10 _ 
12x + 5

   (7A 

قاعدة م�صتقة الق�صمةمفهوم اأ�صا�صي

قاعدة م�صتقة الق�صمةمoDDال 7

ا(ر8صادات للدرا�صة

 قاعدة م�صتقة الق�صمة 
 á≤à°ûe èJÉf §«°ùÑJ qó©oj

 øe ô«ãc »a É vª¡e áª°ù≤dG
 øe ¢ù«d ¬fCG ’EG , øjQÉªàdG

 ,ΩÉ≤ªdG ¢SGƒbCG ∂a …Qhô°†dG
 §«°ùÑJ ∂dP øY èàæj ºd Ée

.ôãcCG
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أوجد مشتقةó كلِّ دالة مما يiتي باستعمال النهايات، ثم احسب قيمة المشتقة 
ا)مثتاا1ا( عند النقاà المعطاة:

f(x) = 4 x  2  - 3 , x = 2 , -1  1(  

g(t) = - t  2  + 2t + 11 , t = 5 , 3  2(  

m( j) = 14j - 13 , j = -7 , -4  3(  

v(n) = 5 n  2  + 9n - 17 , n = 7 , 2  4(  

r(b) = 2 b  3  - 10b , b = -4 , -3  5(  

ا)وحمثت نا3 , 2ا( أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي :
z(n) = 2  n  2  + 7n  7(  y (  f  ) = -11 f  6(  

b(m) = 3 m    
2 _ 3    - 2 m    

3 _ 2    9(  g(h) = 2  h  
  1 _ 2  
  + 6  h   

  1 _ 3  
  - 2 h  

  3 _ 2  
  8(  

f (x) = 3 x    
1 _ 2    -  x    

3 _ 2    + 2 x  -  1 _ 
2
    11(  n(t) =   1 _ 

t
   +   3 _ 

 t  2 
   +   2 _ 

 t  3 
   + 4  10(  

p(k) =  k  5.2  - 8 k  4.8  + 3k  13(  q(c) =  c  9  - 3  c  5  + 5  c  2  - 3 c  12(  

1 تُعطى درجة حرارة إحد المدن بالفهرنهايت في   14(  
أحد الأيام بالدالة : 

،   f (h) = - 0.0036  h  3  - 0.01  h  2  + 2.04 h + 52 
ا)مثتاا4ا( حيث h عدد الساعات التي انقضت من ذلك اليوم.

ل التغيّر اللّحظي لدرجة الحرارة. عدّ أوجد معادلة تمثل مُ  (a  

ل التغيّر اللحظي لدرجة الحرارة عندما:  عد أوجد مُ  (b  
. h = 2, 14, 20

0 ≤ h ≤ 24 :أوجد درجة الحرارة العظمى في الفترة  (c  

استعمل الشتقاق üيجاد النقاà الحرجة، ثم أوجد نقاà القيم العظمى 
ا)مثتاا5ا( والصغرى لكل دالة مما يiتي على الفترة المعطاة.

f(x) = 2 x  2  + 8x, [-5, 0]  15(  

r(t) =  t  4  + 6 t  2  - 2, [ 1, 4]  16(  

t(u) =  u  3  + 15 u  2  + 75u + 115, [-6, -3]  17(  

f(x) = -5 x  2  - 90x, [-11, -8]  18(  

z(k) =  k  3  - 3 k  2  + 3k, [0, 3]  19(  

c(n) =   1 _ 3    n  3  +   1 _ 2    n  2  - 6n + 8, [-5, 5]  20(  

د إلى فقرة “لماذا؟” في بداية الدرس. الدالة:   عُ  21(   
h(t) = 65t - 16  t  2  + 3 تمثل ارتفاع الكرة h بالأقدام بعد t ثانية، 

ا)مثتاا5ا( . 0 ≤ t ≤ 4 عندما
. h ′(t) أوجد  (a  

أوجد نقاà القيم العظمى والصغر للدالة h(t) في الفترة  [4 ,0].  (b  

هل يمكن لأحمد ركل الكرة لتصل إلى ارتفاع ft 68 ؟  (c  

أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي: )مثتاا6ا(
f (x) = (4x + 3)( x  2  + 9)  22(  

g(x) = (3 x  4  + 2x)(5 - 3x)  23(  

s(t) = (  √ $ t   + 2)(3 t  11  - 4t)  24(  

g(x) =  ( x    
3 _ 2    + 2x) (0.5 x  4  - 3x)  25(  

c(t) = ( t  3  + 2t -  t  7 )( t  6  + 3 t  4  - 22t)  26(  

q(a) =  ( a    
9 _ 8    +  a  -  1 _ 

4
   )  ( a    

5 _ 
4
    - 13a)  27(  

f (x) = (1.4 x  5  + 2.7x)(7.3 x  9  - 0.8 x  5  )  28(  

ا)مثتاا7ا( استعمل قاعدة مشتقة القسمة üيجاد مشتقة كل دالةò ممّا يiتي:
r(t) =    t  

2  + 2 _ 
3 -  t  2 

   30(  f (m) =   3 - 2m _ 3 + 2m
   29(  

f (x) =      √ $ x   + 2x
 _ 

- x  2  + 3
   32(  m(q) =    q  4  + 2 q  2  + 3 __ 

 q  3  - 2
   31(  

t(w) =   w +  w  4  _ 
  √ $ w  

   34(  q(r) =   1.5 r  3  + 5 -  r  2   __ 
 r  3 

   33(  

قام بائع ملابس بlيجاد العلاقة بين سعر قميص، وعدد القطع المبيعة   35(  
منه يوميًّا، فوجد أنه عندما يكون سعر القميص d ريالاً ، فlن عدد 

. 80 - 2d القطع المبيعة يوميًّا يساوي
أوجد r (d) التي تمثل إجمالي المبيعات اليومية، عندما يكون   (a  

. سعر القميص d ريالاً
. r ′ (d) أوجد  (b  

أوجد السعر d الذي تكون عنده قيمة المبيعات اليومية أكبر   (c  
ما يمكن.

ثِّل الدالة والمشتقة بيانيًّا على المستوى  óتي، ثم مiأوجد مشتقة كل دالة مما ي
 اüحداثي نفسه.

)إرشاد: يمكنك استعمال الحاسبة البيانية في التمثيل البياني�
f (x) = 3 x  2  + 2x - 7  36(  

g(x) =   √ $ x   + 4  37(  

f (x) = 4 x  5  - 6 x  3  + 10x - 11  38(  

g(x) =   1 _ x   39(  

 f ′(x) إذا كانت مشتقة ، f (x) مشتقة f ′(x) لتكن  ����  40(  
 موجودة، فlنها تسمى المشتقة الثانية للدالة f ، ويُرمز لها بالرمز

f ′′(x)  ، أو الرمز f   (2) (x)   ، وكذلك إذا كانت مشتقة f ′′(x) موجودة، 
 f ′′′(x) ويرمز لها بالرمز ، f نها تسمى المشتقة الثالثة للدالةlف

أو  f   (3) (x) ، وتسمى المشتقات على هذا النحو المشتقات العليا 
للدالة f . أوجد كلاًّ مما يأتي:

f (x) = 4 x  5  - 2 x  3  + 6  :المشتقة الثانية للدالة  (a  

 g(x) = -2 x  7  + 4 x  4  - 7 x  3  + 10x:المشتقة الثالثة للدالة  (b  

h(x) = 3 x  -3  + 2 x  -2  + 4 x  2  :المشتقة الرابعة للدالة  (c  

تدرب وحل ا½�صائل
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ثِّل منحنى دالة لها ال�صائ� المعطاة في كلٍّ مما يiتي: óم
. x = -1 , 1 المشتقة تساوي 0 ، عندما  41(  

. x = 4 فة، عندما المشتقة غير معرَّ  42(  

. x = -1, 0, 2 المشتقة تساوي 2- ، عندما  43(  

. x = -1, 2, 4 المشتقة تساوي 0 ، عندما  44(  

 تمoيÒت متعددة: في هذا التمرين ستستكشف علاقة   45(  
المشتقات ببعض الخصائص الهندسية للدوال.

ا: أوجد مشتقة صيغة مساحة الدائرة بالنسبة لنصف  Zتحليلي  (a  
.r القطر

.a العلاقةَ بين المعادلة الأصلية ومشتقتها في الفرع õح ا: وضِّ Zلف�ي  (b  

. 2 a 2 ، ومكعبًا طول ضلعه a ا: ارسم مربعًا طول ضلعه Zبياني  (c  

ا: اكتب صيغةً تمثِّل مساحة المربع، وأخرى تمثِّل حجم  Zتحليلي  (d  
المكعب بدللة a ، ثم أوجد مشتقتَي الصيغتين.

.d ح العلاقة بين المعادلة الأصلية ومشتقتها في الفرع ا: وَضِّ Zلف�ي  (e  

م�صائل مهارات التفكÕ العليا

اكت�صف الخطاأ: قام كلٌّ من أحمد وعبدالله بإيجاد  2  [  f ′(x) ] للدالة  46(   
f (x) = 6 x  2  + 4x  ، حيث كانت إجابة عبد الله: 

 x   2  + 96x + 16  144 ، في حين كانت إجابة أحمد:
ر  x  3  + 144  x  2  + 32 x  144 ، فأيهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ

إجابتك.

: أوجد f ′( y) علمًا بأن:  تحد\  47(   
f ( y) = 10 x  2   y  3  + 5x z  2  - 6x y  2  + 8 x  5  - 11 x  8 y z  7 

برهان: برهن صحة قاعدة مشتقة الضرب، بإثبات أن:  48(   

f ′(x)g(x)  + f(x)g′(x) =   lim    
h→0

    
f (x + h)g(x + h) - f(x)g(x)

  ___  
h
   

)إرشاد: ابدأ بالطرف الأيمن، وأضف f (x)g(x + h)  إلى البسط 
واطرحه منه(.

ر  تبرير: بيِّن ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أو خاطþة، وبرِّ  49(  
 إجابتك. 

" f ′(x) = (5n + 3)   x  5 n + 2  فإن ،  f (x) =  x  5n + 3  :إذا كانت"

برهان: برهن صحة قاعدة مشتقة القسمة، وذلك بإثبات أن:  50(   

  
f ′(x) g(x) - f(x) g′(x)

  __  
[ g(x) ]  2 

    =   lim    
h→0

     
   
f (x + h)

 _ 
g(x + h)

   -   
f (x)

 _ 
g(x)

  
  __ 

h
   

د المقامات في البسط، ثم أضف  )إرشاد: ابدأ بالطرف الأيمن، ووحِّ
f (x) g(x)   إلى البسط واطرحه منه(.

تين مختلفتين المشتقة نفسها؟  اكتi: هل من الممكن أن يكون لدالَّ  51(   
ز إجابتك بأمثلة. عزِّ

مراجعة تراكمية

( 4-3 ¢SQódG) :المعطاة àتي عند النقاiمما ي òمنحنى كل دالة Üأوجد ميل مما
y =  x   2  - 3x, (0, 0) , (3, 0)  52(  

y = 4 - 2x, (-2, 8) , (6, -8)  53(  

y =  x  2  + 9, (3, 18) , (6, 45)  54(  

( 4-2 ¢SQódG) :تيiا ي احسب كل نهايةò مم¬
   lim    
x→-4

     x  2  - 16 _ 
x + 4

   55(  

  lim    
x→-2

     x  2  + 5x + 6 _ 
 x  2  + x - 2

   56(  

   lim    
x→2

    3x + 9 __ 
 x  2  - 5x - 24

   57(  

( 4-1 ¢SQódG) :تيiا ي ر كل نهايةò مم¬ قدِّ
  lim  
x→ 4  + 

     x  2  - x - 12 _ 
|x - 4|

   58(  

  lim  
x→ 0  + 

  (  √ # x   + 2x + 3)  59(  

تدريi عل© اختبار

)60  ما مشتقة: h (x) = (-7 x  2  + 4) (2-x) ؟  

h′(x) = -14 x  A  

h′(x) = 14 x  B  

h′(x) = -21 x  2  -28x + 4  C  

h′(x) = 21 x  2  -28x - 4  D  

)61  ما ميل مماس منحنى  y = 2 x   2 عند النقطة (2 ,1)؟  

4  C  1  A  

8  D  2  B  

   f (x) = 5  ؟
3
 √ #  x  8     :62  ما مشتقة(  

f ′(x) = 225  x    
5 _ 3    H  f ′(x) =   40 _ 3    x    

5 _ 3    F  

f ′(x) = 225  x    
8 _ 3    J  f ′(x)  =   40 _ 3    x    

8 _ 3    G  
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الم�صاحة تحm المنحن© والتكامل
Area Under the Curve and Integration

التكلفة الحدية )الهامشية( هي التكلفة الإضافية المترتبة على 
إنتاÕ وحدة إضافية واحدة من منتج ما، ويمكن إيجاد معادلة 

التكلفة الحدية باشتقاق معادلة التكلفة الحقيقية للمنتج. تُمثل 
الدالة f (x) = 10 - 0.002 x التكلفة الحدية لطباعة x نسخة 

من كتاب ما بالريال .

الم�صاحة تحm منحن© سبق أن درست في الهندسة طريقة حساب مساحات الأشكال الأساسية كالمثلث 

والمستطيل وشبه المنحرف، كما درست حساب مساحات بعض الأشكال المركبة التي تتكون من أشكال أساسية، إل 
أن العديد من الأشكال المركبة ل تتكون من أشكال أساسية، مما يستدعي الحاجة إلى طريقة عامة لحساب مساحة أي 

شكل ثنائي الأبعاد.
يمكننا تقريب مساحة شكل غير منتظم من خلال استعمال شكل أساسي معلوم المساحة كالمستطيل. فمثلًا يمكننا 

تقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى f (x) = - x  2  + 12 x والمحور x على الفترة  [12 ,0] باستعمال 
مستطيلات متساوية العرض.

ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى f (x) = -  x   2  + 12 x والمحور x على الفترة [12 ,0] باستعمال  قرِّ
4، 6، 12 مستطيلً على الترتيب. استعمل الطرف الأيمن لقاعدة كل مستطيل لتحديد ارتفاعه.

مثّل الدالة والمستطيلات كما في الأشكال التالية، باتباع الخطوات التالية:
أوجد طول الفترة [12 ,0] بطرح بدايتها من نهايتها.  (1  

أوجد عرض كل مستطيل بقسمة طول الفترة على عدد المستطيلات، فمثلًا إذا كان عدد المستطيلات 4   (2  

نقسم: 3 = 4 ÷ 12 
م الفترة [12 ,0] إلى 4 فترات )لأربعة مستطيلات( طول كل منها يساوي 3 قسِّ  (3  

ارسم على كل فترة جزئية مستطيلًا أحد بعديه يساوي طول هذه الفترة، والبعد الآخر يساوي قيمة الدالة عند   (4  

الطرف الأيمن للفترة.
فمثلًا ارتفاعات المستطيلات في الشكل (1) هي f (3), f (6), f (9), f (12) . ويمكننا استعمال ارتفاعات 

المستطيلات وأطوال قواعدها لتقريب المساحة المطلوبة.

 äÉjÉ¡ædG ÜÉ°ùM oâ°SQO
 ∫Éª©à°SÉH É vjôÑL

(4-2 ¢SQódG) .É¡°üFÉ°üN

 âëJ áMÉ°ùªdG Ü uôbCG  ■
 ∫Éª©à°SÉH ádGO ≈æëæe

.äÓ«£à°ùe
 ≈æëæe âëJ áMÉ°ùªdG óLCG  ■

 πeÉµàdG ∫Éª©à°SÉH ádGO
.OóëªdG

º¶àæªdG A…õéàdG
regular partition

OóëªdG πeÉµàdG
definite integral

≈fOC’G óëdG
lower limit

≈∏YC’G óëdG
upper limit

øªjC’G ¿ÉªjQ ´ƒªée
right Riemann sum

πeÉµàdG
integration

الم�صاحة تحm منحن© با�صتعمال م�صتطيÒتمoDDال 1

 (`g 288 - `g 221)   /ابm بن قرة
 πeÉµàdG º∏Y IGƒf ™°Vh øe πFGhCG øe
 OóY ∞Yƒ°V GPEG "¬àjô¶f ∫ÓN øe
 Ωƒ°SôªdG ,º¶àæªdG ™∏°†ªdG ´Ó°VCG
 Ée ≈dEG ø«àMÉ°ùe hCG ø«£«ëe ø«H
 ø«H Év«éjQóJ ¥ôØdG ô¨°U ,ájÉ¡f ’
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y
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24

32

�1ال�صكل 
المساحة باستعمال 4 مستطيلات

 R  1  = 3 · f (3) = 81

 R  2  = 3 · f (6) = 108

 R  3  = 3 · f (9) = 81

 R  4  = 3 · f (12) = 0

المساحة الكلية 270 وحدة مربعة.

12

y

xO 4 8

8

16

24

32

�2ال�صكل 
المساحة باستعمال 6 مستطيلات

 R  1  = 2 · f (2) = 40
 R  2  = 2 · f (4) = 64
 R  3  = 2 · f (6) = 72
 R  4  = 2 · f (8) = 64
 R  5  = 2 · f (10) = 40
 R  6  = 2 · f (12) = 0

المساحة الكلية 280 وحدة مربعة.

12

y 

xO 4 8

8

16

24

32

�3ال�صكل 
المساحة باستعمال 12 مستطيلًا

   R  1  = 1 · f (1) = 11
   R  2  = 1 · f (2) = 20
   R  3  = 1 · f (3) = 27
   R  4  = 1 · f (4) = 32
   R  5  = 1 · f (5) = 35
   R  6  = 1 · f (6) = 36
   R  7  = 1 · f (7) = 35
   R  8  = 1 · f (8) = 32
   R  9  = 1 · f (9) = 27
 R  10  = 1 · f (10) = 20
 R  11  = 1 · f (11) = 11
 R  12  = 1 · f (12) = 0

المساحة الكلية 286 وحدة مربعة.
 أي أن المساحة التقريبية باستعمال 4 ، 6 ، 12  مستطيلًا هي بالترتيب:270  وحدة مربعة، 280 وحدة مربعة،

286 وحدة مربعة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى f (x) = - x  2  + 24x والمحور x على الفترة [24 ,0] باستعمال  قرِّ  (1  

6، 8، 12 مستطيلًا على الترتيب. استعمل الطرف الأيمن لقاعدة كل مستطيل لتحديد ارتفاعه.

لحظ أن المستطيلات الأقل عرضًا تمثِّل المساحة المطلوبة بصورة أفضل، وتعطي تقريبًا أدق للمساحة الكلية. وكما 
استعملنا الأطراف اليمنى لقاعدة مستطيل لتحديد ارتفاعاتها ، فإنه يمكننا أيضًا استعمال أطرافها اليسرى لتحديد 

ارتفاعاتها وهذا قد ينتج عنه تقريب مختلف للمساحة.
إن استعمال الأطراف اليمنى أو اليسرى لقواعد المستطيلات لتحديد ارتفاعاتها قد يؤدي إلى إضافة أجزاء ل تقع 

بين المنحنى والمحور x ، أو حذف أجزاء تقع بين المنحنى والمحور x . ومن الممكن الحصول على تقريب أفضل 
للمساحة في بعض الأحيان باستعمال كل من الأطراف اليمنى واليسرى لقواعد المستطيلات ، ثم أخذ الوسط 

للتقريبين.

 ßفي الفترة [4 ,0] باستعمال مستطيلت عر x والمحور  f(x) =  x  2  ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى قرِّ
كل واحدò منها وحدة واحدة . استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسرى للمستطيلت لتحديد ارتفاعاتها ، ثم احسب 

الوس� للتقريبين.
إن استعمال مستطيلات عرض كل منها وحدة واحدة ينتج عنه 4 مستطيلات سواء أكانت الأطراف اليمنى أو 

اليسرى للمستطيلات هي التي تحدد ارتفاعاتها. ويوضح الشكل (1) المستطيلات باستعمال الأطراف اليمنى، في 
حين يوضح الشكل (2) المستطيلات باستعمال الأطراف اليسرى.

الم�صاحة تحm المنحن© با�صتعمال الاأ;را� اليمن© والي�صرM للم�صتطيÒتمoDDال 2

ا(ر8صاد تقني

 جداول: 
 äÉYÉØJQG ≈∏Y ∫ƒ°üë∏d
 ,äÓ«£à°ùª∏d IOó©àe

 f(x) º«b ¢†©H πãªJ »àdGh
 áÑ°SÉëdG ádB’G ∫Éª©à°SÉH

 ádGódG π uãe .á«fÉ«ÑdG
 Ωƒ°SôdG ≥«Ñ£J ∫Éª©à°SÉH

 ≈∏Y §¨°†dÉH ∂dPh ,á«fÉ«ÑdG
 ádGódG áHÉàc ºK  

 í«°VƒJ øµªjh .f(x) =  x  2 
 f(x) äÓ«£à°ùªdG äÉYÉØJQG

 ∂dPh ,∫hóL ∫Éª©à°SÉH 
 ≈∏Y §¨°†dÉH

 QÉ«àNG É¡æeh 

 .

[-4, 4] scl: 0.5 by [-2, 16] scl: 1

 º«b äGôàa πjó©J ∂æµªjh
 §¨°†dÉH ∫hóédG »a x

  É¡æeh  ≈∏Y
 ºK ,

 
 ∫hóédG ájGóH OóM ºK

.x º«b èjQóJ hCG Iƒ£îdGh
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y

xO 1 2 3 4
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�1ال�صكل 
المساحة باستعمال الأطراف اليمنى

 R  1  = 1 · f (1) = 1
 R  2  = 1 · f (2) = 4
 R  3  = 1 · f (3) = 9
 R  4  = 1 · f (4) = 16

المساحة الكلية 30 وحدة مربعة

y

xO 1 2 3 4

4

8

12

16

�2ال�صكل 
المساحة باستعمال الأطراف اليسرى

 R  1  = 1 · f (0) = 0
 R  2  = 1 · f (1) = 1
 R  3  = 1 · f (2) = 4
 R  4  = 1 · f (3) = 9

المساحة الكلية 14 وحدة مربعة
أي أن المساحة الناتجة عن استعمال الأطراف اليمنى هي 30 وحدة مربعة، بينما المساحة الناتجة عن استعمال 
الأطراف اليسرى هي 14 وحدة مربعة، وهذان تقديران تقع المساحة بينهما، وبحساب الوسط للقيمتين نحصل 

على تقريب أفضل للمساحة، وهو 22 وحدة مربعة.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى   f (x) =   12 _ x  والمحور x في الفترة [5 ,1] باستعمال مستطيلات  قرِّ  (2  
عرض كل واحد منها وحدة واحدة . استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسرى لقواعد المستطيلات لتحديد 

ارتفاعاتها، ثم احسب الوسط للتقريبين.
عند تقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور x ، فإنه يمكننا استعمال أي نقطة على قاعدة المستطيل 

لتحديد ارتفاعه، إل أن النقاط الأكثر شيوعًا هي نقطتا الطرفين الأيمن والأيسر، ونقطة المنتصف.
التكامل لحظت في مثال 1 أنه كلما قل عرض المستطيلات، فإن مساحتها الكلية تقترب من المساحة الفعلية تحت 

المنحنى، ومن ذلك نستنتج أن المساحة المطلوبة هي نهاية مجموع مساحات المستطيلات عندما يقترب عرض كل 
مستطيل من الصفر.

مت الفترة من a إلى b إلى n من الفترات الجزئية  في الشكل المجاور، قُسِّ
ى هذه التجزئة التجزيء المنتظم. إن طول الفترة الكلية  المتساوية الطول، وتُسمَّ
من a إلى b هو b - a ، وبذلك يكون طول كل فترة جزئية )عرض كل مستطيل 

من المستطيلات التي عددها n( هو     b - a _ n  ، ويُرمز له بالرمز x ∆. وبما أن 
ارتفاع كل مستطيل يساوي قيمة الدالة عند الطرف الأيمن لقاعدة المستطيل، فإن 
ارتفاع المستطيل الأول هو f ( x  1 ) ، وارتفاع المستطيل الثاني هو f (  x   2  ) ، وهكذا 

. f ( x  n ) يكون ارتفاع المستطيل الأخير
يمكن الآن حساب مساحة كل مستطيل من خلال ضرب x∆ في ارتفاع ذلك المستطيل، أي أن مساحة المستطيل 

الأول هي f (  x  1  ) ∆x ، ومساحة المستطيل الثاني هي f ( x  2 ) ∆x ، وهكذا. وتُعطى المساحة الكلية A للمستطيلات 
بمجموع مساحاتها، ويمكن كتابتها باستعمال رمز المجموع.

= f (  x  1  )∆x + f (  x  2  )∆x + " + f (  x  n  )∆xAäÉMÉ°ùªdG ™ªLG
= ∆x[ f( x  1 ) + f(  x  2  ) + " + f ( x  n )]A∆ x ∑ôà°ûªdG πeÉ©dG êôNCG

= ∆x  ∑ 
  i =1

   
n

    f  (  x  i  )A´ƒªéªdG õeQ πª©à°SG

=  ∑ 
  i =1

   
n

   f ( x  i ) ∆xA´ƒªéªdG õeQ ¢UGƒN

قرا%ة الريا�صيات
رمز المجموع  

      ∑ 
 i =1

  
n

   f  ( x  i ) ∆x  تُقرأ العبارة
كالآتي مجموع حواصل 
ضرب f ( x  i ) في x ∆ من 

.i = n إلى i = 1

xn - 1x3x2x1

. . . .

y

xO a . . .

. . .

xnb=

f(x1)

∆x

f(x)
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 ، ∆x فبما أن عرض أيٍّ من المستطيلات هو . x  i  ولتسهيل الحسابات مستقبلًا، فإنه يمكننا اشتقاق صيغة لإيجاد أي
ويساوي الفرق بين أي قيمتين متتاليتين من قيم  x  i  . وبالنظر إلى خط الأعداد أدناه:

. . . . . .
a a + ∆x a + 2∆x a + 3∆x a + i∆x a + n∆x

∆x
x1 x2 x3 xi xn

∆x ∆x

يمكننا ملاحظة أن x  i  = a + i∆x  . ولهذه العلاقة أهميتها عند إيجاد المساحة تحت منحنى أي دالة لحقًا.
ى هذه النهاية  لحظ أنه كلما اقترب عرض المستطيل من الصفر، فإن عدد المستطيلات يقترب من المالنهاية، وتُسمَّ

التكامل المحدد، ويعبَّر عنها برمزò خاص. 

يُعبر عن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور x في الفترة [ a, b ] بالصيغة

 ∫   
a
  
b
   f (x)dx  =   lim  n→∞

   ∑ 
 i =1

   
n

   f ( x  i )∆ x , ∆x =   b - a _ n  ,  x  i  = a + i∆x  
.øªjC’G ¿ÉªjQ ´ƒªée á≤jô£dG √òg ≈q nª°ùoJh ,≈∏YC’G óëdG b h ,≈fOC’G óëdG a å«M

سُمي مجموع ريمان بهذا السم نسبةً للعالم الألماني بيرنارد ريمان (1866 – 1826). والذي يُعزى إليهõ إيجاد صيغة 
لتقريب المساحة المحصورة باستعمال النهايات. ويمكننا تعديل الصيغة باستعمال الأطراف اليُسرى أو نقاط المنتصف 

لتحديد ارتفاعات المستطيلات.
ل صيغ المجاميع الآتية حساب التكامل المحدد.  وتسمى عملية حساب التكامل تكاملً، وستُسهِّ

=   
 n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
   ∑ 

  i =1
   

n

    i  3   = cn   , عدد ثابت c ∑ 
 i =1

   
n

   c 

=   6 n  5  + 15 n  4  + 10 n  3  - n  __ 30   ∑ 
  i =1

   
n

    i  4    =   
n(n + 1)

 _ 2   ∑ 
 i =1

   
n

   i 

 =   2 n  6  + 6 n  5  + 5 n  4  -  n  2   __ 
12

   ∑ 
 i =1

   
n

    i  5  =   
n(n + 1)(2n + 1)

  __ 6   ∑ 
 i =1

   
n

    i  2  

تُستعمل خاصيتا المجموع الآتيتان لحساب بعض التكاملات:
  ∑ 
 i =1

   
n

   ( a  i  ±  b  i )  =  ∑ 
 i =1

   
n

    a  i   ±  ∑ 
 i =1

   
n

    b  i    ,   ∑ 
 i =1

   
n

   ci  = c ∑ 
 i =1

   
n

   i   , عدد ثابت  c

استعمل النهايات؛ üيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
.   ∫   

0
  
4
   x  2  dx   في الفترة [4 ,0] ؛ أي x والمحور y =  x  2 

 .   x  i  ، ∆x ابدأ بإيجاد
=   b - a _ n  ∆ x∆x á¨«°U

=   4 - 0 _ n   =   4 _ n  b = 4 , a = 0

= a + i ∆x x  i x  i   á¨«°U
= 0 + i   4 _ n   =   4i _ n  a = 0 , ∆ x =   4 _ n  

احسب التكامل المحدد الذي يُعطي المساحة المطلوبة.

قرا%ة الريا�صيات
رمز التكامل المحدد  

  ∫   
a
  
b
   f (x)dx  يقرأ الرمز

التكامل من a إلى b للدالة    
       f (x)     

التكامل المحددمفهوم اأ�صا�صي

تنبي¦ �

 المجموع 
 c âHÉK OóY ´ƒªée ¿EG 

  ∑ 
 i =1

  
n

   5  = 5 n kÓãªa , c n ƒg

الم�صاحة تحm منحن© با�صتعمال التكاملمoDDال 3
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¥É≤à°T’Gh äÉjÉ¡ædG   الفصل 4 168

 =   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

    f ( x  i ) ∆x ∫   
0
  
4
   x   2  dxOóëªdG πeÉµàdG ∞jô©J

=   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

   ( x  i  )  
2   ∆xf( x  i ) =   x  i   

2 

=   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

      (  4 i _ n  )   
2
    (  4 _ n  )  x  i  =   4i _ n   , ∆ x =   4 _ n  

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    ∑ 
i=1

   
n

       (  4 i _ n  )   
2
 ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    ∑ 
i=1

   
n

       16  i  2  _ 
 n  2 

  Iƒ≤dG ´ qRh

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    (  16 _ 
 n  2 

    ∑ 
 i =1

   
n

    i  2   ) ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    (   16 _ 
 n  2 

   ·   n(n + 1)(2n + 1)
  __ 

6
   )  ∑ 

i=1
   

n

    i  2   =   n(n + 1)(2n + 1)
  __ 

6
  

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    (  16n  ( 2n  2  + 3n + 1) 
  __ 

 6n  2 
  ) ´ rRhh Üô°VG

=   lim  n→∞
    
64n(2 n  2  + 3n + 1)

  __ 
 6n  3 

  Üô°VG

=   lim  n→∞
    
64(2 n  2  + 3n + 1)

  __ 
 6n  2 

  º°ùbG

=   lim  n→∞
    64 _ 6    (   2n  2  + 3n + 1 __ 

 n  2 
  ) π q∏M

=   lim  n→∞
    64 _ 

6
   (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  ) n  2   ≈∏Y º°ùbG

=  (  lim  n→∞
    64 _ 

6
  )   
 
       lim  n→∞

  2 +  (  lim  n→∞
  3)  (  lim  n→∞

    1 _ 
n

  )  +   lim  n→∞
    1 _ 
 n  2 

    
 
 +    äÉjÉ¡ædG ¢üFÉ°üN

=   64 _ 6   [2 + 3(0) + 0]=   64 _ 3   ≈21.33

أي أن مساحة المنطقة المطلوبة هي 21.33 وحدة مربعة تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

استعمل النهايات؛ üيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة والمحور x والمعطاة بالتكامل المحدد في 
كلٍّ مما يiتي:

 ∫   
0
  
3
  x dx  (3B   ∫   

0
  
1
  3 x  2  dx  (3A 

ا أدنى لها. يمكننا أيضًا حساب مساحات المناطق باستعمال النهايات حال كون نقطة الأصل ليست حدًّ

ا(ر8صادات للدرا�صة

 النهايات 
 å«ëH ´ƒªée πc π u∏M

 á«bÉÑdG äGQÉÑ©dG øª°†àJ
 ,§≤a i hCG áàHÉK G kOGóYCG ÉeEG

 ´ƒªéªdG á¨«°U ≥ÑW ºK
.áÑ°SÉæªdG
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 استعمل النهايات؛ üيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
.∫   

1
  
3
  4 x  3  dx    في الفترة [3 ,1]  ؛ أي ، x والمحور y = 4 x  3 

.   x  i  ، ∆x ابدأ بإيجاد
=   b - a _ n  ∆x∆ x á¨«°U

=   3 - 1 _ n   =   2 _ n  b = 3 , a = 1

= a + i ∆x x  i x  i   á¨«°U

= 1 + i   2 _ n   = 1 +   2 i _ n  a = 1 , ∆ x =   2 _ n  

احسب التكامل المحدد والذي يُعطي المساحة المطلوبة.

OóëªdG πeÉµàdG ∞jô©J=   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

    f ( x  i ) ∆x ∫   
1
  
3
  4 x  3  dx

=   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

   4 ( x  i  )  
3 ∆xf( x  i ) = 4( x  i  )  

3 

=   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

   4  (1 +   2 i _ n   )   
3
    (  2 _ n  )  x  i  = 1 +   2i _ n   , ∆ x =   2 _ n  

=   lim  n→∞
    8 _ n   ∑ 

 i =1
   

n

     (1 +   2 i _ n  )   
3
  ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN

=   lim  n→∞
    8 _ n    ∑ 

 i =1
   

n

    
 
 
      1 + 3 (  2 i _ n  )  + 3  (  2 i _ n  )   

2
  +   (  2 i _ n  )   

3
   
 
 +       (1 +   2i _ n  )   

3
  ∑ƒµØe

=   lim  n→∞
    8 _ 
n

    ∑ 
 i =1

   
n

    (1 +   6 i _ 
n

   +   12  i  2  _ 
 n  2 

   +   8  i  3  _ 
 n  3 

  )  § q°ùH

=   lim  n→∞
    8 _ 
n

     ( ∑ 
 i =1

   
n

   1  +  ∑ 
 i =1

   
n

     
6                    i _ 
n

    + ∑ 
 i =1

   
n

         12 i  2  _ 
 n  2 

   +  ∑ 
 i=1

   
n

        8 i  3  _ 
 n  3 

  ) ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN

=   lim  n→∞
    8 _ 
n

      ( ∑ 
 i =1

   
n

   1  +   6 _ n    ∑ 
 i =1

   
n

   i  +   12 _ 
 n  2 

    ∑ 
 i =1

   
n

    i  2   +   8 _ 
 n  3 

    ∑ 
 i =1

   
n

    i  3   ) ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN

=   lim  n→∞
     8 _ 
n

       (n +   6 _ 
n

   ·   n(n + 1)
 _ 

2
   +   12 _ 

 n  2 
   ·   n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
   +   8 _ 

 n  3 
   ·    n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
   ) ´ƒªéªdG ≠«°U

=   lim  n→∞
   (  8n _ 

n
   +   48n(n +1)

 _ 
 2n  2 

   +   96n( 2n  2  + 3n + 1)
  __ 

 6n  3 
   +   

 64n  2 ( n  2  + 2n + 1)
  __ 

 4n  4 
  ) Üô°VGh ´qRh

=   lim  n→∞
   (8 +   

24(n + 1)
 _ 

n
   +   

16(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

 n  2 
   +   

16( n  2  + 2n + 1)
  __ 

 n  2 
  ) § q°ùH

=   lim  n→∞
    
 
     8 + 24 (1 +   1 _ 

n
  )  + 16  (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  + 16  (1 +   2 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )   
 
 +    º°ùbG

=   lim  n→∞
 8 + 24  lim  n→∞

  (1 +   1 _ 
n

  )  +  16 lim  n→∞
   (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  +  16 lim  n→∞

  (1 +   2 _ 
n

   +   1 _ 
 n  2 

  ) äÉjÉ¡ædG ¢üFÉ°üN

= 8 + 24(1 + 0) + 16(2 + 0 + 0) + 16(1 + 0 + 0) = 80§ q°ùH

أي أن مساحة المنطقة المطلوبة هي 80 وحدة مربعة.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

استعمل النهايات؛ üيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة والمحور x والمعطاة بالتكامل المحدد في 
كلٍّ مما يiتي:

 ∫   
2
  
4
   x  3  dx  (4B   ∫   

1
  
3
   x  2  dx  (4A 

الم�صاحة تحm منحن© با�صتعمال التكاملمoDDال 4
y

xO 1 2 3 4

50

100
y = 4x3

تنبي¦ �
 النهايات 

 á≤£æªdG áMÉ°ùe Öjô≤J óæY
 ∫Éª©à°SÉH ≈æëæªdG âëJ

 ™«eÉée óLhCG ,™«eÉéªdG
 …CG hCG ∆ x ™jRƒJ πÑb i º«b

.iôNCG âHGƒK
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ب�Ò: يكلِّف تبلي� القدم المربعة الواحدة من فناء منزل بالجرانيت 
22.4 ريالً. إذا تم تبلي� ممرين متطابقين في فناء المنزل بالجرانيت، وكانت 

 المساحة بالقدم المربعة لأيٍّ من الممرين تُعطى بالتكامل
   ∫   ، فما تكلفة تبلي� الممرين؟ 

0
  
10

  (10 - 0.1 x   2 ) dx 
.   x  i  ، ∆ x ابدأ بإيجاد
=   b - a _ n  ∆x∆ x á¨«°U

=   10 - 0 _ n   =   10 _ n  a = 0 , b = 10

= a + i ∆x x  i x  i   á¨«°U
= 0 + i   10 _ n   =   10 i _ n  a = 0 , ∆x =   10 _ n  

احسب التكامل المحدد والذي يُعطي المساحة المطلوبة.
=   lim  n→∞

   ∑ 
 i =1

   
n

   f  ( x  i )∆x ∫   
0
  
10

    (10 - 0.1 x  2 )  dxOóëªdG πeÉµàdG ∞jô©J

=   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

   ( 10 - 0.1  x  i   
2 )∆xf( x  i ) = 10 - 0.1  x  i   

2 

=   lim  n→∞
   ∑ 
 i =1

   
n

    
 
 
      10 - 0.1   (  10 i _ n  )   

2
   
 
 +     ·   10 _ n   x  i  =   10i _ n   , ∆ x =   10 _ n  

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
    ∑ 

 i =1
   

n

    (10 -   10  i  2  _ 
 n  2 

  )  § q°ùHh ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN πª©à°SG

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
    ( ∑ 

 i =1
   

n

   1 0 -  ∑ 
 i =1

   
n

     
10 i  2  _ 
 n  2 

   ) ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
    ( ∑ 

 i =1
   

n

   1 0 -   10 _ 
 n  2 

    ∑ 
 i =1

   
n

     i  2   ) ´ƒªéªdG ¢üFÉ°üN

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
    (10n -   10 _ 

 n  2 
   ·   n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
   ) ´ƒªéªdG ≠«°U

=   lim  n→∞
  (  100n _ 

n
   -   

100n(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

6 n  3 
  ) ™jRƒàdG á«°UÉN

=   lim  n→∞
  (100 -   

50(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

3 n  2 
  ) n ≈∏Y º°ùbG

=   lim  n→∞
    
 
     100 -   50 _ 

3
    (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )   
 
 +     n  2  ≈∏Y º°ùbG

=   lim  n→∞
 100 -   50 _ 

3
     lim  n→∞

  (2 +   3 _ 
n

   +   1 _ 
 n  2 

  ) äÉjÉ¡ædG ¢üFÉ°üN

= 100 -   50 _ 3  (2 + 0 + 0) = 66   2 _ 3   ≈ 66.67§ q°ùH

 أي أن مساحة أيٍّ من الممرين تساوي  ft  2  66.67 تقريبًا؛ لذا فإن تكلفة تبليط الممرين هي
(2 × 66.67) × 22.4 ريال أو 2986.8 ريالً تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

;Ò%: لدى عبد الله كمية من الطلاء تكفي لطلاء  ft  2   30 ، هل تكفي هذه الكمية لطلاء جزأين من جدار     

ر إجابتك.    ∫ ؟ برِّ
0
  
5
  (5 - 0.2 x  2 )dx مساحة كل منهما بالقدم المربعة تُعطَى بالتكامل

الم�صاحة تحm منحن©مoال 5 من واقع ا«ياةمoال 5 من واقع ا«ياة

y

xO 2 4 6 8 10

4

6

2

8

10 f(x)= 10 - 0.1x2

 mالجراني 
 õ«ªàj …QÉf ôî°U ƒg â«fGôédG

 ,G kójôa G kô¡¶e ¬Ñ°ùµj ø°ûN è«°ùæH
 ∂dòd ,Ió°ùcC’G πeGƒ©d ΩhÉ≤e ƒgh

.äÉ«°VQC’G §«∏ÑJ »a πª©à°ùj

5(
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ب مساحة المنطقة المظللة تحت منحنى الدالة مستعملً الطرف المعطى  قرِّ
لتحديد ارتفاعات المستطيلت المعطى عددها في كلٍّ من الأشكال 

(1 ∫Éãe)  :أدناه
4 مستطيلات 5 مستطيلات     

الطرف الأيسر الطرف الأيمن     
y

xO 2 4 6

2

4

6 y = -x2 + 6x - 4

  

y

xO 2 4 6

2

4

6 y =   1_2x + 1

  

5 مستطيلات 8 مستطيلات     
الطرف الأيمن الطرف الأيمن     

xO 1 2

1

2

3

y = 1_
x

y

  

y

xO 2 4 6

4

8

12

y =   10_
x

اأر�صيات: يرغب أحمد في تبليط جزء من فناء منزله على شكل    
(1 ∫Éãe) . f(x) = (- x  2  + 10x )  0.5  نصف دائرة تمثله

ب مساحة المنطقة نصف الدائرية باستعمال الأطراف اليسرى  قرِّ  (a  
لمستطيلات عرض كل منها وحدة واحدة.

ر أحمد تقريب المساحة باستعمال الأطراف اليمنى  إذا قرَّ  (b  
واليسرى معًا كما في الشكل أدناه ، فكم تكون المساحة؟

y

xO 2 4 6 8 10

f(x) = ( x2 + 10x) 0.5

أوجد مساحة المنطقة باستعمال صيغة مساحة نصف الدائرة.   (c  
ر إجابتك. أي التقريبين أقرب إلى المساحة الحقيقية؟ فسِّ

ب مساحة المنطقة المظل¬لة تحت منحنى الدالة في كلٍّ من الأشكال اùتية  قرِّ
مستعملً الأطراف اليمنى ثم اليسرى؛ لتحديد ارتفاعات المستطيلت 

( 2 ∫Éãe) :كلٍّ منها، ثم أوجد الوس� للتقريبين ßالمعطى عر
العرض  0.5 العرض  0.5       

y

xO 2 4 6

2

4

6 y= x  4 + 5

  

y

xO 2 4 6

2

4

6
y = 2x - 1

  

العرض  0.5 العرض  0.75     

y

xO 2 4 6

4

8

12

y = 0.5x3 - 4x2 + 8x + 5

  

y

xO 4 8 12

8

16

24

32
y = -x2 + 12x - 4

  

استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
(3 , 4 ¿’ÉãªdG) :تيiوالمعطى بالتكامل المحدد في كل مما ي x والمحور

  ∫   
0
  
2
  6x dx    ∫   

1
  
4
  4 x  2  dx   

 ∫   
0
  
4
  (4x -  x  2 ) dx    ∫   

1
  
3
  (2 x  2  + 3) dx   

 ∫   
2
  
4
  (-3x + 15) dx    ∫   

3
  
4
  (- x  2  + 6x) dx   

 ∫   
1
  
3
  12x dx    ∫   

1
  
5
  ( x  2  - x + 1) dx   

;باعة: ارجع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية الدرس . إذا زاد عدد    
الكتب المطبوعة يوميًّا من 1000 كتاب إلى 1500 كتاب، فأوجد قيمة 

 تكلفة الزيادة والمعطاة بالتكامل
(5 ∫Éãe) .   ∫   

1000
  

1500
   (10 - 0.002x) dx

   يمكن حساب التكاملات المحددة عندما 
يكون أحد حدي التكامل موجبًا والآخر 

سالبًا.
أوجد طول قاعدة وارتفاع المثلث،   (a  
ثم مساحته باستعمال قانون مساحة 

المثلث.
أوجد مساحة المثلث بحساب   (b  

.   ∫   
-2

  
2 

  (x + 2) dx التكامل
استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 

والمحور x والمعطى بالتكامل المحدد في كل مما يiتي:
 ∫   

-1
  

0
  ( x  3  + 2) dx    ∫   

-1
  

1
   x  2  dx   

 ∫   
-3

  
-2

  -5x dx    ∫   
-4

  
-2

  (- x  2  - 6x) dx   

 ∫   
-1

  
0
  ( x  3  - 2x) dx    ∫   

- 2
  

0
  (2x + 6) dx   

تدرب وحل ا½�صائل

2( 1(

4( 3(

5(

7( 6(

9( 8(

11( 10(

13( 12(

15( 14(

17( 16(

18(

y

xO

y = x + 2
x = 2

19(

21( 20(

23( 22(

25( 24(



¥É≤à°T’Gh äÉjÉ¡ædG   الفصل 4 172

استعمل النهايات لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x ، والمُعطى بالتكامل المحدد في كل مما يiتي:

 ∫   
-2

  
0
    (- x  3 )  dx    ∫   

-3
  

-1
  (-2 x  2  - 7x) dx   

 ∫   
-2

  
-1

   (-   1 _ 
2
  x + 3)  dx    ∫   

-4
  

3
  2 dx   

 تمoيÒت متعددة: سوف تستقصي في هذه المسألة عملية    
إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيين.

ا: مَثِّل منحنيي  f (x) = - x  2  + 4 , g(x) =  x  2  في  Zبياني  (a  
ل المساحتين اللتين يمثِّلهما  المستوى الإحداثي نفسه، وظلِّ

 ∫   
0
  
1
  (- x  2  + 4) dx ,  ∫   

0
  
1
   x  2  dx  التكاملان

. ∫   
0
  
1
  (- x   2  + 4) dx ,  ∫   

0
  
1
   x   2  dx  ا: احسب Zتحليلي  (b  

ا: وضّح لماذا تكون مساحة المنطقة المحصورة بين  Zلف�ي  (c  
 المنحنيين مساويةً لـ

   ∫ . ثم احسب هذه القيمة 
0
  
1
  (- x  2  + 4) dx -  ∫   

0
  
1
   x  2  dx 

. b باستعمال القيم التي أوجدتها في الفرع
∫   

0
  
1
  [ f(x) -g(x)] dx  ثم احسب ، f (x) - g(x) ا: أوجد Zتحليلي  (d  

ن طريقة إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين  ا: خمِّ Zلف�ي  (e  
منحنيين.

م�صائل مهارات التفكÕ العليا

اكت�صف الخطاأ: سþُل ماجد وخالد عن دقة تقريب المساحة تحت    
منحنى باستعمال أطراف المستطيلات، فأجاب ماجد: إنه عند 

تقريب المساحة تحت منحنى باستعمال أطراف المستطيلات اليمنى، 
فإن المساحة الناتجة تكون أكبر دائمًا من المساحة الحقيقية تحت 
المنحنى. في حين أجاب خالد: إن المساحة المحسوبة باستعمال 

أطراف المستطيلات اليسرى تكون أكبر دائمًا من المساحة الحقيقية 
ر إجابتك. تحت المنحنى. أيهما كانت إجابته صحيحة ؟ برِّ

 . f تبرير: افترض أن المقطع الرأسي العرضي لنفق يُعطى بالدالة   

   ∫ ، حيث 
0
  
d
  f (x)  dx اشرح كيف يمكن حساب حجم النفق باستعمال

ر إجابتك d عرض النفق، إذا كان طوله معلومًا. برِّ
اكتi: اكتب ملخصًا للخطوات المتبعة لتقريب مساحة المنطقة    

المحصورة بين منحنى دالة والمحور x على فترة معطاة.
. ∫   

0
  
t
  ( x  2  + 2) dx  أوجد : تحد\   

اكتi: وضّح إمكانية استعمال المثلثات أو الدوائر في تقريب    
المساحة تحت المنحنيات. أي الشكلين يعطي تقريبًا أفضل برأيك؟

مراجعة تراكمية

(4-4 ¢SQódG) :تيiأوجد مشتقة كل دالة مما ي
j(x) = (2 x  3  + 11x)(2 x  8  - 12 x  2 )   

f(k) = ( k  15  +  k  2  + 2k)(k - 7 k  2 )   

s(t) = (  √ 0 t   - 7)( 3t  8  - 5t)   

(4-3 ¢SQódG) : x = 1 تي عندماiمنحنى كل دالة مما ي Üأوجد ميل مما
y =  x  3   

y =  x  3  - 7 x  2  + 4x + 9   

y = (x + 1)(x - 2)   

(4-2 ¢SQódG) :)تي )إن وجدتiأوجد كل نهاية مما ي
 lim  x→0

     x  2  + 3x _ x    

 lim  x→1
     x  2  - 3x + 2 _ 

x - 1
    

 lim  x→3
     x  2  - 9 _ 
 x  3  - 27

    

تدريi عل© اختبار

 ، x والمحور y = - x  2  - 3x + 6 ما مساحة المنطقة المحصورة بين   
في الفترة [6 ,2] ؟

93.33 وحدة مربعة تقريبًا  A  

90  وحدة مربعة تقريبًا  B  

86.67  وحدة مربعة تقريبًا  C  

52  وحدة مربعة تقريبًا  D  

 _ n(a) =   4؟
a
   -   5 _ 

 a   2 
   +   3 _ 

 a   4 
   + 4a أيٌّ مما يأتي يمثِّل مشتقة    

n’(a) = 8a -  5a  2  +  3a   4  A  

n’(a) =  4a   2  -  5a   3  +  3a   4  + 4  B  

n’(a) = -   4 _ 
 a  2 

   +   5 _ 
 a  3 

   -   3 _ 
 a  5 

   + 4  C  

n’(a) = -  4 _ 
 a  2 

   +   10 _ 
 a  3 

   -   12 _ 
 a  5 

   + 4  D  

lim  x→3     ؟
     x  2  + 3x - 10 __ 

 x  2  + 5x + 6
  ǀمƸŻ ƾم   

  3 _ 15   C    1 _ 15   A  

  4 _ 15   D    2 _ 15   B  

27( 26(

29( 28(

30(

31(

32(

33(

34(

35(

36(

37(

38(

39(

40(

41(

42(

43(

44(

45(

46(

47(
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الن�رية الاأ�صا�صية في التفا�صل والتكامل
The Fundamental Theorem of Calculus

 سقط قلم من جيب علي في أثناء ركوبه منطادًا ، فهوى نحو الأرض.
 إذا كانت سرعة سقوط القلم المتجهة بالقدم لكل ثانية تُعطى بـ

v(t) = - 32 t ، فمن الممكن إيجاد الرتفاع الذي سقط منه القلم.

الدوال الاأ�صلية والتكامل <ير المحدد تعلمت في الدرسين 3 - 4 
و4 - 4 ، أنَّه إذا أُعطي÷تَ موقع جسم بـ f (x) =  x  2  + 2x ، فإن العبارة التي 

تمثِّل سرعة الجسم هي مشتقة f (x)  أو f ′(x) = 2x + 2 ، لكن إذا أُعطيت 
عبارة تمثِّل السرعة، وطُلõب إليك إيجاد صيغة المسافة التي تم إيجاد 

السرعة منها، فلا بد من وجود طريقة للعمل عكسيًّا والعودة إلى الدالة 
الأصلية وإلغاء الشتقاق. 

. f دالة أصلية للدالة F(x) ى وبمعنى آخر، فإننا نبحث عن F(x) ، بحيث إن F′(x) = f (x) . وتُسمَّ

أوجد دالة أصلية لكل دالة مما يiتي:
f(x) = 3 x  2  (a  

لنبحث عن دالة مشتقتها  x  2 3. تذكر أن قوة x في مشتقة دالة القوة أقل بواحد من قوة x في الدالة. وعليه فإن    
 F(x) =  x  3  في الدالة، فإن x في مشتقة الدالة يساوي قوة x ستكون 3 ، وبما أن معامل F(x) في x قوة المتغير

. 3 x  2   3  أو  x  3 - 1   هي   x  3  تحقق المطلوب. حيث إن مشتقة
إن  x  3  ليست الدالة الوحيدة التي تحققُ المطلوب، فمثلًا G(x) =  x  3  + 10 تحقق المطلوب أيضًا؛ لأن    

 G′(x) =  3x  3 - 1  + 0 = 3 x  2 ، وكذلك H(x) =  x  3  - 37 تحقق المطلوب.

f (x) = -   8 _ 
 x  9 

   (b  

أعد كتابة f (x)  بقوى سالبة لتحصل على  f (x) = - 8  x  -9 ، وبما أن قوة x في مشتقة الدالة أقل بواحد من    

، f دالة أصلية للدالة F (x)=  x  -8  ستكون 8- ، وعليه تكون F(x) في x في الدالة، فإن قوة x قوة 
  H(x) =  x  -8  - 12 ، G(x) =  x  -8  + 3 8- . لحظ أن كلاًّ من x  -8 - 1   = -8 x  -9  هي x  -8    فمشتقة

. f تمثِّل دالة أصلية للدالة
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد دال¬تين أصليتين م�تلفتين لكل دالة مما يiتي:
- 3 x  -4  (1B  2x  (1A 

ةò أصلية ينتج عنه دالة أصلية أخرى، وبشكل عام فإن  إضافة أو طرح  في المثال 1 لحظ أن إضافة أو طرح ثابت لدالَّ
ثابت C لدالة أصلية يُنتج دالة أصلية أخرى ؛ لأن مشتقة الثابت صفر. وعليه فإن  هناك عددًا لنهائيًّا من الدوال الأصلية 

. C لأي دالة. والشكل العام للدالة الأصلية هو الشكل الذي يحوي الثابت

 äÉjÉ¡ædG ∫Éª©à°SG oâ°SQO
 âëJ áMÉ°ùªdG Öjô≤àd

(4-5 ¢SQódG) .ádGO ≈æëæe

.á«∏°UCG ∫GhO oóLCG  ■
 á«°SÉ°SC’G ájô¶ædG πª r©à°SCG  ■

 πeÉµàdGh π°VÉØàdG »a
.OóëªdG πeÉµàdG óLC’

á«∏°UC’G ádGódG
antiderivative

OóëªdG ô«Z πeÉµàdG
indefinite integral

 »a á«°SÉ°SC’G ájô¶ædG
πeÉµàdGh π°VÉØàdG

 Fundamental Theorem of
Calculus

ا(يجاد الدوال الاأ�صليةمoDDال 1
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كما في المشتقات، فإن  هناك قواعد لإيجاد الدالة الأصلية.

. F(x) =    x  n + 1  _ n + 1   + C :¿EÉa , -1 …hÉ°ùj ’ »Ñ°ùf OóY n å«M , f (x) =  x   n  ¿Éc GPEG قاعدة  القوة  

  :¿EÉa ,ÉkàHÉK G kOóY k , -1 …hÉ°ùj ’ »Ñ°ùf OóY n å«M ,  f (x) = k  x   n ¿Éc GPEG     قاعدة �صرب دالة 
mالقوة في عدد /اب.F(x) =   k  x  n + 1  _ n + 1   + C

 , Ö«JôàdG ≈∏Y  G(x) , F(x) Éªg ¿Éà«∏°UCG ¿ÉàdGO  g(x) , f(x) `d ¿Éc GPEG   قاعدة المجموع والفرق 

.  f(x) ± g(x) `d á«∏°UCG ádGO F (x) ± G (x) :¿EÉa

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يiتي:
 f (x) = 4 x  7  (a  

= 4  x  7 f (x) IÉ£©ªdG ádGódG

=   4  x  7 + 1  _ 
7 + 1

   + CF(x)âHÉK OóY »a Iƒ≤dG ádGO Üô°V IóYÉb

=   1 _ 
2
    x  8  + C§ q°ùH

f(x) =   2 _ 
 x  4 

   (b  

=   2 _ 
 x  4 

  f (x) IÉ£©ªdG ádGódG

= 2  x  -4 áÑdÉ°S Iƒ≤H ádGódG áHÉàc óYCG

=   2  x  - 4 + 1  _ 
-4 + 1

   + CF(x)âHÉK OóY »a Iƒ≤dG ádGO Üô°V IóYÉb

=-   2 _ 
3
    x  -3  + C = -   2 _ 

3 x  3 
   + C§ q°ùH

f(x) =  x  2  - 8x + 5  (c  

=  x  2  - 8x + 5f (x) IÉ£©ªdG ádGódG

=  x  2  - 8 x  1  + 5 x  0 x iƒb ád’óH ádGódG áHÉàc óYCG

=    x  2 + 1  _ 
2 + 1

   -   8 x  1 + 1  _ 
1 + 1

  +   5 x  0 + 1  _ 
0 + 1

   + CF(x)á«∏°UC’G ádGódG óYGƒb

=   1 _ 
3
    x  3  - 4 x  2  + 5x + C§ q°ùH

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يiتي: 

f(x) = 8 x  7  + 6x + 2  )2C  f(x) =   10 _ 
 x  3 

   )2B  f(x) = 6 x  4  )2A 

ين. الة الأصلية باسم ورمز خاصَّ يُعطى الشكل العام للدَّ

 , f (x) `d á«∏°UCG ádGO F(x) å«M , ∫ f (x) dx = F(x) + C á¨«°üdÉH  f  ádGó∏d OóëªdG ô«Z πeÉµàdG ≈£©oj
.âHÉK C h

قواعد الدالة الاأ�صليةمفهوم اأ�صا�صي

قواعد الدوال الاأ�صليةمoDDال 2

ا(ر8صادات للدرا�صة

 الدوال الاأ�صلية 
 á«∏°UCG ádGO »g F (x) =k x

 ¿Éc GPEG , kÓãªa , f (x) =k p `d
¿EÉa ,  f (x) = 3 

.  F (x) = 3x

رب� الDمفردات

 التكامل <ير المحدد 
 ô«Z πeÉµàdG á«ª°ùJ ÖÑ°S
 ’ ¬fCG º°S’G Gò¡H OóëªdG
 πH ,IOóëe ádGO øY ôÑ©oj

 ∫GhódG øe »FÉ¡f ’ OóY øY
.á«∏°UC’G

التكامل <ير المحددمفهوم اأ�صا�صي
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فيزيا%: أجرى طلب الصف الثالث الثانوي في إحدى المدارÜ الثانوية تجربة فيزيائية تتضمن إسقاà كرة من 
نافذة الفصل التي ترتفع عن سطح الأرß بft å 30 ، وتمثِّل  v(t) = -32t سرعةó الكرة المتجهة اللحظية بالأقدام 

بعد t ثانية من سقوطها.
أوجد دال¬ة موقع الكرة s(t) بعد t ثانية من سقوطها .  (a  

. v(t) لإيجاد دالة الموقع، أوجد الدالة الأصلية لـ   

= ∫ v(t) dts(t)á¡éàªdG áYô°ùdGh ™bƒªdG ø«H ábÓ©dG

= ∫ -32t dtv(t) = -32t

= -  32 t  1 + 1  _ 
1 + 1

   + CâHÉK OóY »a Iƒ≤dG ádGO Üô°V IóYÉb

= -16 t  2  + C§ q°ùH

أوجد C بتعويض ft 30 للارتفاع البتدائي ، s 0 للزمن البتدائي.   

s(t) = -16 t  2  + Cv(t) `d á«∏°UC’G ádGódG
30 =-16(0 )  2  + Cs(t) = 30 , t = 0

30 =C§ q°ùH
. s(t) = -16 t  2  + 30 أي أن دالة موقع الكرة هي   

.ßأوجد الزمن الذي تستغرقه الكرة حتى تصل إلى سطح الأر  (b  

. s(t) = 0 حُلّ المعادلة   

s(t) = -16 t  2  + 30IôµdG ™bƒe ádGO
0 = -16 t  2  + 30s(t) = 0

-30 = -16 t  2 ø«aô£dG Óc øe 30 ìôWG
1.875 ≈  t  2 -16 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG
1.369 ≈ tø«aô£dG Óµd ÖLƒªdG »©«HôàdG QòédG ò oN

أي أن الكرة ستستغرق s 1.369 تقريبًا حتى تصل إلى سطح الأرض.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ر: عند قيام فنِّي بإصلاح نافذة برÕ على ارتفاع ft 120 سقطت محفظتُه نحو الأرض، وتمثّل   Sصقو� ح�  (3  

v(t) = -32 t سرعة المحفظة المتجهة اللحظية بالأقدام بعد t ثانية من سقوطها.

أوجد دالة موقع المحفظة s(t) بعد t ثانية من سقوطها.  (A  

أوجد الزمن الذي تستغرقُهُ المحفظة حتى تصل إلى سطح الأرض.  (B  

الن�رية الاأ�صا�صية في التفا�صل والتكامل لحظ أن الرمز المُستعمل للتكامل غير المحدد يبدو شبيهًا بالرمز 
ي التكامل الأعلى والأدنى  الذي استُعمل للتكامل المحدد في الدرس 5-4 ، إذ إن الفرق الوحيد هو عدم ظهور حدَّ
في رمز التكامل غير المحدد. إن إيجاد الدالة الأصلية لدالة ما: هو طريقة مختصرة لحساب التكامل المحدد للدالة 
نفسها باستعمال مجموع ريمان. وهذه العلاقة بين التكاملات المحددة والدوال الأصلية ذات أهمية كبيرة، وتُسمى 

النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل.

¿EÉa , f (x) á∏°üàªdG ádGó∏d á«∏°UCG kádGO F(x) âfÉc GPEG
.  ∫   

a
  
b
   f (x) dx = F (b) - F (a)

. F(x)  ! 
 
 !   !   
a
  

b
   õeôdÉH IQÉÑ©dG √òg øe øªjC’G ±ô£dG øY ô«Ñ©àdG øµªjh

التكامل <ير المحددمoال 3 من واقع ا«ياةمoال 3 من واقع ا«ياة

 ΩÉY áFÉª©HQCG πÑb ال�صقو� الحر
 ¿CG »∏«dÉL ƒ«∏«dÉL èàæà°SG ,ÉkÑjô≤J

 É kWƒ≤°S §≤°ùJ »àdG ΩÉ°ùLC’G ™«ªéd
 ô«KCÉJ ∫ÉªgÉH , ¬°ùØf ´QÉ°ùàdG G vôM

 …CÉH ôKCÉàj ’ ´QÉ°ùàdG Gòg ¿CGh ,AGƒ¡dG
 hCG ¬fRh hCG §bÉ°ùdG º°ùédG IOÉe øe

.¬æe §≤°S …òdG ´ÉØJQ’G

الن�رية الاأ�صا�صية في التفا�صل والتكاملمفهوم اأ�صا�صي
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من نتائج النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل أنها ربطت بين التكاملات والمشتقات، فالتكامل هو عملية إيجاد 
دوال أصلية، في حين أن الشتقاق هو عملية إيجاد مشتقات. لذا فإن عمليتي التكامل والشتقاق هما عمليتان 

عكسيتان، ويمكننا استعمال النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل لحساب التكاملات المحددة دون الحاجة إلى 
استعمال النهايات. 

استعمل النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل لحساب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى كل دالة مما يiتي 
والمحور x على الفترة المعطاة:

.  ∫   
1
  
3
   4 x  3  dx  على الفترة [3 ,1]؛ أي y = 4 x  3  (a  

أولً: أوجد الدالة الأصلية.   

=   4 x  3 + 1  _ 
3 + 1

   + C∫ 4 x  3  dxâHÉK OóY »a Iƒ≤dG ádGO Üô°V IóYÉb

=  x  4  + C§ q°ùH
الآن: احسب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل ، ثم    

أوجد الفرق.
=  x  4  + C  $ 

 
 $   $  
 
1
  

3
  ∫   

1
  
3
   4 x  3  dxπeÉµàdGh π°VÉØàdG »a á«°SÉ°SC’G ájô¶ædG

= ( (3)  4  + C) - ( (1)  4  + C)a = 1 , b = 3

= 81 - 1 = 80§ q°ùH
أي أن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى  y = 4  x  3 والمحور x على الفترة [3 ,1] هي 80 وحدة مربعة.   

  ∫   
0
  
4
   (- x  2  + 4x + 6) dx على الفترة [4 ,0]؛ أي y = - x  2  + 4x + 6  (b 

أولً: أوجد الدالة الأصلية.   

 ∫ (- x  2  + 4x + 6) dx    

= -    x  2 + 1  _ 
2 + 1

   +   4 x  1 + 1  _ 
 1 + 1

   +   6 x  0 + 1  _ 
0 + 1

   + Cá«∏°UC’G ádGódG √óYGƒb

= -    x  3  _ 
3
   + 2 x  2  + 6x + C§ q°ùH

الآن: احسب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل، ثم أوجد الفرق.   

= -    x  3  _ 
3
   + 2 x  2  + 6x + C  $ 

 
 $   $  
 
0
  

4
  ∫   

0
  
4
   (-  x  2  + 4x + 6) dxπeÉµàdGh π°VÉØàdG »a á«°SÉ°SC’G ájô¶ædG

=   (-    (4)  3  _ 
3
   + 2(4 )  2  + 6(4) + C)  -  

(-   (0 )  3  _ 
3
   + 2(0 )  2  + 6(0) + C) 

a = 0 , b = 4

≈ 34.67 - 0 ≈ 34.67§ q°ùH

أي أن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى  y = -  x  2  + 4 x + 6  والمحور x على الفترة [4 , 0] هي    
34.67 وحدة مربعة تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل تكامل محدد مما يiتي:

 ∫   
1
  
2
   (16 x  3  - 6 x  2 ) dx  (4B   ∫   

2
  
5
   3 x  2  dx  (4A 

لحظ أنه عند حساب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل ، وحساب الفرق بين القيمتين ، فإن 
C لن تظهر في الناتج؛ وذلك لأن C موجودة في كلتا الدالتين الأصليتين، فإن الفرق بين قيمتي C يساوي صفرًا. 

لذا فإنه لحساب تكامل محدد باستعمال النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل يمكنك إهمال الثابت C، وعدم كتابته 
في الدالة الأصلية.

الم�صاحة تحm منحن©مoDDال 4

 ماريا اأجن�صن (1799–1718)
 äÉ¨∏dG »a âYôH á«dÉ£jEG áªdÉY 

 tó©ojh ,äÉ«°VÉjôdGh áØ°ù∏ØdGh
 Analytical Institutions É¡HÉàc
 π°VÉØàdG »HÉ°ùM ¢ûbÉf ÜÉàc ∫hCG
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د ما إذا كان محددًا أو غير محدد. قبل حساب التكامل حدِّ

احسب كل تكامل مما يiتي:
∫ (9x -  x  3 ) dx  (a  

هذا تكامل غير محدد. استعمل قواعد الدالة الأصلية لحسابه.   

=   9 x  1 + 1  _ 
1 + 1

   -    x  3 + 1  _ 
3 + 1

   + C∫ (9x -  x  3 ) dxá«∏°UC’G ádGódG óYGƒb

=   9 _ 2    x  2  -    x  4  _ 
4
   + C§ q°ùH

 ∫   
 2

  
3
   (9x -  x  3 ) dx  (b  

هذا تكامل محدد. احسب قيمة التكامل باستعمال قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى.   

=  (  9 _ 2    x  2  -    x  4  _ 
4
  )   | 

 
 |   |  
 
2
  

3
  ∫   

2
  
3
   (9x -  x  3 ) dxπeÉµàdGh π°VÉØàdG »a á«°SÉ°SC’G ájô¶ædG

=  (  9 _ 2    (3)  2  -    (3)  4  _ 
4
  )  -   

 
       9 _ 
2
   (2 )  2  -    (2)  4  _ 

4
    
 
 )    a = 2 , b = 3

= 20.25 - 14 = 6.25
§ q°ùH

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل تكامل مما يiتي:

 ∫   
1
  
3
   (- x  4  + 8 x  3  - 24 x  2  + 30x - 4) dx  (5B  ∫ (6 x  2  + 8x - 3) dx  (5A 

ة الأصلية، في حين ل يُعطي التكامل المحدد الدالة الأصلية بصورة صريحة،  لحظ أن التكامل غير المحدد يُعطي الدالَّ
بل هو الفرق بين قيمتي الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى. أي أن التكامل غير المحدد يعطي دالة، وهي الدالة 

الأصلية، ويمكن استعمالها لإيجاد مساحة المنطقة تحت منحنى الدالة بين أي حدين أعلى وأدنى؛ ليصبح التكامل 
عندها محددًا.

 .  ∫   
0
  
0.5

   360x dx 0.5 من موضعه الطبيعي بالتكامل m يُعطى الشغل اللزم لشد ناب� ما مسافة 
ما قيمة الشغل اللزم لشد الناب� مقيسًا بوحدة الجول؟ 

احسب قيمة التكامل المحدد.
= 180 x  2    | 

 
 |   |   0
  

0.5
  ∫   

0
  
0.5

   360x dxπeÉµàdGh π°VÉØàdG »a á«°SÉ°SC’G ájô¶ædGh , âHÉK OóY »a Iƒ≤dG ádGO Üô°V IóYÉb

= 180(0.5 )  2  - 180(0 )  2 a = 0 , b = 0.5

= 45 - 0 = 45§ q°ùH

. 45 J أي أن الشغل اللازم هو
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد الشغل اللزم لشد ناب� مسافة ما والمعطى بالتكامل في كل مما يiتي:
 ∫   

0
  
1.4

  512x dx  (6B   ∫   
0
  
0.7

   476x dx  (6A 

التكامÒت المحددة و<ير المحددةمoDDال 5 تنبي¦ �
 التكامÒت 

 πgÉéJ øµªj ¬fCG í«ë°U
 πeÉµàdG ÜÉ°ùM óæY C âHÉãdG

 √òNCG Öéj ¬fCG ’EG ,OóëªdG
 ÜÉ°ùM óæY QÉÑàY’G ø«©H

 ¬fC’ ;OóëªdG ô«Z πeÉµàdG
.á«∏°UC’G ádGódG øe AõL

التكامÒت المحددةمoDDال 6
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( 1 , 2 ¿’ÉãªdG) :تيiأوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالّة مما ي
f(x) =  x  5   

f(z) =   3
 √ , z    

q(r) =   3 _ 
4
    r    

2 _ 5    +   5 _ 8    r    
1 _ 3    +  r    

1 _ 2     

w(u) =   2 _ 3    u  5  +   1 _ 6    u  3  -   2 _ 5   u   

u(d) =   12 _ 
 d  5 

   +   5 _ 
 d  3 

   - 6  d  2  + 3.5   

m(t) = 16  t  3  - 12  t  2  + 20 t - 11   

�صقو� حر: ارجع إلى فقرة �لماذا؟� في بداية الدرس. افترض    
( 3 ∫Éãe) .2 حتى الوصول إلى سطح الأرض s أن القلم قد استغرق

. s(t) = ∫ -32t dt أوجد دالة الموقع  (a  

.  s(t) =0 ، t = 2 s عندما C احسب قيمة  (b  

ما ارتفاع القلم عن سطح الأرض بعد s 1.5 من سقوطه؟  (c  

( 4 , 5 ¿’ÉãªdG) :تيiاحسب كل تكامل مما ي
∫ (6m + 12 m  3 ) dm   

 ∫   
1
  
4
    2  x  3  dx   

 ∫   
2
  
5
   ( a  2  - a + 6) da   

 ∫   
1
  
3
    (   1 _ 2    h  2  +   2 _ 3    h  3  -   1 _ 5    h  4 )  dh   

∫  ( 3.4  t  4  - 1.2  t  3  + 2.3 t - 5.7 ) dt   

∫  (14.2  w  6.1  - 20.1  w  5.7  + 13.2  w  2.3  + 3 ) dw   

ح�صرات: تُعطى سرعة قفز حشرة بـ  v(t) = - 32t + 34 ، حيث    
 t الزمن بالثواني، و v(t) السرعة المتجهة بالأقدام لكل ثانية.

( 6 ∫Éãe) 
 C للحشرة، ثم احسب قيمة الثابت s(t) أوجد دالة الموقع  (a  

. s(t) = 0 فإن ، t = 0 بفرض أنه عندما
أوجد الزمن من لحظة قفز الحشرة حتى هبوطها على سطح   (b  

الأرض؟

م مهندس مدخل بناية على شكل قوس يمكن وصفه  هند�صة: صمَّ   

 _  y = -    x  2  ، حيث x بالأقدام. احسب مساحة المنطقة 
157.5

   + 4x  بـ
( 6 ∫Éãe) .تحت القوس

احسب كل تكامل مما يiتي:
 ∫   

-1
  

2
   (-  x  2  + 10) dx     ∫   

-3
  

1
   3 dx    

 ∫   
-1

  
1
   ( x  4  - 2 x  3  - 4x + 8) dx    ∫   

-2
  

-1
    (   x  5  _ 2   +   5 x  4  _ 4  )  dx    

 ∫   
-6

  
-3

   (- x  2  - 9x - 10) dx    

مق|وفات: تُعطى سرعة مقذوف بـ v(t) = - 32t + 120 ، حيث    
v(t) السرعة المتجهة بالأقدام لكل ثانية بعد t ثانية ، ويبلغ ارتفاعه 

. 3 s 228 بعد ft

أوجد أقصى ارتفاع يصله المقذوف.  (a  

أوجد سرعة المقذوف عندما يصل إلى سطح الأرض.  (b  

احسب كل تكامل مما يiتي:
 ∫   

5
  
x
   (10 t  4  - 12 t  2  + 5) dt    ∫   

x
  
2
   (3 t  2  + 8t) dt   

 ∫   
-x

  
6
   (-9 t  2  + 4t) dt    ∫   

3
  
2
   (4 t  3  + 10t + 2) dt   

 ∫   
2x

  
x + 3

   (3 t  2  + 6t + 1) dt    ∫   
x
  
 x  2  

   (16 t  3  - 15 t  2  + 7) dt   

حج  الكرة: يمكن إيجاد حجم كرة طول نصف قطرها R بقصها    
إلى حلقات دائرية من خلال مستويات رأسية متوازية ثم إجراء تكامل 

لحساب مساحات الحلقات الدائرية. 

x

R

√R2 - x2

يبلغ طول نصف قطر كل حلقة   R  2  -  x  2  ,,, √      ، أي أن مساحة كل    

 .  π  (  √ ,,,  R  2  -  x  2    )   
2
 حلقة هي 

   ∫  لحساب حجم الكرة .
-R

  
R

   (π R  2  - π x  2 ) dx أوجد
 ،  f(x) م�صاحات: احسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي   

. 1 ≤ x ≤ 3 في الفترة ، x والمحور g(x)

f(x) = x2 + 1

y

xO 2 4 6

2

4

6

9

g(x) = -x2 + 9

تدرب وحل ا½�صائل
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 تمoيÒت متعددة: ستستكشف في هذه المسألة العلاقة بين    
قيمة تكامل دالة على فترة، ومساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
الدالة والمحور x ، وتأثير موقع الدالة بالنسبة لمحور x على إشارة 

التكامل.
ا: مَثِّل الدالة f(x) =  x  3  - 6 x  2  + 8x  بيانيًّا، وظلِّل  Zهند�صي  (a  

. 0 ≤ x ≤ 4 في الفترة ، x والمحور f(x) المنطقة المحصورة بين
ا: احسب كلاًّ من: Zتحليلي  (b   

  ∫   
0
  
2
  ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx ,  ∫   

2
  
4
  ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx

ا: أعطõ تخميناً حول مساحة المنطقة الواقعة فوق أو تحت  Zلف�ي  (c  
. x المحور

ا أوجد التكامل على الفترة كاملة من خلال حساب Zتحليلي  (d   

   ∫ ، ثم أوجد المساحة الكلية من خلال 
0
  
4
   ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx

 حساب
  ∫   

0
  
2
  ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx  +   ∫   

2
  
4
   ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx 

ا: أعطõ تخميناً حول الفرق بين قيمة التكامل على الفترة  Zلف�ي  (e  
كاملة والمساحة الكلية.

م�صائل مهارات التفكÕ العليا

   ∫ ، حيث r  عدد ثابت.
-r

  
r
     √ ,,,  r  2  -  x  2    dx  احسب قيمة : تحد\   

د ما إذا كانت كل عبارة مما يiتي صحيحة دائمًا، أو صحيحة  دِّ óتبرير: ح
ر إجابت�: أحيانًا، أو Pير صحيحة أبدًا. برِّ

 ∫   
a
  
b
   f(x) dx =  ∫   

b
  
a
   f(x) dx   

 ∫   
a
  
b
   f(x) dx =  ∫   

-b
  

-a
   f(x) dx   

 ∫   
a
  
b
   f(x) dx =  ∫   

|b|
  

|a|
   f(x) dx   

برهان: أثبت أنه لأي عددين ثابتين n ، m ، فإن    

. ∫   
a
  
b
   (n + m) dx =  ∫   

a
  
b
  n dx +  ∫   

a
  
b
   m dx

 ∑  , f (x)  ، عندما يقع 
i=1

   
n

   f( x  i  )∆x  ,  ∫   
a
  
b
   f(x) dx تبرير: صف قيم   

. a ≤ x ≤ b في الفترة x تحت المحور f  التمثيل البياني للدالة
اكتi: بيِّن لماذا يمكننا إهمال الحد الثابت C في الدالة الأصلية    

عند حساب التكامل المحدد.

مراجعة تراكمية

استعمل النهايات لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
( 4-5 ¢SQódG) :تيiوالمعطاة بالتكامل في كل مما ي ، x والمحور

 ∫   
0
  
6
   (x + 2) dx     ∫   

 -2
  

2
   14  x  6  dx   

 (4-4 ¢SQódG) :تيiيجاد مشتقة كل دالة مما يü استعمل قاعدة القسمة
j(k) =    k  8  - 7k _ 

2 k  4  + 11 k  3 
    

g(n) =   2 n  3  + 4n _ 
 n  2  + 1

     

( 4-2 ¢SQódG)  .a فأوجد قيمة ، lim    
x→1

  (2  x  2  + a x) = 8   إذا كان   

 أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يiتي عند أي نقطة عليه: 
(4-3 ¢SQódG)

y =  x  2  + 3   

y =  x  3   

تدريi عل© اختبار

   ∫ ، فما قيمة k ؟
0
  
2
   k x dx  = 6 إذا كان   

1  A  

2  B  

3  C  

4  D  
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مفاهي  اأ�صا�صية
( 4 -1 ¢SQódG) ا Zتقدير النهايات بياني

 GPEG §≤ah GPEG , IOƒLƒe c øe x Üôà≤J ÉeóæY f (x) ájÉ¡f ¿ƒµJ  •
.ø«àjhÉ°ùàeh ø«JOƒLƒe QÉ°ù«dGh ø«ª«dG øe ¿ÉàjÉ¡ædG âfÉc

 f (x) âHôàbG GPEG IOƒLƒe ô«Z c øe x Üôà≤J ÉeóæY f (x) ájÉ¡f ¿ƒµJ  •
 øeh QÉ°ù«dG øe c Oó©dG øe x º«b ÜGôàbG óæY ø«àØ∏àîe ø«àª«b øe
 óæY Ohóëe ô«Z πµ°ûH ¢übÉæàJ hCG f (x) º«b OGOõJ ÉeóæY hCG ,ø«ª«dG
 ÉeóæY hCG ,Éª¡«∏c hCG ø«ª«dG hCG QÉ°ù«dG øe c Oó©dG øe x º«b ÜGôàbG

. c øe x º«b ÜGôàbG óæY ø«àØ∏àîe ø«àª«b ø«H f (x) º«b ÜòHòàJ
(4-2 ¢SQódG) ا Zح�صاب النهايات جبري

 øe kIOÉY á«Ñ°ùædG ∫GhódGh OhóëdG äGô«ãc äÉjÉ¡f OÉéjEG øµªj  •
.ô°TÉÑªdG ¢†jƒ©àdG ∫ÓN

 ádGO ájÉ¡f ÜÉ°ùM óæY    0 _ 0    IOóëªdG ô«Z á¨«°üdG ≈dEG â∏°UƒJ GPEG  •
 §°ùÑdG øe πc π«∏ëJ ∫ÓN øe ÉvjôÑL IQÉÑ©dG § qp°ùnÑa ,á«Ñ°ùf

 πeGƒ©dG QÉ°üàNG ºK , ΩÉ≤ªdG hCG §°ùÑdG ¥É£fEG hCG ΩÉ≤ªdGh
.ácôà°ûªdG

(4-3 ¢SQódG) المما�س وال�صرعة المتجهة
 π«e ƒg (x, f (x)) á£≤ædG óæY f ádGó∏d »¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ qó© oe  •

á¨«°üdÉH ≈£©ojh , (x, f (x)) á£≤ædG óæY m ¢SÉªªdG 
m =   lim    

h→0
    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

  

y = f(x)

y

O x

f(x h) f(x)

(x + h, f(x + h))

x+ hx

(x, f(x))

h

+

(4 - 4 ¢SQódG) الم�صتقة
 á¨«°üdÉH ≈£©oJh , f ′(x) õeôdÉH f (x) =  x   n  á≤à°ûªd õeôoj  •

.»≤«≤M OóY n å«M ,  f ′(x) = n  x  n - 1 

(4-5 ¢SQódG) المنحن© والتكامل mالم�صاحة تح
 f (x) ádGódG ≈æëæe ø«H IQƒ°üëªdG á≤£æªdG áMÉ°ùe ≈£©oJ  •

 á¨«°üdÉH x QƒëªdGh 
 Éªg a , b å«M ,    ∫   

a
  
b
   f (x) dx =   lim  n→∞

  ∑ 
 i=1

  
n

    f ( x  i ) ∆x 

, πeÉµà∏d ≈fOC’Gh ≈∏YC’G ¿GóëdG 
∆x  =   b - a _ n   ,  x  i  = a + i∆x 

(4- 6 ¢SQódG) الن�رية الاأ�صا�صية في التفا�صل والتكامل
 á¨«°üdÉH ≈£©oJh F(x) »g f (x) =  x  n  `d á«∏°UC’G ádGódG  •

âHÉK OóY C å«M ,  F(x)  =    x  n + 1  _ n + 1   + C

 ¿EÉa , f (x) á∏°üàªdG ádGó∏d á«∏°UCG kádGO F(x) âfÉc GPEG  •

  ∫   
a
  
b
  f (x) dx = F(b) - F(a)

المفردات
130 ¢U IóMGh á¡L øe ájÉ¡ædG

130 ¢U ø«à¡L øe ájÉ¡ædG
139 ¢U ô°TÉÑªdG ¢†jƒ©àdG

140 ¢U  IOóëªdG ô«Z á¨«°üdG
149 ¢U ¢SÉªªdG

149 ¢U »¶ë∏dG ôq«¨àdG ∫ó© oe
149 ¢U ¥ôØdG áª°ùb

151 ¢U á«¶ë∏dG á¡éàªdG áYô°ùdG
156 ¢U á≤à°ûªdG
156 ¢U ¥É≤à°T’G

156 ¢U  á«∏°VÉØàdG ádOÉ©ªdG

156 ¢U »∏°VÉØàdG ôKDƒªdG
166 ¢U º¶àæªdG A…õéàdG

167 ¢U OóëªdG πeÉµàdG
167 ¢U ≈fOC’G óëdG
167 ¢U ≈∏YC’G óëdG

167 ¢U øªjC’G ¿ÉªjQ ´ƒªée
167 ¢U πeÉµàdG

173 ¢U á«∏°UC’G ádGódG
174 ¢U  OóëªdG ô«Z πeÉµàdG

 π°VÉØàdG »a á«°SÉ°SC’G ájô¶ædG
175 ¢U πeÉµàdGh

اختبر مفرداتك
اختر المفردة المناسبة لكل عبارة مما يiتي:

ميل المنحنى غير الخطي عند نقطة عليه هو  ، والذي   (1  
يمكن تمثيله بميل مماس منحنى الدالة عند تلك النقطة.

 x يمكن إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور  (2  
باستعمال  .

يمكن إيجاد نهايات دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية باستعمال   (3  
 ، وذلك إذا كان مقام الدالة النسبية ل يساوي صفرًا 

عند النقطة التي تُحسب عندها النهاية .

. f (x) تُسمى  لـ F(x) فإن ، F′(x) = f (x) إذا كان  (4  

    0 _ 
0
يُسمى ناتج التعويض في النهايات على الصورة    (5   

بـ  .
تُسمى عملية إيجاد المشتقة بـ  .  (6  

 _ d     ، فإن ذلك يعني إيجاد مشتقة 
dx

   õإذا سُبقت دالة بـ  (7  
الدالة.

يطلق على السرعة المتجهة عند لحظة زمنية محددة  .  (8  

ملخ�س الف�صل
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قدّر كل نهاية مما يiتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزّز إجابت� 
باستعمال جدول قيم:

 lim  x→3
    ( 2 x - 7 )  (9  

 lim  x→1
    ( 0.5 x  4  + 3 x   2  - 5 )  (10 

ر كل نهاية مما يiتي: قدِّ

  lim  
x→ 2  +  

    x  2  + x - 6 _ 
x - 2

   (11 

 lim  x→4
     x  2  + x + 20 _ 

x - 4
   (12 

 lim  x→4
    9 __ 
 x  2  - 8x + 16

   (13 

 lim  x→2
     x  2  - 7x - 10 __ 

x - 2
   (14 

ز إجابت� باستعمال      lim    باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ
x→2

     x  2  - 4 _ x - 2
قدّر   

جدول قيم.
 _ f (x) =    x   2  - 4  أدناه أنه 

x - 2    ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة Zالتحليل بياني
كلما اقتربت قيم x من العدد 2 ، فإن قيم f (x) المقابلة تقترب من 4 ؛ 

lim  x→2   بالعدد 4 .
     x  2  - 4 _ 

x - 2    لذا فإن بإمكاننا تقدير
y

xO

f(x) =   x
2  4_

x  2

ا: كوّن جدول قيم باختيار قيم x القريبة من العدد 2 من  Zالتعزيز عددي
كلا الجهتين. 

2 øe Üôà≤J x 2 øe Üôà≤J x
x 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1

f (x) 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1

يبيِّن نمط قيم f (x) ، أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 2 من اليسار ومن 
اليمين، فإن قيم f (x) تقترب من العدد 4 .

استعمل خصائ� النهايات لحساب كل نهاية مما يiتي:
 lim  x→5

     x  2  + 2x + 10 __ x   (15 

  lim    
x→-1

  (5 x  2  - 2x + 12)  (16 

احسب كل نهاية مما يiتي باستعمال التعوي� المباشر إذا كان ممكنًا، 
وإل فاذكر السبب.

  lim  x→25
     x  2  + 1 _ 
  √ % x   - 5

   (17 

 lim  x→2
  (-3 x  3  - 2 x  2  + 15)  (18 

احسب كل نهاية مما يiتي:
  lim    
x→-2

    x + 2 _ 
 x  2  - 2x - 8

   (19 

  lim  x→∞
   (2 - 4 x  3  +  x  2 )   (20 

احسب كل نهاية مما يiتي باستعمال التعوي� المباشر إذا كان ذل� 
ممكنًا، وإل فاذكر السبب.

 lim  x→2
  (2 x  3  -  x  2  + 4x + 1)  (a  

بما أن هذه نهاية كثيرة حدود؛ لذا يمكننا حسابها باستعمال    
التعويض المباشر.

 lim  x→2
  (2 x  3  -  x  2  + 4x + 1) = 2(2 )  3  -  2  2  + 4(2) + 1

 = 16 - 4 + 8 + 1 = 21

  lim  x→-4
      2x - 7 _ 
2 -  x  2 

   (b  

بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامها ليس صفرًا عندما x = -4 ؛     
لذا يمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.

  lim    
x→-4

    2x - 7 _ 
2 -  x  2 

   =   2(-4) - 7 _ 
2  - (-4)  2 

   =   -8 - 7 _ 
2 - 16

   =    15 _ 
14

  

مoDDال 1

ا ال�صفحات 136 - 128�4-1 Zتقدير النهايات بياني

مoDDال 2

4-2( 137 –146 äÉëØ°üdG) ا Zح�صاب النهايات جبري
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أوجد ميل مماÜ منحنى كل دالة مما يiتي عند النقاà المعطاة :
y = 6 - x , (-1, 7) , (3, 3)  (21 

y =  x  2  + 2 , (0, 2) , (-1, 3)  (22 

أوجد معادلة ميل منحنى كل دالةò مما يiتي عند أي نقطة عليه:
y = - x  2  + 3 x  (23 

y =  x  3  + 4 x  (24 

تمثِّل s(t) في كل مما يiتي موقع جسم بالأقدام بعد t ثانية . أوجد سرعة 
الجسم المتجهة اللحظية عند الزمن المعطى:

s(t) = 15t - 16 t  2  , t = 0.5  (25 

s(t) = -16 t  2  - 35t + 400 , t = 3.5  (26 

تمثِّل h(t) في كل مما يiتي مسار جسم متحرè . أوجد السرعة المتجهة 
اللحظية v(t) للجسم عند أي زمن:

h(t) = 8 - 2 t  2  + 3t  (28  h(t) = 12 t  2  - 5  (27 

أوجد ميل مماÜ منحنى  y =  x  2 عند النقطة (4 ,2) .
=  lim  h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h
  m»¶ë∏dG ô« q̈ àdG ∫ qó© oe á¨«°U

=  lim  h→0
    
f (2 + h) - f (2)

  __ 
h
  x = 2

=  lim  h→0
    
(2 + h )  2  -  2  2 

 __ 
h
  f  ( 2 + h) = (2 + h )  2  , f  (2) =  2  2 

=  lim  h→0
    4 + 4h +  h  2  - 4  __ 

h
  ¢SGƒbC’G ∂ oa

=  lim  h→0
    
h(4 + h)

 _ 
h
  π q∏M ºK ,§ q°ùH

=  lim  h→0
  (4 + h)h ≈∏Y º°ùbG

= 4 + 0 = 4¢VqƒY

أي أن ميل مماس منحنى  y =  x  2 عند النقطة (4 ,2) هو 4 .

أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي باستعمال النهايات ، ثم احسب قيمة 
المشتقة عند النقاà المعطاة.

g(t) = - t  2  + 5t + 11 , t = -4 , 1  (29 

m( j) = 10j - 3 , j = 5 , -3  (30 

أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي:
z(n) = 4  n  2  + 9 n  (32  p(v) = -9 v + 14  (31 

g(h) =  4 h  
  3 _ 
4
   
 -  8 h  

  1 _ 
2
  
  + 5  (34  t(x) = -3   

5
 √ %  x  6    (33 

استعمل قاعدة مشتقة القسمة؛ üيجاد مشتقة كل دالة مما يiتي:
m(q) =   2 q  4  -  q  2  + 9 __ 

 q  2  - 12
   (36  f(m) =   5 - 3m _ 

5 + 2m
   (35 

. h(x) =    x  2  - 5 _ 
 x  3  + 2

أوجد مشتقة    
افترض أن f (x) =  x  2  - 5 , g (x) =  x   3  + 2 . لذا، 
f (x) , g(x) أوجد مشتقة كل من . h(x) = f (x)/g(x)

=  x  2  - 5f (x)¢VôØdG øe
= 2xf  ′(x)áàHÉãdG ádGódGh Iƒ≤dG äÉ≤à°ûe óYGƒb
=  x  3  + 2g(x)¢VôØdG øe
= 3 x  2 g ′(x)áàHÉãdG ádGódGh Iƒ≤dG äÉ≤à°ûe óYGƒb

. h(x) لإيجاد مشتقة f (x), f ’(x), g(x), g ’(x) استعمل
=   

f  ′(x)g (x) - f(x) g′(x)
  __ 

[ g(x) ]  2 
  h′(x)áª°ù≤dG á≤à°ûe IóYÉb

=   
2x( x  3  + 2) - ( x  2  - 5)  3x  2 

  __  
 ( x  3  + 2)  2 

  ¢VqƒY

=   - x  4  + 15 x  2  + 4x  __ 
( x  3  + 2 )  2 

  § q°ùH

مoDDال 3

4-3( 149 –154 äÉëØ°üdG) المما�س وال�صرعة المتجهة

مoDDال 4

4-4( 156 –163 äÉëØ°üdG) الم�صتقات



دليل الدرا�صة والمراجعة

183      183الدر�س   - 4 á©LGôªdGh á°SGQódG π«dO  الف�صل 4

ب مساحة المنطقة المظللة تحت منحنى كل دالة مما يiتي باستعمال  قرِّ
الأطراف اليمنى و 5 مستطيلت:

 (38   (37 
y

O x

2

4

6

2 4 6

f(x) = x2 + 8x --  10

  

y

O x

2

4

6

2 4 6

f(x) =   8_x

  

استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x ، والمعطى بالتكامل المحدد في كل مما يiتي:

 ∫   
1
  
2
  2  x   2  dx  (39 

 ∫   
0
  
3
  (2 x   3  - 1) dx  (40 

 ∫   
0
  
2
  (  x   2  + x) dx  (41 

 ∫   
1
  
4
  ( 3 x   2  - x) dx  (42 

 استعمل النهايات üيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى
.   ∫   

0
  
 2
 2  x   2  d x في الفترة [2 ,0] أو ، x والمحور  y = 2 x  2 

.  x  i  ، ∆x ابدأ بإيجاد
=   b - a _ n   ∆ x∆x á¨«°U

=   2 - 0 _ n   =   2 _ n  ∆ xb = 2 , a = 0

= 0 + i   2 _ n   =   2i _ n   x  i a = 0 , ∆ x =   2 _ n  

=   lim  n→∞
   ∑ 
i=1

   
n

   2   (  2i _ n  )   
2
  (  2 _ n  )  ∫   

0
  
2
  2 x  2  dx x  i  =   2i _ n   , ∆x =   2 _ n  

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

   ( ∑ 
i=1

   
n

     4 i  2  _ 
 n  2 

   ) § q°ùH

=  lim  n→∞
      4 _ 
n

    (  4 _ 
 n  2 

   ·   
n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
  ) ´ƒªéªdG ≠«°U

=   lim  n→∞
   (  

8(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

3 n  2 
  ) § q°ùH

=   lim  n→∞
   

      


   8 _ 
3
   ·  (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  

   -   


 ,É kcôà°ûe kÓeÉY êôNCG 

 n  2  ≈∏Y º°ùbG ºK

=   16 _ 3   ≈ 5.33äÉjÉ¡ædG ¢üFÉ°üN

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يiتي:
g(n) = 5n - 2  (43 

r(q) = -3 q  2  + 9q - 2  (44 

m(t) = 6 t  3  - 12 t  2  + 2t - 11  (45 

p(h) = 7 h  6  + 4 h  5  - 12 h  3  - 4  (46 

احسب كل تكامل مما يiتي:
∫ 8 x  2  dx  (47 

∫ (2 x  2  - 4) dx  (48 

 ∫   
3
  
5
  (2 x  2  - 4 + 5 x  3  + 3 x  4 ) dx  (49 

 ∫   
1
  
4
  (- x  2  + 4x - 2 x  3  + 5 x  5 ) dx  (50 

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يiتي:
f (x) =   4 _ 

 x  5 
   (a  

= 4 x  -5 f (x) ádGódG áHÉàc óYCG
áÑdÉ°S Iƒ≤H IÉ£©ªdG

=   4 x  -5 + 1  _ 
-5 + 1

   + CF(x) Iƒ≤dG ádGO Üô°V IóYÉb
âHÉK OóY »a

=  x  -4  + C = -   1 _ 
 x  4 

   + C§ q°ùH
f (x) =  x  2  - 7  (b  

=  x  2  - 7f (x)IÉ£©ªdG ádGódG
=  x  2  - 7 x  0 x iƒb ád’óH ádGódG áHÉàc óYCG

=    x  2 + 1  _ 
2 + 1

   -   7 x  0 + 1  _ 
0 + 1

   + CF(x)á«∏°UC’G ádGódG óYGƒb

 =   1 _ 3    x  3  - 7x + C§ q°ùH

مoDDال 5

4-5( 164 – 172 äÉëØ°üdG) المنحن© والتكامل mالم�صاحة تح

مoDDال 6

4-6(173 – 179 äÉëØ°üdG) الن�رية الاأ�صا�صية في التفا�صل والتكامل
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حيوانات: يُعطى عدد الحيوانات P في محميَّة طبيعية بالمþات بعد   (51 

 . t ≥ 5 حيث ، P(t) =   40 t  3  + 48t + 100  __  
5 t  3  - 70t - 95

 t سنة بالدالة    
(4-1 ¢SQódG)

أوجد العدد التقريبي للحيوانات في المحميَّة بعد 5 سنوات.  (a  

∞→lim  t    ؟
  P(t)أوجد  (b  

تحف فنية: لدى سلمان تحفة فنية يزداد سعرها كل سنة.   (52 

 _ v(t) =   800t تمثِّل سعر التحفة بعد t سنة 
4t + 19

افترض أن الدالة    
(4 -1 ¢SQódG) .ات الريالتþبم

. 0 ≤ t ≤ 10 استعمل الآلة البيانية لتمثيل الدالة في الفترة  (a  

استعمل التمثيل البياني في الفرع a لتقريب سعر التحفة عندما  (b   
. t = 3 , 6 , 10

.    lim  t→∞
  v(t) لحساب a استعمل التمثيل البياني في الفرع  (c  

ح العلاقة بين نهاية الدالة وسعر التحفة. وضِّ  (d  

م أحد المعارض الفنية عرضًا لشراء التحفة  بعد 10 سنوات، قدَّ  (e  
من سلمان بسعر 30000 ريال، هل من الأفضل بيعها بهذا السعر؟ 

ر إجابتك. برِّ

 _ v(t) =   450  تمثِّل سعر سلعة 
5 + 25(0.4 )  t 

مبيعات: افترض أن الدالة      (53 

(4 - 2 ¢SQódG) .سنة t ما بالريالت بعد
أكمل الجدول أدناه:  (a  

0123ال�صنة

ال�صعر

. 0 ≤ t ≤ 10 استعمل الآلة البيانية لتمثيل الدالة في الفترة  (b  

∞→lim   t    إذا كانت موجودة.
  v(t)  يل البياني لتقديرõاستعمل التمث  (c  

وضّح العلاقة بين نهاية الدالة وسعر السلعة.  (d  

�صواريy: أُطلق صارو× رأسيًّا إلى أعلى بسرعة ft/s 150. افترض   (54 
 أن ارتفاع الصارو× h(t) بالأقدام بعد t ثانية يُعطى بالدالة

(4-3 ¢SQódG) . h(t) = -16  t   2  + 150t + 8.2

أوجد السرعة المتجهة اللحظية v(t) للصارو×.  (a  

ما سرعة الصارو× بعد s 1.5 من إطلاقه؟  (b  

متى يصل الصارو× إلى أقصى ارتفاع؟   (c  

ما أقصى ارتفاع يصل إليه الصارو×؟  (d  

رماية: أطلق محمد سهمًا بسرعة ft/s 35 باتجاه هدف.   (55 
 افترض أن ارتفاع السهم h بالأقدام بعد t ثانية من إطلاقه مُعطى بالدالة

( 4-3 ¢SQódG) . h(t) = -16  t  2  + 35t + 1.5

اكتب معادلة السرعة المتجهة اللحظيةv(t) للسهم .  (a  

ما سرعة السهم بعد s/0.5 من إطلاقه؟  (b  

متى يصل السهم إلى أقصى ارتفاع؟  (c  

ما أقصى ارتفاع يصل إليه السهم؟  (d  

ت�صمي : يقوم مصمم ألبسة رياضية بعمل شعار جديد يشبه المنطقة   (56 
المظللة تحت المنحنى أدناه؛ حيث سيقوم بخياطة هذا الشعار على 

قمصان لعبي فريق رياضي ، ما مقدار القماÝ الذي يحتاÕ إليه 
(4-6 ¢SQódG) بالبوصات؟ x لعمل 50 شعارًا إذا كانت

y

xO 1-1 2 3 4

4

6

2

8

y = -x4 + 3x3

�صفادع: تمثِّل الدالة v(t) = -32t + 26 سرعة قفز ضفدع بالأقدام   (57 
(4-6 ¢SQódG) .الزمن بالثواني t لكل ثانية ، حيث

.t = 0 عندما s(t) = 0 على فرض أن ، s(t) أوجد موقع الضفدع  (a  

ما الزمن الذي يستغرقه الضفدع في الهواء عند قفزه؟  (b  

 ، 20 ft يور: سقطت حبة قمح من منقار حمامة تطير على ارتفاع;  (58 
وتُعطى سرعة سقوط الحبة بالدالة v(t) = -32t ، حيث t الزمن 

(4-6 ¢SQódG)  .بالأقدام لكل ثانية v(t) ،بالثواني
أوجد موقع الحبة s(t) عند أي زمن.  (a  

أوجد الزمن الذي تستغرقه الحبة حتى تصل إلى سطح الأرض.  (b  

تطبيقات وم�صائل
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قدّر كل نهاية مما يiتي:
 lim  x→4

     x  2  - 16 _ x - 4      lim  x→ 0  + 
   √ ### x + 4   - 8   

  lim  x→∞
   x  3  + 5 x  2  - 2x + 21    lim  x→7

    6 _ 
x - 7

    

ا(لكترونيات: يُعطى متوسط تكلفة إنتاÕ جهاز إلكتروني بالريال    

 .C(x) =   100x + 7105 _ x   جهاز بالدالة x Õعند إنتا
احسب نهاية الدالة عندما تقترب x من المالنهاية.  (a  

.a ر الناتج في الفرع فَسِّ  (b  

احسب كل نهاية مما يiتي باستعمال التعوي� المباشر إذا كان ممكنًا، وإل 
فاذكر السبب:

 lim  x→9
  (2 x  3  - 12x + 3)    lim  x→5

     x  2  _ 
  √ ### x - 4   - 2

    

 _ S(t) =   2000 t  2  + 4 عدد المشتركين في 
1 + 10 t  2 

 ريا�صي: تُمثّل الدالة     Qناد   

من افتتاحه. نادò رياضي بعد t يوم 
ما عدد المشتركين في البداية؟  (a  

ما أكبر عدد ممكن لمشتركي النادي؟  (b  

احسب كل نهاية مما يiتي )إن وجدت(:
  lim  x→∞

  (2 x  3  - 8 x  2  - 5)     lim  x→∞
  ( x  2  - 7x + 2)   

  lim  x→∞
      √ ### 25 + x   - 4 __ 

x
        lim  x→∞

    2 x  3  - x - 1 __  
- x  4  + 7 x  3  + 4

    

lim  x→0   ؟
    
  1 _ x + 3   -   1 _ 3  

 _ x    اختيار من متعدد: ما قيمة   

  1 _ 9   C  -   1 _ 
9
   A  

غير موجودة  D  0  B  

أوجد ميل مماÜ منحنى كل دالةò مما يiتي عند النقاà المعطاة:
y =  x  2  + 2x - 8 , (-5, 7) , (-2, -8)   

y =   4 _ 
 x  3 

   + 2 , (-1, -2) ,  (2,   5 _ 2  )   

y = (2x + 1 )  2  , (-3, 25) , (0, 1)   

أوجد السرعة المتجهة اللحظية v(t) لجسم يُعطى موقعه عند أي زمن 
بالدالة h(t) في كل مما يiتي:

h(t) = 9t + 3 t  2   

h(t) = 10 t  2  - 7 t  3   

h(t) = 3 t  3  - 2 + 4t   

أوجد مشتقة كل دالة مما يiتي:
f(x) = - 3x - 7   

b(c) = 4  c    
1 _ 
2
    - 8  c    

2 _ 
3
    + 5  c    

4 _ 
5
     

w(y) = 3  y    
4 _ 
3
    + 6  y    

1 _ 
2
     

g(x) = ( x  2  - 4)(2x - 5)   

h(t) =    t  
3  + 4 t  2  + t _ 

 t  2 
    

�صناعة: تُعطى التكلفة الحدّية c بالريال لإنتاx Õ كرة قدم يوميًّا    
. c(x) = 15 - 0.005x  بالدالة

أوجد دالة تمثِّل التكلفة الحقيقية .  (a  

أوجد تكلفة زيادة الإنتاÕ اليومي من 1500 كرة إلى 2000 كرة.  (b  

استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x ، والمعطاة بالتكامل المحدد في كل مما يiتي:

 ∫   
1
  
4
  (  x  2  - 3x + 4 ) dx   

 ∫   
3
  
8
  10  x  4  dx   

 ∫   
2
  
5
  ( 7 - 2x + 4 x  2  ) dx   

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالِّة مما يiتي:
d(a) = 4  a  3  + 9  a  2  - 2 a + 8   

w(z) =   3 _ 4    z  4  +   1 _ 6    z  2  -   2 _ 5    

احسب كل تكامل مما يiتي:
∫ (5 x  3  - 6 x  2  + 4x - 3) dx   

 ∫   
1
  
4
  ( x  2  + 4x - 2) dx   

 g(x) ، f(x) م�صاحات: ما مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي   
في الفترة x ≤ 4 ≥ 2 في الشكل أدناه؟

y

xO

20

30

10

2 4 6

g(x) =   x
3_

3 f(x) =   x
2_

4

 _ 1    15وحدة مساحة
3
    C  _ 5   17 وحدة مساحة 

12
   A  

16 وحدة مساحة  D  _ 1   17 وحدة مساحة 
3
   B  
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