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�لحمد لله و�ل�صلاة و�ل�صلام على نبينا محمد وعلى �آله و�صحبه �أجمعين، وبعد:

تعد مادة �لريا�صيات من �لمو�د �لدر��صية �لأ�صا�صية �لتي تهيِّئ للطالب فر�ص �كت�صاب م�صتويات عُليا من 
�لكفايات �لتعليمية، مما يتيح له تنمية قدرته على �لتفكير وحل �لم�صكلات، وي�صاعده على �لتعامل مع مو�قف 

�لحياة وتلبية متطلباتها.

ومن منطلـق �لهتمام �لذي توليه حكومة خادم �لحرمين �ل�صريفين بتنمية �لمو�رد �لب�صرية، وعيًا باأهمية 
دورها في تحقيق �لتنمية �ل�صاملة، كان توجه وز�رة �لتربية و�لتعليم نحو تطوير �لمناهج �لدر��صية وفي مقدمتها 
مناهج �لريا�صيات، بدءً� من �لمرحلة �لبتد�ئية، �صعيًا للارتقاء بمخرجات �لتعليم لدى �لطلاب، و�لو�صول بهم 

�إلى م�صاف �أقر�نهم في �لدول �لمتقدمة.

وتتميز هذه �لكتب باأنها تتناول �لمادة باأ�صاليب حديثة، تتو�فر فيها عنا�صر �لجذب و�لت�صويق، �لتي تجعل 
توؤكد هذه  كما  و�أن�صطة متنوعة،  تدريبات  تقدمه من  ما  ويتفاعل معها، من خلال  تعلمها  يقبل على  �لطالب 

�لكتب على جو�نب مهمة في تعليم �لريا�صيات وتعلمها، تتمثل فيما ياأتي: 

�لتر�بط �لوثيق بين محتوى �لريا�صيات وبين �لمو�قف و�لم�صكلات �لحياتية.  •

تنوع طر�ئق عر�ص �لمحتوى ب�صورة جذ�بة م�صوقة.  •

�إبر�ز دور �لمتعلم في عمليات �لتعليم و�لتعلم.  •

�لهتمام بالمهار�ت �لريا�صية، و�لتي تعمل على تر�بط �لمحتوى �لريا�صي وتجعل منه كلاًّ متكاملًا،   •
ومن بينها: مهار�ت �لتو��صل �لريا�صي، ومهار�ت �لح�ص �لريا�صي، ومهار�ت جمع �لبيانات وتنظيمها 

وتف�صيرها، ومهار�ت �لتفكير �لعليا. 

�لهتمام بتنفيذ خطو�ت �أ�صلوب حل �لم�صكلات، وتوظيف �إ�صتر�تيجياته �لمختلفة في كيفية �لتفكير   •
في �لم�صكلات �لريا�صية و�لحياتية وحلها.

�لهتمام بتوظيف �لتقنية في �لمو�قف �لريا�صية �لمختلفة.  •

�لهتمام بتوظيف �أ�صاليب متنوعة في تقويم �لطلاب بما يتنا�صب مع �لفروق �لفردية بينهم.  •

رة و�لكتب �لجديدة �صوف توفر للمعلم  ولمو�كبة �لتطور�ت �لعالمية في هذ� �لمجال، فاإن �لمناهج �لمطوَّ
�إلى  بالإ�صافة  �لطلاب،  بين  �لفردية  �لفروق  تر�عي  �لتي  �لمتنوعة  �لتعليمية  �لمو�د  من  متكاملة  مجموعة 
�لمبني على  و�لتو��صل  �لحديثة  �لتقنيات  �لتي توفر للطالب فر�صة توظيف  �لتعليمية،  و�لمو�قع  �لبرمجيات 

�لممار�صة، مما يوؤكد دوره في عملية �لتعليم و�لتعلم.

وتجعل  متطلباتهم  وتلبي  �هتمامهم،  على  تحوذ  �أن  لناأمل  �لطلاب،  لأعز�ئنا  �لكتب  هذه  نقدّم  �إذ  ونحن 
تعلمهم لهذه �لمادة �أكثر متعة وفائدة.

و�لله ولي �لتوفيق
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 تاهجتملا  الف�صل 1 8

در�ست ت�سجعهلل ح�سلب تاهثلثلا 
احل تاهثلث .

تأجُري تاعهليلا على تاهجتملا ،   ■

وتأمثلمل في تلأنظهة تلإحدتثية، 
تاثنلئية وتاثلاثية تلأبعلد.

تأجِدُ م�سقط مجته على مجته   ■

تآخر.
تأكجب مجتمًل بل�سجعهلل مجتمَي   ■

تاوحدة.
تأجِدُ تا�سرب تادتخلي، وتازتوية   ■

بين مجتمين في تلأنظهة 
تلإحدتثية تاثنلئية، وتاثلاثية 

تلأبعلد.
تأجِدُ تا�سرب تلتتلهي اهجتمين   ■

في تاف�سلء ، وتأ�سجعهلُ تا�سرب 
تاقيل�سي تاثلاثي؛ لإيتلد حتوم 

مجوتزيلا تا�سطوح.

 ريا�صة: ت�سجعهل تاهجتملا 
انهذجة موتقف حيلتية، فهثلًا 

يهكن ت�سجعهلامل اجحديد مح�سلة 
�سرعة وتتتله حركة رمحٍ رمله 

لعب، تإذت رك�ض تإاى تلأملم ب�سرعة 
6m/s ، ورمى تارمح ب�سرعة 

30m/s ، وبزتوية مقدترهل °40 مع 
تلأفقي. 

قراءة �صابقة: تقرتأ عنلوين 
تادرو�ض وتاهفردتا تلأ�سل�سية في 

هذت تاف�سل، وت�سجعهلمل الجنبوؤ بهل 
�سججعلَّهه في هذت تاف�سل .

المتجهات
Vectors 
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9   تاجميئة الف�سل الف�صل 1

أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط الآتية، ثم أوجد إحداثيَّي نقطةِ 
منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بينهما.

(-5, 3), (-5, 8)    (1, 4), (-2, 4)   

(-4, -1), (-6, -8)    (2, -9), (-3, -7)   

بًا الناتج إلى أقرب عُشرٍ.  أوجد قيمة x في كلٍّ مما يأتي مقرِّ
    

39°

9 x

  
21°

15
x

  

    

x

44°

26

  

55°
7

x

  

بالون: أُطلق بالون يحتوي على هواء ساخن في الفضاء. إذا كان    

البالون مربوطًا بحبلين مشدودين يمسك بكلٍّ منهما شخص يقف 

على سطح الأرض، والمسافة بين الشخصين ft 35 ، بحيث كان 

قياس الزاوية بين كلٍّ من الحبلين والأرض °40 ، فأوجد طول كلٍّ 

من الحبلين إلى أقرب جزءٍ من عشرة.

أوجد جميع الحلول الممكنة لكل مثلث مما يأتي إن أمكن، وإذا لم 

بًا أطوال الأضلاع إلى أقرب عدد  يوجد حَلّ فاكتب  “ لا يوجد حَلّ ” مقرِّ

صحيح، وقياسات الزوايا إلى أقرب درجة.

a = 10, b = 7, A = 128°   

a = 15, b = 16, A = 127°   

a = 15, b = 18, A = 52°   

2) 1)

4) 3)

6) 5)

8) 7)

9)

10)

11)

12)

مراجعة المفردات
   �صيغة الم�صافة في الم�صتوى الإحداثي

(Distance Formula in The Coordinate Plane)  
تاه�سلفة بين تانقطجين A( x  1  ,  y  1 ), B( x  2  ,  y  2  ) هي:

AB =   √   (  x  2  -  x  1   )  2  + (  y  2  -  y  1   )  2   

 �صيغة اإحداثيَّي منت�صف قطعة م�صتقيمة في الم�صتوى  
(Midpoint Formula in The Coordinate Plane)    الإحداثي

AB: فلإن تإحدتثيَّي نقطةِ منج�سف ، B( x  2  ,  y  2 )، A( x  1  ,  y  1 ) تإذت كلن

M (  
 x  1  +  x  2 

 _ 
2
   ,   

 y  1  +  y  2 
 _ 

2
  )  

(Trigonometric Ratio)    الن�صبة المثلثية
ن�سبة تقلرن بين طواَي �سلعين في تاهثلث تاقلئم تازتوية.

   الدوال المثلثية للزوايا
(Trigonometric Functions of Angels)  

 P( x, y ) زتويةً مر�سومةً في تاو�سع تاقيل�سي، وتقع تانقطة θ اجكن
 r على �سلع تنجملئمل. بل�سجعهلل نظرية فيثلغور�ض يهكن تإيتلد
)تاه�سلفة من تانقطة P تإاى نقطة تلأ�سل( بل�سجعهلل تا�سيغة 

   r  =   √   x   2  +  y   2 ، وتكون تادوتل تاهثلثية تا�ست الزتوية θ معرفة 
كهل يلأتي:

  sin θ =   
y

 _ 
r
    cos θ =   x _ 

r
  

  tan θ =   
y

 _ 
x
   , x ≠ 0   csc θ =   r _ 

y
   , y ≠ 0

   sec θ =   r _ 
x
   , x ≠ 0   cot θ =   x _ 

y
   , y ≠ 0

 (Law of Cosines)    قانون جيوب التمام
تأطوتامل:a, b, c  تقلبل تازوتيل ذتا  تأ�سلاعABC△  تاجي  تإذت كلنت 
تاقيل�سلا A , B , C على تاجرتيب، فلإن تاعلاقلا تلآتية تكون �سحيحة:

 a   2  =  b   2  +  c   2  - 2bc cos A

 b   2  =  a   2  +  c   2  - 2ac cos B

 c   2  =  a   2  +  b   2  - 2ab cos C

 (Law of Sines)    قانون الجيوب
تأطوتامل:a, b, c  تقلبل تازوتيل ذتا  ABC△ تاجي  تأ�سلاع  تإذت كلنت 
تاقيل�سلا A , B , C على تاجرتيب، فلإن تاعلاقلا تلآتية تكون �سحيحة:

   sin A _ a   =   sin B _ 
b
   =   sin C _ c  

y

x
x

y

O

P(x, y)
r

θ

A

B

C

c a

b

A

B

C

c a

b
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 تاهجتملا  الف�صل 1 10

مقدمة في المتجهات
Introduction to Vectors

المحاولة الناجحة لتسجيل هدف في كرة القدم تعتمد على عدة 
عوامل؛ منها سرعة الكرة بعد ضربها، واتجاه حركتها. ويمكنك 

وصف كلٍّ من هذين العاملين باستعمال كمية واحدة تُسمى متجهًا.

الكميات القيا�صية والكميات المتجهة يمكن وصف الكثير من الكميات الفيزيائية مثل الكتلة بقيمة عددية واحدة، 
وعندئذٍ تُسمى كمية قياسية )عددية(، ويدل هذا العدد على مقدار الكمية أو قياسها. أما المتجه فهو كمية لها مقدار 

واتجاه؛ فمثلً سرعة الكرة المتجهة نحو المرمى جنوبًا تمثل كلًّ من: مقدار سرعة الكرة، واتجاه حركتها، ولذلك تُعتبر 
متجه والعدد المرتبط بمتجه يسمى كميةً متجهةً.

حدّد الكميات المتجهة، والكميات القياسية )العددية( في كلٍّ مما يأتي:

يسير قارب بسرعة mi / h 15 في اتجاه الجنوب الغربي.  )a  

بما أن لهذه الكمية اتجاهًا، إذن هي كميةٌ متجهةٌ.   

يسير شخص على قدميه بسرعة m / min 75 جهة الغرب.  )b  

بما أن لسرعة الشخص قيمة هي m/min 75 ، واتجاهًا للغرب؛ لذا فهي كمية متجهة.   

. 20 km قطعت سيارة مسافة قدرها  )c  

بما أن لهذه الكمية قيمة وهي km 20 ، وليس لها اتجاه؛ إذن هذه المسافة كمية قياسية.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
حدّد الكميات المتجهة ، والكميات القياسية )العددية( في كلٍّ مما يأتي:

تسير سيارة بسرعة mi / h 60 ، وبزاوية °15 جهة الجنوب الشرقي.  )1A 

. 12.5 mi / h هبوط مظلِّي رأسيًّا إلى أسفل بسرعة  )1B 

. 5 cm ٍطول قطعةٍ مستقيمة  )1C 

 المتجهات: 
يمكن تمثيل المتجه هندسيًّا بقطعةٍ مستقيمةٍ لها اتجاه )قطعة مستقيمة متجهة(، أو سهم 

يُظهر كلًّ من المقدار والاتجاه. ويمثِّل الشكل المجاور القطعة المستقيمة المتجهة التي لها 
.  aأو      a   أو  

 
  AB   ويرمز لهذا المتجه بالرمز .B ونقطة النهاية ،A نقطة البداية

أما طول المتجه فهو عبارة عن طول القطعة المستقيمة التي تمثله، ففي الشكل المجاور، إذا 
كان مقياس الرسم هو cm = 5 ft/s 1، فإن طول المتجه a ، ويُرمز له بالرمز |a| ، يساوي 

. 13 ft/s 5 × 2.6 أو 

يكون المتجه في الوضع القياسي. إذا كانت نقطة بداية المتجه هي نقطة الأصل ويعبّر 
 .) x عن اتجاه المتجه بالزاوية التي يصنعها مع الاتجاه الأفقي )الاتجاه الموجب للمحور

فمثلً: اتجاه المتجه a هو 35° .

در�ست ت�سجعهلل ح�سلب تاهثلثلا 
في حل تاهثلث. ) مملرة �سلبقة )

تأجري تاعهليلا على   ■

تاهجتملا بل�سجعهلل مقيل�س 
تار�سم، وتأمثِّلمل هند�سيًّل .

تأحلل تاهجته تإاى مركبجَيه   ■

تاهجعلمدتين.
تأحلُّ م�سلئل تطبيقية على   ■

تاهجتملا.

كهية قيل�سية )عددية)
scalar quantity

مجته
vector

تاكهية تاهجتمة
vector quantity

قطعة م�سجقيهة مجتمة
directed line segment

نقطة تابدتية
initial point

نقطة تانملية
terminal point

تاو�سع تاقيل�سي
standard position

تتتله تاهجته
direction

طول تاهجته )تاهقدتر(
magnitude

تلاتتله تاربعي
quadrant bearing

تلاتتله تاحقيقي
true bearing

تاهجتملا تاهجوتزية
parallel vectors

تاهجتملا تاهج�سلوية
equal vectors

تاهجتملن تاهجعلك�سلن
opposite vectors

تاهح�سلة
resultant

قلعدة تاهثلث
triangle method

قلعدة مجوتزي تلاأ�سلاع
parallelogram method

تاهجته تا�سفري
zero vector

تاهركبلا
components

تاهركبلا تاهجعلمدة
rectangular components

1 تحديد الكميات المتجهة

A

B

a





A

B

a

1 cm = 5 ft/sec

y

xO

35°

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH1-L2

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
TRNS-math6-CH1-L2.png

مقدمة في المتجهات

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-المتجهات

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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ويمكن التعبير عن اتجاه المتجه أيضًا باستعمال زاوية الاتجاه الربعي φ ، وتُقرأ فاي، وهي 
زاوية قياسها بين °0 و °90 شرق أو غرب الخط الرأسي )خط شمال – جنوب(. فمثلً زاوية 

. S 35° E في الشكل المجاور هي °35 جنوب شرق، وتُكتب v الاتجاه الربعي للمتجه

كما يمكن استعمال زاوية الاتجاه الحقيقي ، حيث تُقاس الزاوية مع عقارب الساعة بدءًا 
من الشمال. ويُقاس الاتجاه الحقيقي بثلثة أرقام، فمثلً يُكتب الاتجاه الذي يحدّد زاوية  

قياسها °25 من الشمال مع عقارب الساعة باستعمال الاتجاه الحقيقي على الصورة 025° .

استعمل مسطرةً ومنقلةً؛ لرسم متجه لكلٍّ من الكميات الآتية، واكتب مقياس الرسم في كل حالة:

a = 20 ft /s باتجاه 030° .  )a  

استعمل مقياس الرسم cm = 10 ft/s 1 ، وارسم سهمًا طوله    
10 ÷ 20 ، أو cm 2 بزاوية قياسها °30 من الشمال، وفي اتجاه عقارب 

الساعة.

v = 75 N ، بزاوية قياسها °140 مع الاتجاه الأفقي.  )b  

استعمل مقياس الرسم cm = 25 N 1 ، وارسم سهمًا طوله    
25 ÷ 75 ، أو cm 3 في الوضع القياسي، وبزاويةٍ قياسها °140 مع 

. x الاتجاه الموجب للمحور

. S 60° W باتجاه ، z = 30 mi / h  )c  

استعمل مقياس الرسم in = 20 mi / h 1 ، وارسم سهمًا طوله    
in 1.5 = 20 ÷ 30 ، بزاوية قياسها °60 في اتجاه جنوب غرب .

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
استعمل مسطرة ومنقلة؛ لرسم متجه لكلٍّ من الكميات الآتية، واكتب مقياس الرسم في كل حالة:

t = 20 ft/s ، باتجاه 065° .  )2A 

. S 25° E باتجاه ، u = 15 mi/h  )2B 

m = 60 N ، بزاوية قياسها °80 مع الاتجاه الأفقي.   )2C 

عند إجرائك العمليات على المتجهات، فإنك تحتاج إلى الأنواع الشائعة 
الآتية من المتجهات:

المتجهات المتوازية لها الاتجاه نفسه، أو اتجاهان متعاكسان، وليس   •
بالضرورة أن يكون لها الطول نفسه. فمثلً في الشكل المجاور 

. a ǁ b ǁ c ǁ e ǁ f

المتجهات المتساوية لها الاتجاه نفسه، والطول نفسه. ففي الشكل   •
 المجاور a, c ؛ لهما الطول والاتجاه نفساهما، لذا هما متساويان، 

 .a = c :ويعبَّر عنه بالرموز 
لاحظ أن a ≠ b ؛ لأن |a ≠ d , |a| ≠ |b ؛ لأن لهما اتجاهين مختلفين.

المتجهان المتعاكسان لهما الطول نفسه، لكن اتجاهيهما متعاكسان. يكتب المتجه المعاكس للمتجه a على   •
. e = -a ففي الشكل المجاور ، -a الصورة

v

145°

N

S

φ

EW O





 


 زاوية الاتجاه الحقيقي 

تإذت تأُعطي قيل�س زتوية بثلاثة 
تأرقلم، وام تعطَ تأي مركبلا 

تتتلهية تإ�سلفية، فلإنمل زتوية 
تتتله حقيقي. فهثلًا زتوية 

تلاتتله تاحقيقي الهجته 
v في تا�سكل تاهتلور هي 

. 145°2ا تمثيل المتجه هند�صيًّ


 النيوتن 

وحدةٌ اقيل�س تاقوّة، ويرمز 
اه بلاحرف N، وهو عبلرة عن 

تاقوّة تاجي توؤثر في ج�سمٍ 
كجلجه kg 1؛ اجك�سبه ت�سلرعًل 

. 1 m/ s  2  مقدترهO

a

W E

S

N

30° 

1 cm = 10 ft/s 

y

xO

v

140°

1 cm = 25 N

N

S

EW O

z 60°

1 in = 20 mi/h


 الطول 

يهكن تأن يهثل طول تاهجته 
م�سلفة، تأو �سرعة، تأو قوة. 
وتإذت مثل تاهجته �سرعة، 

فلإن طواه لا يهثِّل تاه�سلفة 
تاهقطوعة .

a b

d

c

e f
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عند جمع متجهين أو أكثر يكون الناتج متجهًا،و يسمى المحصّلة. ويكون لمتجه المحصّلة التأثير نفسه الناتج عن 
تأثير المتجهين الأصليين عند تطبيقهما واحدًا تلو الآخر. ويمكن إيجاد المحصّلة هندسيًّا باستعمال قاعدة المثلث، 

أو قاعدة متوازي الأضلاع.

قاعدة المثلث
 ، a , b لة تاهجتمين لاإيتلد مح�سّ

تتّبع تاخطوتين تلاآتيجين:

 b تأجرِ تن�سحلبًل الهجته الخطوة 1 
، بحيث تلجقي نقطة بدتيجه 
. a مع نقطة نملية تاهجته

 a , b مح�سلة تاهجتمين الخطوة 2 
هي تاهجته تاهر�سوم من 
نقطة بدتية a تإاى نقطة 

. b نملية

قاعدة متوازي الاأ�صلاع 
، a , b لة تاهجتمين  لاإيتلد مح�سّ

تتّبع تاخطوتا تلاآتية :

تأجرِ تن�سحلبًل الهجته b ، بحيث  الخطوة 1 
تلجقي نقطة بدتيجه مع نقطة بدتية 

. a تاهجته

تأكهل ر�سم مجوتزي تلاأ�سلاع تاذي  الخطوة 2 
. a , b سلعله�

مح�سلة تاهجتمين هي  الخطوة 3 
تاهجته تاذي يُهثّله قطر 

مجوتزي تلاأ�سلاع .

ريا�صة الم�صي: قطع عبد اللّه في سباق للمشي، مسافة m 120 باتجاه N 50° E ، ثم مسافة m 80 في اتجاه 
الشرق. كم يبعُد عبد الله عن نقطة البداية، وما هي زاوية الاتجاه الربعي؟

افترض أن المتجه p يمثِّل المشي m 120 في الاتجاه N 50° E ، وأن 
 p , q 80 باتجاه الشرق. ارسم شكلً يمثّل m يمثِّل المشي q المتجه

. 1cm = 50 m باستعمال مقياس الرسم

استعمل مسطرة ومنقلة؛ لرسم سهم طوله cm 2.4 = 50 ÷ 120 ؛ 
ويصنع زاوية قياسها °50 شمال شرق؛ ليُمثّل المتجه p ، وارسم سهمًا 

.q 1.6 = 50 ÷ 80 في اتجاه الشرق؛ ليُمثّل المتجه cm آخر طوله

الطريقة 1 قاعدة المثلث 
اعمل انسحابًا للمتجه q ، بحيث تلتقي نقطة بدايته مع 

 p + q ثم ارسم متجه المحصلة ، p نقطة نهاية المتجه
كما في الشكل أدناه.

p

q

p + q

الطريقة 2 قاعدة متوازي الأضلع 
اعمل انسحابًا للمتجه q ، بحيث تلتقي نقطة بدايته مع 

نقطة بداية  p، ثم أكمل متوازي الأضلع، وارسم قطره 
الذي يمثِّل المحصلة p + q ، كما في الشكل أدناه.

p + q

p

q

نحصل في كلتا الطريقتين على متجه المحصلة p + q نفسه. قِس طول 
p + q باستعمال المسطرة، ثم قِس الزاوية التي يصنعها هذا المتجه مع الخط 

الرأسي كما في الشكل المجاور.

 . 3.7 × 50 = 185 m 3.7 تقريبًا، ويُمثّل cm تجد أن طول المتجه يساوي
. N 66° E 185 من نقطة البداية باتجاه m وعليه يكون عبد الله على بعد

اإيجاد المح�صلة

a
b

a b

a

a + b

b

a b

a

b

a

b
a + b

33اإيجاد مح�صلة متجهين 
 المح�صلة 

لاإيتلد مح�سلة تأكثر من 
مجتمين بل�سجعهلل قلعدة 

مجوتزي تلاأ�سلاع، يلزم تإعلدة 
تار�سم تأكثر من مرة؛ اذت 

من تلاأ�سمل في هذه تاحلاة 
ت�سجعهلل طريقة م�سلبمة 

اقلعدة تاهثلث، وذاك بو�سع 
نقطة بدتية مجته عند نقطة 

نملية تاهجته تاذي ي�سبقه 
وهكذت.

v1 + v2 + v3

v2
v3

v1

p
50° 2.4 cm

N

EO

q

1.6 cm

1 cm = 50 m

N

EO

p + q
66°

3.7 cm

N

EO

1 cm = 50 ft
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآتية مستعملًا قاعدة المثلث، أو متوازي الأضلاع. ثمّ حدّد اتجاهها 

بالنسبة للأفقي.

 )3B   )3A a
b

  

v
w

  

لعبة اأطفال: رمى طفل كرةً صغيرةً في لعبة مخصصة للأطفال بسرعة in/s 7 ، باتجاه °310 ، فارتدت   )3C 
 باتجاه °055 ، وبسرعة in/s 4 . أوجد مقدار محصلة حركة الكرة واتجاهها. 

)قرب طول المحصلة إلى أقرب بوصة، والاتجاه إلى أقرب درجة(

عند جمع متجهين متعاكسين لهما الطول نفسه، فإن المحصلة هي المتجه الصفري.ويرمز له 
  أو 0 ، وطوله صفر ، وليس له اتجاه. وعملية طرح المتجهات تشبه عملية طرح الأعداد. 

  
  0  بالرمز

.  p - q = p + (-q):؛ أي أن p إلى q اجمع معكوس ، p - q لإيجاد

. و كذلك يمكن ضرب المتجه في عددٍ حقيقيٍّ

. k ويجحدّد تتتلهه بلإ�سلرة .|k| |v| هو k v فلإن طول تاهجته ، k في عدد حقيقي v رب تاهجته تإذت �سُ

تإذت كلنت k > 0 ، فلإن تتتله k v هو تتتله v نف�سه.  •

. v هو عك�س تتتله k v فلإن تتتله ، k < 0 تإذت كلنت  •

 _ x -   3 3 ، حيث x , y متجهان كما في الشكل المجاور.
4
   y ارسم المتجه

 3 x 3 ، ثم مثِّل المتجه x +  (-   3 _ 
4
   y)  3 على صورة حاصل جمع متجهين x -   3 _ 

4
   y أعد كتابة المتجه

 برسم متجه طوله 3 أمثال المتجه x ، وبالاتجاه نفسه كما في الشكل 1.1.1 .  
 _ 3   طول y ، وفي اتجاه معاكس لاتجاه y كما في 

4
 _ 3   - ، ارسم متجهًا طوله   

4
   y ولتمثيل المتجه

الشكل 1.1.2 ، ثم استعمل قاعدة المثلث؛ لرسم متجه المحصلة كما في الشكل 1.1.3 .

ال�صكل 1.1.3

3x

- 3_
4

y_
4

3 x-   3 y

ال�صكل 1.1.2  

- 3_
4

y

ال�صكل 1.1.1  

3 x

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ارسم المتجه الذي يُمثّل كلاًّ مما يأتي :

m -   1 _ 
4
   p  )4B  a - c + 2b  )4A 

m

p

  a b c   


المتجهات المتوازية في 

 الاتجاه نف�صه 
لة نلتج جهع مجتمين  مح�سِّ

تأو تأكثر امل تلاتتله نف�سه، هو 
مجته طواه ي�سلوي متهوع 

تأطوتل هذه تاهجتملا، 
وتتتلهه هو تتتله تاهجتملا 

تلاأ�سلية نف�سه.

a

a + b

b

3 m/sec

5 m/sec

2 m/sec

a

-a

a + (-a) = 0

صرب المتجه في عدد حقيقي�


|k|تقرتأ تاقيهة تاهطلقة 
.k العدد تاحقيقي

.v تهثل طول تاهجته|v|

4 العمليات على المتجهات
x

y 
المتجهان المتوازيان 

 المتعاك�صان 
مح�سلة نلتج جهع مجتمين 

مجوتزيين مجعلك�سين، هو 
مجته طواه ي�سلوي تاقيهة 
تاهطلقة الفرق بين طواي 

تاهجتمين، وتتتلهه هو 
تتتله تاهجته تلاأكبر طولًا.

a

a + b

b

7yd

4yd

3yd
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تطبيقات المتجهات: يُسمى المتجهان اللّذان ناتج جمعهما 
المتجه r ، مركبتي r . ومع أن مركبتي المتجه يمكن أن تكونا في أي 

اتجاه، إلا أنه من المفيد غالبًا تحليل المتجه إلى مركبتين متعامدتين، 
واحدة أفقية، والأخرى رأسية. ففي الشكل المجاور، يمكن اعتبار 

 x المبذولة لسحب العربة بصفتها مجموع مركبتين هما أفقية r القوة
تحرك العربة إلى الأمام، ورأسية y تسحب العربة إلى أعلى.

ق�س الع�صب: يدفع علي عربة قصِّ العشب بقوة مقدارها N 450 ، وبزاويةٍ 
قياسها °56 مع سطح الأرض.

ح تحليل القوة التي يبذلها علي إلى مركبتين متعامدتين. ارسم شكلًا يوضِّ  )a  

يمكن تحليل قوة الدفع إلى مركبتين؛ أفقية x إلى الأمام ورأسية     
 y إلى أسفل كما في الشكل أدناه.

y

x

450 N

56°

أوجد مقدار كلٍّ من المركبتين؛ الأفقية والرأسية للقوة.  )b  

تكوّن كلٌّ من القوة ومركبتاها الأفقية والرأسية مثلثًا قائمَ الزاوية. استعمل تعريف الجيب، أو جيب التمام؛    
لإيجاد مقدار كل قوة منهما.

=   
|x|

 _ 
450

  cos 56° تعريف الجيب، وجيب
التمام

=   
|y|

 _ 
450

  sin 56°

= 450 cos 56° |x|y ، x 450 =حُل بالن�صبة اإلى sin 56°|y|

≈ 252|x|373 ≈ا�صتعمل الاآلة الحا�صبة|y|

مقدار المركبة الأفقية N 252 تقريبًا، ومقدار المركبة الرأسية N 373 تقريبًا.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
كرة قدم: يركل لاعبٌ كرةَ قدمٍ من سطح الأرض بسرعةٍ مقدارها ft/s 44 ، وبزاويةٍ قياسها °33 مع سطح   )5  

الأرض كما في الشكل أدناه.

33°

44 ft/sec

ح تحليل هذه السرعة إلى مركبتين متعامدتين. ارسم شكلً يوضِّ  )A  

أوجد مقدار كلٍّ من المركبتين الأفقية والرأسية للسرعة .  )B  

x

y
r

55تحليل القوة اإلى مركبتين متعامدتين

56°

450 N

يجطلب تا�سغط على مفجلح تاكمربلء، 
 . 3 N لاإ�سعلل تا�سوء قوة مقدترهل

وتاقوة تاجي توؤثر بمل تاتلذبية تلاأر�سية 
في تا�سخ�س تعلدل N 600 تقريبًل. 

وتاقوة تاهبذواة من لاعب رفع تأثقلل 
ت�سلوي N 2000 تقريبًل .
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د الكميات المتجهة والكميات القياسية في كلٍّ مما يأتي: )مثال 1( حدِّ

. 125 cm طول محمد   

.20  m  2  مساحة مربع   

يركض غزال بسرعة m/s 15 باتجاه الغرب.   

. 5 m المسافة التي قطعتها كرة قدم   

إطار سيارة وزنه kg 7 معلق بحبل.   

. 50 ft/s رمي حجر رأسيًّا إلى أعلى بسرعة   

استعمل المسطرة والمنقلة؛ لرسم متجه لكلٍّ من الكميات الآتية، ثم اكتب 
مقياس الرسم في كل حالة. )مثال 2(

h = 13 in/s ، باتجاه 205°   

N 70° W باتجاه ، g = 6 km/h   

j = 5 ft/s ، وبزاويةٍ قياسها °300 مع الأفقي.   

d = 28 km ، وبزاويةٍ قياسها °35 مع الأفقي.   

S 55° E باتجاه ، R = 40 m   

n = 32 m/s ، باتجاه 030°   

أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآتية باستعمال قاعدة المثلث، 
ب المحصلة إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ  أو قاعدة متوازي الأضلاع، قرِّ

من السنتمتر، ثم حدّد اتجاهها بالنسبة للأفقي مستعملًا المسطرة، 
والمنقلة: )مثلل 3 )

    

c

d

  

a

b   

    m

n

  

h
k

  

 ، N 60° W ركوب الزوارق: غادر زورق أحد المواني باتجاه   
ا، ثم غيّر قائد الزورق اتجاه حركته إلى  فقطع مسافة 12 ميلً بحريًّ

ا. أوجد بُعد الزورق، واتجاه  N 25° E ، فقطع مسافة 15 ميلً بحريًّ
حركته في موقعه الحالي بالنسبة إلى الميناء. )مثال 3 (

حدّد مقدار المحصلة الناتجة عن جمع المتجهين، واتجاهها في كلٍّ مما 
يأتي:  )مثال 3 (

N 18 للأمام، ثم N 20 للخلف.    

m 100 للشمال، ثم m 350 للجنوب .   

mi 17 شرقًا، ثم mi 16 جنوبًا.    

   m/ s  2 15 باتجاه زاوية قياسها °60 مع الأفقي، ثم  m/ s  2  9.8 إلى 
الأسفل.

استعمل المتجهات الآتية؛ لرسم متجه يمثِّل كل عبارة مما يأتي:  
)مثال 4 (

n
m

p

m - 2n   

4n +   4 _ 
5
   p   

p +  2n -2 m   

m - 3n +   1 _ 
4
   p   

ح تحليل كل متجه مما يأتي إلى مركبتَيه المتعامدتين، ثم  ارسم شكلًا يوضِّ
أوجد مقدار كلٍّ منهما. )مثال 5(

 _ 1   2 ، باتجاه °310 مع الأفقي.
8
   in/s   

.N 49° E 1.5 ، باتجاه cm   

 _ 3   ، باتجاه 255° .
4
   in/min   



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

14) 13)

16) 15)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)
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تنظيف: يدفع حسن عصا مكنسة التنظيف    

بقوة مقدارها N 190 ، وبزاويةٍ قياسها 
°33 مع سطح الأرض كما في الشكل 

المجاور. )مثال 5(

ح تحليل هذه القوة إلى  ارسم شكلً يوضِّ  )a  

مركبتيها المتعامدتين.

أوجد مقدار كلٍّ من المركبة الأفقية والمركبة الرأسية.  )b  

لعب اأطفال: يدفع محمد عربة أخته بقوة مقدارها N 100، وباتجاه    

°31 مع الأفقي، أوجد مقدار المركبة الرأسية للقوة إلى أقرب عدد 

صحيح.

 تمثيلات متعددة: في هذه المسألة ستستقصي ضرب متجه    

في عدد حقيقي.

المستوى الإحداثي، بحيث تكون  a على  المتجه  ا: ارسم  بيانيًّ  )a  

ارسم  k ، ثم  لـِ  قيمة عددية  نقطة الأصل. واختر  بدايته عند  نقطة 
المستوى  على  الأصلي  المتجه  في   k ضرب  عن  ناتجًا  متجهًا 
 b, c, d, الإحداثي نفسه. وكرّر العملية مع أربعة متجهات أخرى

e ، واستعمل قيمة k نفسها في كل مرة.

ا: انسخ الجدول أدناه في دفترك، ثم اكتب البيانات  جدوليًّ  )b  

.a المناسبة داخله لكل متجه رسمته في الفرع

المتجه للمتجهنقطة النهاية 
نقطة النهاية 

k للمتجه م�صروبًا في العدد
a

b

c

d

e

ا: إذا كانت ( a, b ) نقطة النهاية للمتجه a ، فما  تحليليًّ  )c  

إحداثيات نقطة النهاية للمتجه k a ؟

المتجه الموازن  هو متجه يساوي متجه المحصلة في المقدار ويعاكسه 
في الاتجاه، بحيث إن ناتج جمع متجه المحصلة مع المتجه الموازن 

-(a + b) هو a + b يساوي المتجه الصفري، والمتجه الموازن للمتجه

a

-(a + b)

b

أوجد طول واتجاه المتجه الموازن للمتجهين:   

a = 15 mi/h ، باتجاه 125°   

b = 12 mi/h ، باتجاه 045°    

كرة حديدية: عُلِّقت كرة حديدية بحبلين متساويين في الطول    

كما في الشكل أدناه.

15˚ 15˚

 12

إذا كانت  T  1  ,  T  2  تُمثّلن قوتَي الشدِّ في الحبلين، وكانت    )a  

 T  1  =   T  2 ، فارسم شكلً يُمثّل وضع التوازن للكرة.

  T  1  +  T  2  أعد رسم الشكل باستعمال قاعدة المثلث لتجد  )b  

استعمل الشكل في الفقرة b وحقيقة أن محصلة  T  1  +  T  2  هي   )c  

  T  1  ,  T  2  المتجه الموازن لوزن الكرة؛ لحساب مقدار كلٍّ من

أوجد طول كل متجه واتجاهه مما يأتي بمعلومية مركبتَيه الأفقية والرأسية، 
والمدى الممكن لزاوية كلٍّ منها:

. 90° < θ < 180° ، 2.28 in 0.32 ، الرأسية in الأفقية   

. 0° < θ < 90° ، 4.2 ft  3.1 ، الرأسية ft الأفقية   

. 270° < θ < 360° ، 9.7 cm 2.6 ، الرأسية cm الأفقية   

ارسم ثلاثة متجهات a, b, c ؛ لتوضح صحة كل خاصية من الخصائص 
الآتية هندسيًّا:

a + b = b + a الخاصية الإبدالية   

(a + b) + c = a + (b + c) الخاصية التجميعية   

k = 2, 0.5, -2 حيث ،k(a + b) = k a + k b  الخاصية التوزيعية   

33°

190 N

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)
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م�صاألة مفتوحة: لديك متجه مقداره 5 وحدات بالاتجاه الموجب    

لمحور x ، حلّل المتجه إلى مركبتين متعامدتين على ألا تكون أيٌّ 
منهما أفقية أو رأسية.

تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أحيانًا، أو صحيحة    

ر إجابتك.  دائمًا أو ليست صحيحة أبدًا، وبرِّ
“من الممكن إيجاد مجموع متجهين متوازيين باستعمال طريقة 

متوازي الأضلع”.

|a| + |b| ≥ |a + b| :تبرير: بفرض أن   

عبّر عن هذه العبارة بالكلمات .  )a  

ر إجابتك . هل هذه العبارة صحيحة أم خاطئة؟ برِّ  )b  

اكت�صف الخطاأ: حاول كلٌّ من حسين ومصطفى إيجاد محصلة    

ر إجابتك. المتجهين a , b . أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ

a

a + b

b



 

a

a + b
b



   

تبرير: هل من الممكن أن يكون ناتج جمع متجهين مساويًا    

ر إجابتك. لأحدهما؟ برِّ

اكتب: قارن بين قاعدتَي متوازي الأضلع والمثلث في إيجاد    

محصلة متجهين.



بًا الناتج إلى أقرب عُشر إذا لزم  أوجد قيمة x في كلٍّ مما يأتي مقرِّ
ذلك. )مهارة �صابقة(

  

30°

x

10   

     
60°

3
x

  54°

17.8
x

  

بًا الناتج إلى أقرب عُشر إذا لزم ذلك. حُلّ المثلث الآتي مقرِّ    

)مهارة �صابقة(

A

38°
13 110°

a

C

B

b

   حُلّ المعادلة:sin 2x - cos x = 0  لجميع قيم x . )مهارة 

�صابقة(



نزهة: قام حسان بنزهة خارج مخيمه الكشفي، فقطع مسافة    

km 3.75 في اتجاه الشرق من المخيم حتى وصل أحد المساجد، ثم 

سار شمالًا قاصدًا حديقةً عامةً، فقطع مسافة km 5.6 ، حدّد موقع 
الحديقة بالنسبة للمخيم؟

طارت طائرة لعبة تسير باستعمال جهاز التحكم عن بُعد، بزاوية قياسها    

°32 مع الأفقي، وبسرعة ft/s 48 كما في الشكل أدناه. أيٌّ مما يأتي 

يُمثّل مقدار المركبتين الأفقية والرأسية لسرعة الطائرة على الترتيب؟

32°

48 ft/sec

25.4 ft/s , 40.7 ft/s  A  

40.7 ft/s , 25.4 ft/s  B  

56.6 ft/s , 90.6 ft/s  C  

90.6 ft/s , 56.6 ft/s  D  

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

48) 47)

49)

50)

51)

52)
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تاهجتملا في تاه�سجوى تلإحدتثي 
Vectors in the Coordinate Plane

تؤثِّر الرياح في سرعة الطائرة واتجاه حركتها؛ لذا يستعمل قائد الطائرة 
مقاييس مدرّجة؛ لتحديد السرعة والاتجاه الذي يجب على الطائرة السير فيه؛ 
لمعادلة أثر الرياح ، وعادة ما يتم إجراء هذه الحسابات باستعمال المتجهات 

في المستوى الإحداثي.

لة واتجاهها لمتجهين  تاهجتملا في تاه�سجوى تلإحدتثي في الدرس 1- 1 ، تعلمت إيجاد طول )مقدار( المحصِّ
أو أكثر هندسيًّا باستعمال مقياس رسم. وبسبب عدم دقة الرسم، فإننا نحتاج إلى طريقة جبرية باستعمال نظام 

الإحداثيات المتعامدة للمواقف التي تحتاج إلى دقةٍ أكثر، أو التي تكون فيها المتجهات أكثر تعقيدًا.

  في الوضع القياسي في المستوى الإحداثي كما في الشكل 1.2.1 بصورة وحيدة، وذلك 
 
  OP   ويمكن التعبير عن

    ؛ لذا 
 
  OP ِـ بإحداثيَي نقطة نهايته P(x, y) . وهذه الصورة هي〈x, y〉 ، حيث إن x , y هما المركبتان المتعامدتان ل

تُسمى 〈x, y〉 الصورة الإحداثية للمتجه.
y

xO

t
v

w

p

2
2

2

2
3

3
3

3

تا�سكل 1.2.2         

y

xO x 

y 

P(x, y)

OP

تا�سكل 1.2.1

وحيث إن المتجهات التي لها الطول والاتجاه نفساهما متكافئة، فإنه بإمكاننا التعبير عن كثير من المتجهات 
بالإحداثيات نفسها، فمثلً المتجهات p, t, v, w في الشكل 1.2.2 متكافئة، إذ يمكن التعبير عن أيٍّ منها بالصورة 

، استعمل إحداثيي نقطتَي بدايته ونهايته. 〈2 ,3〉، ولإيجاد الصورة الإحداثية لمتجهٍ مرسومٍ في وضعٍ غير قياسيٍّ

  تاذي نقطة بدتيجه A( x  1 ,  y  1 ) ، ونقطة نمليجه 
 
  AB   ِتا�سورة تلإحدتثية اـ

B( x  2 ,  y  2 ) هي :

〈 x  2  -  x  1 ,  y  2  -  y  1 〉    

. B(3, -5) ونقطة نهايته ، A(-4 , 2) الذي نقطة بدايته ،  
 
   AB  ِـ أوجد الصورة الإحداثية ل

= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉 
 
  AB  تا�سورة تلإحدتثية

= 〈3 - (-4), -5 - 2〉( x  1  ,  y  1 ) = (- 4 , 2) , (  x  2  ,  y  2  ) = (3, -5)

ط〈7- ,7〉 = ب�سِّ

تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك
ا يأتي:   المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ ممَّ

 
   AB  ِـ أوجد الصورة الإحداثية ل

A(0, 8), B(-9, -3)  )1B  A(-2, -7), B(6, 1)  )1A 

در�ست تاعهليلا على 
تاهجتملا بل�سجعهلل مقيل�س 

تار�سم . ) تادر�س 1- 1)

تأجُري تاعهليلا على   ■

تاهجتملا في تاه�سجوى 
تلإحدتثي، وتأمثِّلمل بيلنيًّل.

تأكجب تاهجته بل�سجعهلل   ■

مجتمَي تاوحدة.

تا�سورة تلإحدتثية 
component form

مجته تاوحدة
unit vector

مجتمل تاوحدة تاقيل�سيلن
standard unit vectors

توتفق خطي
linear combination

 تا�سورة تلإحدتثية اهجتهy

xO

x2 - x1

B(x2 , y2
)

y2 - y1

(x1, y1)A

1 تاجعبير عن تاهجته بلا�سورة تلإحدتثية

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH1-L3

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
TRNS-math6-CH1-L3.png

المتجهات في المستوى الإحداثي

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-المتجهات

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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يمكن إيجاد طول المتجه في المستوى الإحداثي باستعمال قانون المسافة بين نقطتين.

 ، ( x  2 ,  y  2  ) ونقطة نمليجه ، ( x  1 ,  y  1 ) مجتمًل، نقطة بدتيجه v تإذت كلن 
فلإن طول v يُعطى بلا�سيغة:

|v| =   √    ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2     

وتإذت كلنت 〈a, b〉 هي تا�سورة تلإحدتثية الهجته v فلإن :

|v| =   √   a  2  +  b  2      

. B(3, -5) ونقطة نهايته ، A(-4, 2) الذي نقطة بدايته   
 
   AB   أوجد طول

=   √    ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2    | 
 
  AB  | قلنون تاه�سلفة بين نقطجين

=   √    [3 - (-4)]  2  +  (-5 - 2)  2    ( x  1 ,  y  1 ) = (-4, 2) , ( x  2 ,  y  2 ) = (3, -5)

=   √  98   ≈ 9.9ط ب�سِّ

✔ | 
 
  AB  | =   √   7  2  +  (-7)  2    =   √  98   :؛ وعليه فإن  

 
  AB   = 〈7, -7 〉 :علمت من المثال 1 أن تاجحقق 

تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك
ا يأتي:   المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ ممَّ

 
   AB  أوجد طول

A(0, 8), B(-9, -3)  )2B  A(-2, -7), B(6, 1)  )2A 

تشبه عمليات الضرب في عدد حقيقي، والجمع والطرح على المتجهات، العمليات نفسها على المصفوفات.

ل، فلإن:  تإذت كلن a = 〈  a  1  ,  a  2 〉 , b = 〈  b  1 ,  b  2  〉 مجتمين، و k عددًت حقيقيًّ

a + b = 〈  a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2  〉 جهع مجتمين 
a - b = 〈  a  1  -  b  1  ,  a  2  -  b  2  〉 طرح مجتمين 
       k a = 〈 k a  1 , k a  2  〉 �سرب مجتهٍ في عددٍ حقيقيٍّ 

:  a = 〈2, 5〉, b = 〈-3, 0〉, c = 〈-4 , 1〉 أوجد كلًّ مما يأتي للمتجهات
c + a  )a  

= 〈-4, 1〉 + 〈2, 5〉c + aعوِّ�س
تجهع تاهجتمين〈6 ,2-〉 = 〈5 + 1 ,2 + 4-〉 =

b - 2a  )b  
= b + (-2)ab - 2aتأعد كجلبة تاطرح كعهلية جهع
عوِّ�س〈5 ,2〉(2-) + 〈0 ,3-〉 =
ت�سرب مجتمًل في عددٍ حقيقي، وتجهع مجتمين〈10- ,7-〉 = 〈10- ,4-〉 + 〈0 ,3-〉 =

تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك

:  a = 〈2, 5〉, b = 〈-3, 0〉, c = 〈-4 , 1〉 :أوجد كلًّ مما يأتي للمتجهات
2c + 4a - b  )3C  -3c  )3B  4c + b  )3A 


 تاهعيلر 

ي�سهى مقدتر تاهجته تأحيلنًل 
معيلر تاهجته.

 طول تاهجته في تاه�سجوى تلإحدتثيy

xO

v

(x2 , y2)

y2 - y1

x2 - x1
(x1, y1)

2تإيتلد طول مجته

 تاعهليلا على تاهجتملا

3 تاعهليلا على تاهجتملا

y

xO

(-2, 6)

(-4, 1)

(2, 5)


  ا  التحقق بيانيًّ

يهكن تاجحقق بيلنيًّل من تإجلبة 
مثلل 3 تافرع a ، ت�سجعهلل 

طريقة قلعدة مجوتزي 
تلأ�سلاع .كهل في تا�سكل تأدنله.
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ى المتجه الذي طوله 1 متجه الوحدة، ويرمز له بالرمز u، ولإيجاد متجه الوحدة  u الذي له  مجتملا تاوحدة: يُسمَّ
 . |v| على طوله v اقسم المتجه ، v نفس اتجاه المتجه

u =   v _ 
|v|

   =   1 _ 
|v|

  v

وبذلك يكون v| u = v|. ونكون قد عبَّرنا عن المتجه غير الصفريّ v في صورة حاصل ضرب متجه وحدة بنفس 
. اتجاه v في عددٍ حقيقيٍّ

. v = 〈-2, 3〉 الذي له نفس اتجاه u أوجد متجه الوحدة
=   1 _ 

|v|
  vuv مجته وحدة بلتتله

=   1 _ 
|〈-2, 3〉|

عوِّ�ض〈3 ,2-〉  

=   1 __ 
  √   (-2)  2  +  3  2   

   〈-2, 3〉|〈a, b〉| =   √   a  2  +  b  2   

=   1 _ 
  √  13   

ط〈3 ,2-〉    ب�سِّ

=   -2 _ 
  √  13   

   ,   3 _ 
  √  13   

ت�سرب مجته في عدد حقيقي  

=   -2  √  13  
 _ 

13
   ,   3  √  13  

 _ 
13

تأنطق تاهقلم    

ق من أن طول u هو 1 . بما أن u تمثل حاصل ضرب v في عدد موجب فإن له اتجاه v نفسه. تحقَّ تاجحقق 

=   √ 
    (  -2 _ 

  √  13  
  )   

2
  +   (  3 _ 

  √  13  
  )   

2
     |u| قلنون تاه�سلفة بين نقطجين

=   √    4 _ 
13

   +   9 _ 
13

ط      ب�سِّ

=   √  1   = 1  ✔ط ب�سِّ

تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك
ا يأتي: أوجد متجه الوحدة الذي له نفس اتجاه المتجه المُعطى في كلٍّ ممَّ

x = 〈-4, -8〉  )4B  w = 〈6, -2〉  )4A 

 ، i = 〈1, 0〉 , j = 〈0, 1〉 بالرمزين y والاتجاه الموجب لمحور ، x يُرمز لمتجهي الوحدة بالاتجاه الموجب لمحور
ى المتجهان i , j متجهَي الوحدة القياسيين. على الترتيب كما في الشكل 1.2.3 . كما يُسمَّ

y

xO ai

bj

v =  〈a, b〉

تا�سكل 1.2.4 تا�سكل 1.2.3      

y

xO

2

1

1 2i

j

ويمكن استعمال هذين المتجهين للتعبير عن أي متجه v = 〈a, b〉 على الصورة v = a i + b j كما في الشكل 1.2.4 ؛ 
وذلك لأن:

= 〈a, b〉vتا�سورة تلإحدتثية

= 〈a, 0〉 + 〈0, b〉 تأعد كجلبة تاهجته على �سورة نلتج جهع مجتمين

= a〈1, 0〉 + b〈0, 1〉ت�سرب مجته في عدد حقيقي

= a i + b j〈 1, 0 〉 = i , 〈 0, 1 〉 = j

4 تإيتلد مجته وحدة اه نف�ض تلتتله اهجتهٍ معطًى

 ويليلم روتن هلميلجون 
(1805–1865) 

طوّر تاريل�سي تلأيراندي هلميلجون 
نظريةً في نظلم تلأعدتد؛ اجو�سيع 

تلأعدتد تاهركبة، ون�سر تاعديد من 
تاهحل�سرتا فيمل. يُذكر تأن تاعديد 
من تاهفلهيم تلأ�سل�سية في تحليل 

تاهجتملا يعجهد على هذه تانظرية.


 i مجته تاوحدة 

ل تخلط بين مجته تاوحدة 
i ، وتاعدد تاجخيلي i ، حيث 

يُكجب مجته تاوحدة بخطٍّ 
دتكن غير ملئل i ، بينهل 

يُكجب تاعدد تاجخيلي بخطٍّ 
. i غير دتكن ملئل
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i , j ويُقصد بها كتابة المتجه بدلالة متجهَي الوحدة . i , j توافقًا خطيًّا للمتجهين a i + b j تسمى الصورة

   على صورة توافقٍ خطيٍّ 
 
   DE   فاكتب ، E(4 , 5) ونقطة نهايته ، D(-2 , 3) هي  

 
   DE  إذا كانت نقطة بداية المتجه

. i , j لمتجهَي الوحدة

.   
 
  DE    ِأولًا، أوجد الصورة الإحداثية لـ

= 〈 x  2  -  x  1 ,  y  2  -  y  1 〉 
 
  DE  تا�سورة تلإحدتثية

= 〈4 - (-2), 5 - 3〉(  x  1  ,  y  1 ) = (-2 , 3) , ( x  2  ,  y  2 ) = (4 , 5)

ط 〈2 ,6〉 = ب�سِّ

ثم أعد كتابة المتجه على صورة توافقٍ خطيٍّ لمتجهَي الوحدة.

= 〈6, 2〉 
 
  DE  تا�سورة تلإحدتثية

= 6 i + 2 j〈a, b〉 = ai + bj

تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك
ا يأتي :    المُعطى نقطتا بدايته ونهايته على صورة توافقٍ خطيٍّ لمتجهَي الوحدة i , j في كلٍّ ممَّ

 
   DE   اكتب المتجه

D(-3, -8), E(7, 1)  )5B  D(-6, 0), E(2, 5)  )5A 

ويمكن كتابة المتجه v = 〈a, b〉 ، باستعمال زاوية الاتجاه التي يصنعها v مع الاتجاه 
الموجب لمحور x . فمن الشكل 1.2.5 يمكن كتابة v على الصورة الإحداثية، أو على 

صورة توافقٍ خطيٍّ لمتجهَي الوحدة i, j كما يأتي:

= 〈a, b〉vتا�سورة تلإحدتثية

= 〈|v| cos θ, |v| sin θ〉عوِّ�س

= |v| (cos θ) i + |v| (sin θ) ji, j توتفق خطي من

أوجد الصورة الإحداثية للمتجه v الذي طوله 10 ، وزاوية اتجاهه °120 مع الأفقي.

= 〈|v| cos θ, |v| sin θ〉v|v| , θ بدلاة v تا�سورة تلإحدتثية الهجته

= 〈10 cos 120°, 10 sin 120°〉|v| = 10 , θ = 120°

= 10 (-  1 _ 
2
  ) , 10 (    

√  3  
 _ 

2
  ) cos 120° = -   1 _ 

2
   , sin 120° =     

√  3  
 _ 

2
  

= 〈-5, 5  √  3  〉ط ب�سِّ

مثِّل بيانيًّا:v = 〈-5, 5  √  3  〉 ≈ 〈-5, 8.7〉  ، تجد أن قياس الزاوية  تاجحقق 
التي يصنعها v مع الاتجاه الموجب لمحور x هي °120 كما في الشكل 

 المجاور، 
  |v| =   √    (-5)  2  +  (5  √  3  )  2    = 10 ✔

تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك

ا يأتي : أوجد الصورة الإحداثية للمتجه v المُعطى طوله وزاوية اتجاهه مع الأفقي في كلٍّ ممَّ

|v| = 24, θ = 210°  )6B  |v| = 8, θ = 45°  )6A 

5 كجلبة مجتهٍ على �سورة توتفق خطي اهجتمَي تاوحدة

تا�سكل 1.2.5

y

xO

θ

(a, b)

| v |cos θ  

v | v |sin θ  


 مجته تاوحدة 

 ت�سجنجج من تا�سورة 
 v = 〈|v| cos θ, |v| sin θ〉

 تأن مجته تاوحدة تاذي اه 
نف�س تتتله v يلأخذ تا�سورة 

 u = 〈1 cos θ, 1 sin θ〉 

 = 〈cos θ, sin θ〉

6 تإيتلد تا�سورة تلإحدتثية

y

xO

(-5, 8.7)

120°

v 
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)x مع الاتجاه الأفقي )الموجب لمحور v = 〈a, b〉 من الشكل (1.2.5) تستنتج أنه يمكن إيجاد زاوية اتجاه المتجه

. tan θ =   
b
 _ a   أو ،  tan θ =   

|v| sin θ
 _ 

|v| cos θ
بحَلّ المعادلة المثلثية:  

. x أوجد زاوية اتجاه كلٍّ من المتجهات الآتية مع الاتجاه الموجب لمحور

p = 3i + 7 j  )a  

=   b _ a  tan θمعلداة زتوية تلتتله

=   7 _ 
3
  tan θa = 3 , b = 7

=  tan  -1    7 _ 
3
  θθ حُل بلان�سبة تإاى

 ، y = 7 ، x = 3 من خلل الصورة الإحداثية للمتجه 
فإن المتجه يقع في الربع الأول، إذن:

≈ 66.8°θ ت�سجعهل تلآاة تاحل�سبة

أي أن زاوية اتجاه المتجه p هي °66.8 تقريبًا كما في الشكل 1.2.6 .   

r = 〈4, -5〉  )b  

=   b _ a  tan θمعلداة زتوية تلتتله

=   -5 _ 
4
  tan θa = 4 , b = -5

=  tan  -1   (-  5 _ 
4
  ) θθ حُل بلان�سبة تإاى

 ، x = 4 > 0 ، y = -5 < 0 من خلل الصورة الإحداثية للمتجه
فإن المتجه يقع في الربع الرابع وبالتالي زاويته

≈ -51.3°θت�سجعهل تلآاة تاحل�سبة

θ ≈ 360° - 51.3° = 308.7° :يقع في الربع الرابع، كما في الشكل 1.2.7 ، فإن r بما أن   

تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك

. x أوجد زاوية اتجاه كلٍّ من المتجهين الآتيين مع الاتجاه الموجب لمحور

〈-3, -8〉  )7B  -6i + 2j  )7A 

 ، 5 m/s كرة قدم: يركض حارس مرمى في لعبة كرة القدم للأمام بسرعة
ليرمي الكرة بسرعة m/s 25 ، بزاوية °40 مع الأفقي. أوجد محصلة السرعة، 

واتجاه حركة الكرة.
بما أن اللعب يتحرك للأمام بشكل مستقيم، فإن الصورة الإحداثية لمتجه سرعة 

اللعب  v  1  هي 〈0 ,5〉 ، وتكون الصورة الإحداثية لمتجه سرعة الكرة  v  2  هي:
= | v  2 | cos θ, | v  2 | sin θ  v  2  v  2  تا�سورة تلإحدتثية الهجته

= 〈25 cos 40°, 25 sin 40°〉| v  2 | = 25 , θ = 40°

ط〈16.1 ,19.2〉 ≈ ب�سِّ

7 زوتيل تلتتله الهجتملا

تا�سكل 1.2.7

y

xO
308.7°

(4, -5)


اكل قيهة اِـ tan θ توجد 

 زتويجلن مخجلفجلن، بنلءً
 على تاعلاقة:

 tan θ = tan(θ + 180) 

فلإذت كلنت قيهة tan θ موجبةً 
فلإن θ زتوية تقع في تاربع 
تلأول تأو تاربع تاثلاث، وتإذت 

كلنت قيهة tan θ �سلابةً، فلإن 
θ زتوية تقع في تاربع تاثلني 

تأو تارتبع، وتكون تاعلاقة 
بين تازتويجين هي تأن قيل�س 

تإحدتههل عبلرة عن قيل�س 
تلأواى متهوعًل امل 180°.

تا�سكل 1.2.6

y

xO

(3, 7)

66.8°

88 تطبيق تاعهليلا على تاهجتملا

40°

5 m/s

25 m/s
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   ، المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ 
 
   AB  أوجد الصورة الإحداثية، وطول

ا يأتي: )تاهثللن 2 ,1( ممَّ

 A(-3, 1), B(4, 5)   

A(2, -7), B(-6, 9)   

 A(10, -2), B(3, -5)   

A(-2, 6), B(1, 10)   

 A(2.5, -3), B(-4, 1.5)   

 A (  1 _ 
2
  , -9)  , B (6,   5 _ 

2
  )   

 إذا كان:f = 〈8, 0〉, g = 〈-3, -5〉 , h = 〈-6, 2〉  ، فأوجد 
كلًّ مما يأتي:  )مثلل 3 (

4h - g   

f + 2h   

2f + g - 3h   

f - 2g - 2h   

h - 4f + 5g   

4g - 3f + h   

ا يأتي: )مثلل 4( أوجد متجه وحدة له اتجاه المتجه v نفسه في كلٍّ ممَّ

v = 〈-2, 7〉   

v = 〈9, -3〉   

v = 〈-8, -5〉   

v = 〈6, 3〉   

v = 〈-1, -5〉   

v = 〈1, 7〉   

ا يأتي على صورة توافقٍ     ، المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ ممَّ
 
   DE   اكتب

خطٍّي لمتجهَي الوحدة i , j : )مثلل 5 (

 D(4, -1), E(5, -7)   

D(9, -6), E(-7, 2)   

 D(3, 11), E(-2, -8)   

D(9.5, 1), E(0, -7.3)   

 D(-4, -6), E(9, 5)    

 D (  1 _ 
8
  , 3) , E (-4,   2 _ 

7
  )   

أوجد الصورة الإحداثية للمتجه v ، المُعطى طوله وزاوية اتجاهه مع 



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

. r ا؛ لتجد متجه محصلة السرعة اجمع المتجهين  v  2   ،  v  1 جبريًّ
=  v  1  +  v  2 rمجته تاهح�سلة

عوِّ�س〈16.1 ,19.2〉 + 〈0 ,5〉 =

تجهع〈16.1 ,24.2〉 =

 θ وتكون زاوية اتجاه المحصلة مع الأفقي هي . |r| =   √    24.2  2  +  16.1  2    ≈ 29.1 طول متجه المحصلة هو
حيث:

=   16.1 _ 
24.2

  tan θ〈a, b〉=〈24.2, 16.1〉حيث ،   tan θ =   b _ a

=  tan  -1    16.1 _ 
24.2

   ≈ 33.6°θθ حُل بلان�سبة تإاى

أي أن محصلة سرعة الكرة هي m/s 29.1 تقريبًا، وتصنع زاوية قياسها °33.6 مع الأفقي تقريبًا.
تحققتحقق  منمن  فمهكفمهك

7 m/s كرة قدم: أوجد محصلة السرعة، واتجاه حركة الكرة إذا تحرك اللعب إلى الأمام بسرعة  )8  

y

xO
θ

v1

v2

r
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ا يأتي:  )مثلل 6 ( الاتجاه الموجب لمحور x في كلٍّ ممَّ

|v| = 12, θ = 60°   

|v| = 16, θ = 330°   

|v| = 4, θ = 135°   

|v| = 15, θ = 125°   

أوجد زاوية اتجاه كلٍّ من المتجهات الآتية مع الاتجاه الموجب 
لمحور x : )مثال 7(

3i + 6j   

-2i + 5j   

-4i - 3j   

〈-5, 9〉   

 ، 600 mi/h ملاحة جوية: تطير طائرة جهة الشرق بسرعةٍ مقدارها   
وتهب الرياح بسرعةٍ مقدارها mi/h 85 باتجاه S 59° E . )مثلل 

) 8



85 mi/h

600 mi/h

N

59°

لة سرعة الطائرة. أوجد محصِّ  )a  

أوجد زاوية اتجاه مسار الطائرة.  )b  

تتديف: يجدف شخص بقاربه في نهر باتجاه عمودي على الشاطئ    
بسرعة mi/h 5 ، ويؤثِّر فيه تيار مائي باتجاه مجرى النهر سرعته 

. 3 mi/h

أوجد السرعة التي يتحرك بها القارب إلى أقرب جزء من عشرة.  )a  

أوجد زاوية اتجاه حركة القارب بالنسبة للشاطئ إلى أقرب درجة.  )b  

ملاحة جوية: تطير طائرة بسرعة مقدارها mi/h 480 بالاتجاه    
N 82° E ، وبسبب الرياح، فإن محصلة سرعة الطائرة بالنسبة لسطح 

. N 79° E 518 باتجاه mi/h الأرض أصبحت 
ارسم شكلً يُمثِّل هذا الموقف.

   المُعطاة نقطتا البداية والنهاية لكلٍّ منهما فيما يأتي 
 
   AB  ,  

 
   CD   بيّن ما إذا كان

  ، وإذا كانا غير 
 
   AB  =  

 
   CD  متكافئين أو لا، وإذا كانا متكافئين، فأثبت أن

ذلك، فاذكر السبب.

 A(3, 5), B(6, 9), C(-4, -4), D(-2, 0)   

A(1, -3), B(0, -10), C(11, 8), D(10, 1)   

تن�سحلب: يمكنك سحب شكل هندسي باستعمال المتجه 〈a, b〉؛   
 . y إلى الإحداثي b وإضافة ، x إلى الإحداثي a وذلك بإضافة

حدّد المتجه الذي يُستعمل لسحب    )a  
FGH△ إلى ′F′G′H△ في 

الشكل المجاور.

إذا استعمل المتجه 〈6- ,3-〉  )b   
لسحب ′F′G′H△ ، فمثّل بيانيًّا 

كلًّ من 'F'G'H△ ، وصورته 
. △F″G″H″

 . △F″G″H″ إلى △FGH حدّد المتجه الذي يُستعمل لسحب  )c  

أوجد نقطة نهاية ممكنة لكل متجه مما يأتي، إذا علمِتَ طوله ونقطة بدايته:

   √  37   , (-1, 4)   

10, (-3, -7)   

تآاة ت�سوير: عُلِّقت آلة تصوير    
معدة لمتابعة حدث رياضي 
بثلثة حبال كما في الشكل 
المجاور، إذا كان الشد في 

كل حبل يمثِّل متجهًا، فأجب 
عما يأتي:

أوجد الصورة الإحداثية لكل متجه لأقرب عدد صحيح.  )a  

أوجد الصورة الإحداثية لمتجه المحصلة المؤثر على آلة   )b  
التصوير.

أوجد مقدار واتجاه محصلة القوى.  )c  

قوة: تؤثِّر قوة الجاذبية g وقوة الاحتكاك على صندوق في وضع    
السكون موضوع على سطح مائل، ويبيّن الشكل أدناه المركبتين 

المتعامدتين للجاذبية الأرضية )الموازية للسطح والعمودية عليه(. ما 
الوصف الصحيح لقوة الاحتكاك ليكون هذا الوضع ممكناً؟ 

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

y

O x

F'

G'
H'

F

G H

39)

40)

41)

26°

39°

1

2

3

1000 N
51°

1200 N

700 N

42)
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θ  

g



تبرير: إذا كان a , b متجهين متوازيين، فعبِّر عن كلٍّ من المتجهين    
.a , b بالصورة الإحداثية مبيِّناً العلاقة بين

تبرير: إذا أُعطيت طول متجه، ونقطة بدايته، فصف المحل    
الهندسي للنقاط التي يمكن أن تُمثِّل نقطة نهايته. )إرشاد: المحل 

الهندسي هو مجموعة من النقاط تحقق شرطًا معيَّناً(.

تحّ�: إذا كانت زاوية اتجاه 〈x, y〉 هي °(4y) ، فأوجد قيمة x بدلالة    
. y

 ، a = 〈 x  1  ,  y  1  〉, b = 〈 x  2  ,  y  2  〉, c = 〈 x  3  ,  y  3  〉 :بره�ن: إذا كان
فأثبت الخصائص الآتية:

a + b = b + a   

(a + b) + c = a + (b + c)   

k (a + b) = ka + kb ، حيث k عدد حقيقي.   

|ka| = |k| |a| ، حيث k عدد حقيقي.   



دُمى �أطف�ل: يقوم محمد بسحب دميته بقوة مقدارها N 1.5 بواسطة    
�)���ر�س�1- �1( نابض مثبَّت بها.

إذا كان النابض يصنع زاوية °52 مع سطح الأرض، فأوجد   )a  
مقدار كلٍّ من المركبتين الرأسية والأفقية للقوة.

إذا رفع محمد النابض، وأصبح يصنع زاوية قياسها °78 مع   )b  
سطح الأرض، فأوجد مقدار كلٍّ من المركبتين الأفقية والرأسية 

للقوة.

استعمل مجموعة المتجهات الآتية لرسم متجه يمثِّل كلًّ مما يأتي:  
)���ر�س�1 - 1(

n
m

p

  1 _ 
2
   p + 3n   n -   3 _ 4   m   

p + 2n - m   m - 3n   



ما طول المتجه الذي نقطة بدايته (5 ,2)، ونقطة نهايته (4- ,3-) ؟   

    
 √  82   C     

 √  2    A  

    
 √  106   D     

 √  26    B  

ما مساحة المثلث المجاور،     
إذا علمت أن PR = RS ؟

18  √  3   D  18  √  2   C  9  √  3   B  9  √  2   A  

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

52) 51)

54) 53)

55)

30°
P

R

S

6

56)



 تاهجتملا  الف�صل 1 26

ال�صرب الداخلي
Dot Product

تحمل كلمة الشغل معانٍ متعددة في الحياة اليومية، إلا أن لها معنى 
محددًا في الفيزياء، وهو مقدار القوة المؤثرة في جسم مضروبة في 
المسافة، التي يتحركها الجسم في اتجاه القوة. ومثال ذلك: الشغل 

المبذول لدفع سيارة مسافة محددة. ويمكن حساب هذا الشغل 
باستعمال عملية على المتجهات تسمى الضرب الداخلي.

ال�صرب الداخلي تعلمت في الدرس 2- 1 عمليتي الجمع والضرب في 
عدد حقيقي على المتجهات. وفي هذا الدرس سوف تتعلم عملية ثالثة على 
المتجهات. إذا كان لديك المتجهان المتعامدان a , b في الوضع القياسي، 

   المتجه الواصل بين نقطتي نهاية المتجهين كما في الشكل المجاور. 
 
  BA    وكان

.  | 
 
  BA  |  2  =  |a|  2  +  |b|  2  فإنك تعلم من نظرية فيثاغورس أن

.   | 
 
  BA  |  2   وباستعمال مفهوم طول المتجه يمكنك إيجاد

=   √    ( a  1  -  b  1 )  2  +  ( a  2  -  b  2 )  2   | 
 
  BA  | تعريف طول مجته

=  ( a  1  -  b  1 )  2  +  ( a  2  -  b  2 )  2  | 
 
  BA  |  2 ربِّع تاطرفين

=   a  1   2  - 2 a  1  b  1  +   b  1   2  +   a  2   2  - 2 a  2  b  2  +   b  2   2  | 
 
  BA  |  2 فُك تلأقوت�س

= (  a  1   2  +   a  2   2 ) + (  b  1   2  +   b  2   2 ) - 2( a  1  b  1  +  a  2  b  2 ) | 
 
  BA  |  2 ع تاحدود تاهربعة جهِّ

=  |a|  2  +  |b|  2  - 2( a  1  b  1  +  a  2  b  2 ) | 
 
  BA  |  2 |a| =   √    a  1   2  +   a  2   2    ,  |a|  2  =   a  1   2  +   a  2   2  , 

|b| =   √    b  1   2  +   b  2   2     ,  |b|  2  =   b  1   2  +   b  2   2 

 .  a  1  b  1  +  a  2  b  2  = 0 متكافئتان، إذا وفقط إذا كان |a|  2  +  |b|  2  - 2( a  1  b  1  +  a  2  b  2 )  ، |a|  2  +  |b|  2   لاحظ أن العبارتين
ى التعبير  a  1  b  1  +  a  2  b  2  الضرب الداخلي للمتجهين a , b ، ويُرمز له بالرمز a · b ، ويُقرأ الضرب الداخلي  ويُسمَّ

. a dot b أو يُقرأ اختصارًا ، a , b للمتجهين

ف تا�ضرب تادتخلي الهجتمين a = 〈 a  1 ,  a  2 〉 , b = 〈 b  1 ,  b  2 〉  كللآتي :  يُعرَّ

a · b =  a  1  b  1  +  a  2  b  2      

لاحظ أنه خلافًا لعمليتي الجمع والضرب في عدد حقيقي على المتجهات، فإن حاصل الضرب الداخلي لمتجهين 
يكون عددًا وليس متجهًا. ويتعامد متجهان غير صفريين، إذا وفقط إذا كان حاصل ضربهما الداخلي صفرًا. ويقال 

للمتجهين اللّذين حاصل ضربهما الداخلي صفر: متجهان متعامدان .

. a · b = 0 مجعلمدين، تإذت وفقط تإذت كلن a , b يكون تاهجتملن غير تا�ضفريين

 على الرغم من أن حاصل الضرب الداخلي للمتجه الصفري في أي متجه آخر يساوي الصفر، أي أن :
0 a  1  + 0 a  2  = 0 = 〈 a  1 ,  a  2 〉 · 〈0 ,0〉 ، إلا أن المتجه الصفري لا يعامد أي متجه آخر؛ لأنه ليس له طول أو اتجاه.

در�ضت عهليجي تاتهع 
وتا�ضرب في عدد حقيقي 

على تاهجتملا هند�ضيًّل 
ل. ) تادر�س 2- 1) وجبريًّ

تأجدُ تا�ضرب تادتخلي   ■

اهجتمين، وتأ�ضجعهله في 
تإيتلد تازتوية بينمهل.

تا�ضرب تادتخلي
dot product

تاهجتملن تاهجعلمدتن
Orthogonal vectors

تا�ضغل
work

(b 1, b 2)

(a 1, a 2)

B

A

BA

x

y

b

aO


 ال�صرب القيا�صي 

ي�ضهى تا�ضرب تادتخلي في 
بع�س تلأحيلن بلا�ضرب 

تاقيل�ضي.
ال�صرب الداخلي لمتجهين في الم�صتوى الإحداثي

المتجهان المتعامدان

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH1-L4

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
TRNS-math6-CH1-L4.png

الضرب الداخلي

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-المتجهات

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v ، ثم تحقق مما إذا كانا متعامدين .
u = 〈3, 6〉, v = 〈- 4, 2〉  )a  

 u · v = 3(-4) + 6(2)   

= 0    

بما أن u · v = 0 ، فإن u , v متعامدان كما هو    
ح في الشكل 1.3.1 . موضَّ

u = 〈2, 5〉, v = 〈8, 4〉  )b  

 u · v = 2(8) + 5(4)   

= 36    

بما أن u · v ≠ 0، فإن u , v غير متعامدين كما هو    
ح في الشكل 1.3.2 . موضَّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v، ثم تحقق مما إذا كانا متعامدين .

u = 〈-2, -3〉, v = 〈9, -6〉  )1B  u = 〈3, -2〉, v = 〈-5, 1〉  )1A 

يحقق الضرب الداخلي الخصائص الآتية :

ل، فلإن تاخ�ضلئ�س تلآتية �ضحيحة:  تإذت كلنت u , v , w مجتملا، وكلن k عددًت حقيقيًّ

تاخل�ضية تلإبدتاية
خل�ضية تاجوزيع

خل�ضية تا�ضرب في عدد حقيقي
خل�ضية تا�ضرب تادتخلي في تاهجته تا�ضفري

تاعلاقة بين تا�ضرب تادتخلي وطول تاهجته

u · v = v · u
u · (v + w) = u · v + u · w
k(u · v) = k u · v = u · k v
0 · u = 0
u · u =  |u|  2 

 u · u =  |u|  2 :تإثبلا تأن
 u = 〈  u  1 ,  u  2  〉:تفجر�س تأن

=   u  
1
   
2  +   u  

2
   

2
 u · uتا�ضرب تادتخلي

=   (   
 

   u  1  2  +  u  2  2    )   
2
 (  u  1  2

   +  u  2  
2
تكجب على �ضورة مربع جذر (   

=  |u|  2    
 √   u  1  

2
   +  u  2  

2    = |u|

�ضجبرهن تاخ�ضلئ�س تاثلاث تلأواى في تلأ�ضئلة 37 – 35

. a = 〈-5, 12〉 استعمل الضرب الداخلي؛ لإيجاد طول
. |a| =   √  a · a   :فإن ، |a|  2  = a · a  :بما أن

=   √   〈-5, 12〉 · 〈-5, 12〉  |〈-5, 12〉| a = 〈-5, 12〉

=   √   (-5)  2  +  12  2    = 13ب�ضّط

   تحقق من فهمك تحقق من فهمك
استعمل الضرب الداخلي؛ لإيجاد طول كلٍّ من المتجهات الآتية :

c = 〈-1, -7〉  )2B  b = 〈12, 16〉  )2A 

الزاوية θ بين أي متجهين غير صفريين a , b هي الزاوية بين هذين المتجهين، عندما يكونان في 
وضع قياسي كما في الشكل المجاور، حيث إن: θ ≤ π ≥ 0 ، أو θ ≤ 180° ≥ °0 ، ويمكن 

استعمال الضرب الداخلي؛ لإيجاد قياس الزاوية بين متجهين غير صفريين.

1 ا�صتعمال ال�صرب الداخلي في التحقق من تعامد متجهين

ال�صكل 1.3.1

y

xO

u

v

ال�صكل 1.3.2

y

xO

u
v

خ�صائ�س ال�صرب الداخلي



2ا�صتعمال ال�صرب الداخلي لإيجاد طول متجه

θ a

b
O
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تإذت كلنت θ هي تازتوية بين مجتمين غير �ضفريين a , b ، فلإن:

cos θ =   a · b _ 
|a| |b|

   

تإذت كلن: a , b, b - a تأ�ضلاع مثلث كهل في تا�ضكل تأعلاه ، فلإن:
=  |b - a|  2  |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θقلنون جيوب تاجهلم

= ( b - a) · ( b - a) |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θ |u|  2  = u · u

= b · b - b · a - a · b + a · a |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θخل�ضية تاجوزيع ال�ضرب تادتخلي

=  |b|  2  - 2 a · b +  |a|  2  |a|  2  +  |b|  2  - 2 |a| |b| cos θu · u =  |u|  2 

= -2 a · b- 2 |a| |b| cos θمن تاطرفين |a|  2  +  |b|  2   بطرح

=   a · b _ 
|a| |b|

  cos θ-2|a| |b| بق�ضهة تاطرفين على

أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي:

u = 〈6, 2〉 , v = 〈-4, 3〉  )a  

=   u · v _ 
|u| |v|

  cos θتازتوية بين مجتمين

=   
〈6, 2〉 · 〈-4, 3〉

  __  
|〈6, 2〉| |〈-4, 3〉|

  cos θu = 〈6, 2〉 , v = 〈-4, 3〉

=   -24 + 6 _ 
  √  40     √  25  

  cos θتا�ضرب تادتخلي اهجتمين، طول تاهجته

=   -18 _ 
10  √  10  

  cos θب�ضّط

=  cos  -1    -18 _ 
10  √  10  

   ≈ 125°θمعكو�س جيب تاجهلم

أي أن قياس الزاوية بين u , v هو °125 تقريبًا، كما في الشكل أعلاه.   

u = 〈3, 1〉 , v = 〈3, -3〉  )b  

=   u · v _ 
|u| |v|

  cos θتازتوية بين مجتمين

=   
〈3, 1〉 · 〈3, -3〉

  __  
|〈3, 1〉| |〈3, -3〉|

  cos θu = 〈3, 1〉 , v = 〈3, -3〉

=   
9 + (-3)

 _ 
  √  10     √  18  

  cos θتا�ضرب تادتخلي اهجتمين، طول تاهجته

=   1 _ 
  √  5  

   cos θب�ضّط

=  cos  -1    1 _ 
  √  5  

   ≈ 63°θمعكو�س جيب تاجهلم

أي أن قياس الزاوية بين u , v هو °63 تقريبًا، كما في الشكل المجاور.   

الزاوية بين متجهين

θ
b

a

b - a 

O


المتجهات المتعامدة 

 والمتجهات المتوازية 
يقلل اهجتمين: تإنمهل 

مجعلمدتن، تإذت كلنت تازتوية 
بينمهل °90. ويقلل اهجتمين 

تأنمهل مجوتزيلن، تإذت كلنت 
تازتوية بينمهل °0 تأو 180° .



3 اإيجاد قيا�س الزاوية بين متجهين

y

xO

125°v u

〈6, 2〉〈-4, 3〉

y

xO

〈3, -3〉
v

u 〈3, 1〉

63°
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي:

u = 〈9, 5〉 , v = 〈-6, 7 〉  )3B  u = 〈-5, -2〉 , v = 〈4, 4〉  )3A 

من التطبيقات على الضرب الداخلي للمتجهات، حساب الشغل الناتج عن قوة، فإذا كانت F قوةً مؤثرةً في جسم 
      ، فإن الشغل W الناتج عن F يساوي مقدار 

 
  ABـ  لتحريكه من النقطة A إلى B كما في الشكل أدناه، وكانت F موازيةً لِ

. W = |F|| 
 
  AB  | أو ، B إلى A مضروبًا في المسافة من F القوة

F

A B

ولحساب الشغل الناتج من قوة ثابتة F ، بأي اتجاه لتحريك جسم 
 من النقطة A إلى B ، كما في الشكل المجاور، يمكنك استعمال الصيغة:

  W= F ·  
 
  AB  

   بعد كتابتهما في 
 
  AB   والمسافة المتجهة ، F أي أنه يمكن حساب هذا الشغل بإيجاد الضرب الداخلي بين القوة الثابتة

الصورة الإحداثية.

�صيارة: يدفع شخص سيارةً بقوةٍ ثابتةٍ مقدارها N 120 بزاوية 45° 
كما في الشكل المجاور، أوجد الشغل المبذول بالجول لتحريك 

السيارة m 10 )بإهمال قوة الاحتكاك(.

استعمل قاعدة الضرب الداخلي للشغل.

الصورة الإحداثية للقوة المتجهة F بدلالة مقدار القوة، وزاوية الاتجاه هي :
〈cos (- 45°), 120 sin (- 45°) 120〉 . الصورة الإحداثية لمتجه المسافة هي 〈0 ,10〉 .

= F ·  
 
  AB  Wقلعدة تا�ضرب تادتخلي ال�ضغل

= 〈120 cos (-45°), 120 sin (-45°)〉 · 〈10, 0〉عوِّ�س

= [120 cos (-45°)](10) ≈ 848.5تا�ضرب تادتخلي

أي أن الشخص يبذل J 848.5 من الشغل؛ لدفع السيارة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

تنظيف: يدفع إبراهيم مكنسةً كهربائيةً بقوةٍ مقدارها N 25، إذا كان قياس   )4  
الزاوية بين ذراع المكنسة وسطح الأرض °60 ، فأوجد الشغل بالجول الذي بذله 

إبراهيم عند تحريك المكنسة مسافة m 6؟ 

θ
FFsin θ

Fcos θ
A B

44ح�صاب ال�صغل

-45°
45° F

AB � F w1


 وحدات ال�صغل 

وحدة قيل�س تا�ضغل في 
تانظلم تلإنتليزي هي 

 ــرطل ، وفي تانظلم  قدم ـ
 ــمجر تأو جول. تاهجري نيوتن ـ

60°

25 N
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ا إذا كانا  أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين v , u، ثم تحقق ممَّ
متعامدين أم لا. )مثلل 1 (

u = 〈3, -5〉, v = 〈6, 2〉   

u = 〈9, -3〉, v = 〈1, 3〉   

u = 〈4, -4〉, v = 〈7, 5〉   

u = 11i + 7j, v = -7i + 11j   

u = 〈-4, 6〉, v = 〈-5, -2〉   

زيت الزيتون: يمثِّل المتجه u = 〈406, 297 〉 أعداد علبتين    
 v =〈27.5, 15〉 مختلفتين من زيت الزيتون في متجرٍ، ويمثِّل المتجه

سعر العلبة من كلا النوعين على الترتيب )مثلل 1 (

. u · v أوجد  )a  

فسّر النتيجة التي حصلت عليها في الفرع a في سياق المسألة.  )b  

استعمل الضرب الداخلي؛ لإيجاد طول المتجه المعطى. )مثلل 2 (

r = 〈-9, -4〉   m = 〈-3, 11〉   

t = 〈23, -16〉   v = 〈1, -18〉   

أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، وقرّب الناتج 
إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ. )مثلل 3 (

u = 〈0, -5〉, v = 〈1, -4〉   

u = 〈7, 10〉, v = 〈4, -4〉   

u = 〈-2, 4〉, v = 〈2, -10〉   

u = -2i + 3j, v = -4i - 2j   

مخيم ك�صفي: غادر يوسف ويحيى مخيَّمَهما الكشفي للبحث    
عن حطب. إذا كان المتجه u = 〈3, -5〉 يُمثّل الطريق الذي سلكه 

يوسف، والمتجه v = 〈-7, 6〉 يُمثّل الطريق الذي سلكه يحيى، 
فأوجد قياس الزاوية بين المتجهين. )مثلل 3 (

فيزياء: يدفع طارق برميلًا على أرضٍ مستوية مسافة m 1.5 بقوةٍ    
مقدارها N 534 ؛ بزاوية °25، أوجد مقدار الشغل بالجول الذي يبذله 

طارق، وقرّب الناتج إلى أقرب عددٍ صحيحٍ. )مثلل 4 (

534 N

أوجد متجهًا يعامد المتجه المعطى في كلٍّ مما يأتي:

〈-2, -8〉   

〈3, 5〉   

〈7, -4〉   

〈-1, 6〉   

ارة: يعامد المتجه r في العجلة الدوارة في الوضع  عجلة دوَّ   
القياسي متجه السرعة المماسية v عند أيِّ نقطةٍ من نقاط الدائرة.



r v

إذا كان طول نصف قطر العجلة ft 20 ، وسرعتها ثابتة ومقدارها   )a  
ft/s 40 ، فاكتب الصورة الإحداثية للمتجه r ، إذا كان يصنع 

زاويةً قياسها ˚35 مع الأفقي، ثم اكتب الصورة الإحداثية لمتجه 
السرعة المماسية في هذه الحالة قرّب الناتج إلى أقرب جزءٍ من 

مئةٍ.

ما الطريقة التي يمكن استعمالها لإثبات تعامد المتجه r ، ومتجه   )b  
السرعة باستعمال الصورتين الإحداثيتين اللتين أوجدتهما في 

الفرع a؟ وأثبت أن المتجهين متعامدان.

إذا علمت كلًّ من v , u · v ، فأوجد قيمةً ممكنةً للمتجه u في كلٍّ 
مما يأتي:

v = 〈3, -6〉, u · v = 33   

v = 〈4, 6〉, u · v = 38   

مدر�صة: يسحب طالب حقيبته    
المدرسية بقوة مقدارها N 100، إذا بذل 

الطالب شغلًا مقداره J 1747 ، لسحب 
حقيبته مسافة m 31، فما قياس الزاوية 
بين قوة السحب والأفقي )بإهمال قوة 

الاحتكاك(؟
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31   تا�ضرب تادتخلي الدر�س 3 - 1

اختبر كل زوج من المتجهات في كلٍّ مما يأتي، من حيث كونها متعامدة، أو 
متوازية، أو غير ذلك.

u = -  2 _ 
3
  ,   3 _ 

4
  , v = 〈9, 8〉   

u = 〈-1, -4〉, v = 〈3, 6〉   

أوجد قياس الزاوية بين كل متجهين في كلٍّ مما يأتي، قرّب الناتج إلى أقرب 
عُشرٍ.

u = i + 5j, v = -2i + 6j   

u = 4i + 3j, v = -5i - 2j   

النقاط: (1 ,8) ,(7 ,4) ,(3 ,2) تُمثِّل رؤوس مثلثٍ، أوجد قياسات    
زواياه باستعمال المتجهات.

إذا علمت كلًّ من ∣u, ∣v والزاوية θ بين المتجهين u, v ، فأوجد قيمةً 
ممكنةً للمتجه v ، قرّب الناتج إلى أقرب جزءٍ من مئةٍ.

u = 〈4, -2〉, |v| = 10, θ = 45°   

u = 〈3, 4〉, |v| =   √  29  , θ = 121°   


تبرير: اختبر صحة أو خطأ العبارة الآتية:   

إذا كانت |d|, |e|, |f| تُمثِّل ثلاثية فيثاغورس، وكانت الزاويتان بين    
d , e وبين e , f حادتين، فإن الزاوية بين d , f يجب أن تكون قائمة. 

ر تبريرك. فسِّ

اكت�صف الخطاأ: يدرس كلٌّ من فهدٍ وفيصلٍ خصائص الضرب    
الداخلي للمتجهات، فقال فهد: إن الضرب الداخلي للمتجهات 

 عملية تجميعية؛ لأنها إبدالية؛ أي أن: 
w = u · (v · w) · (u · v)، ولكن فيصل عارضه، فأيهما كان على 

ح إجابتك. صواب؟ وضِّ

اكتب: وضّح كيف تجد الضرب الداخلي لمتجهين غير صفريين.   

 ،  u = 〈 u  1  ,  u  2 〉 , v = 〈 v  1  ,  v  2  〉 , w = 〈 w  1  ,  w  2 〉:برهان: إذا كان
فأثبت خصائص الضرب الداخلي الآتية:

u · v = v · u   

u · (v + w) = u · v + u · w   

k(u · v) = ku · v = u · k v   

برهان: إذا كان قياس الزاوية بين المتجهين u , v يساوي 90°،    
فأثبت أن u · v = 0 باستعمال قاعدة الزاوية بين متجهين غير 

صفريين.



 _ a = 〈10, 1〉 , b = 〈-5, 2.8〉 , c = 〈  3 ، فأوجد 
4
إذا علمت: أن 〈9- ,  

كلًّ مما يأتي: )تادر�س 2 - 1(

b - a + 4c   

c - 3a + b   

  2a - 4b + c   

  : x أوجد زاوية اتجاه كلٍّ من المتجهات الآتية مع الاتجاه الموجب لمحور
)تادر�س 2 - 1(

-i - 3j   

〈-9, 5〉   

〈-7, 7〉   



ما قياس الزاوية بين المتجهين 〈1- ,1-〉 , 〈0 ,9-〉 ؟   

90°  C  0°  A  

135°  D  45°  B  

إذا كان:s = 〈4, -3〉 , t = 〈-6, 2〉  ، فأيٌّ مما يأتي يمثِّل r ، حيث   
r = t - 2s ؟

〈-14, 8〉  C  〈14, 8〉  A  

〈-14, -8〉  D  〈14, 6〉  B  

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)



 تاهجتملا  الف�صل 1 32

أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآتية مستعملً قاعدة المثلث، 
ب المحصلة إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ من  أو متوازي الأضلع، وقرِّ

د اتجاهها بالنسبة للأفقي ، مستعملً المسطرة والمنقلة .   السنتمتر، ثم حدِّ
)تادر�س 1- 1 (

    
a

b

  

f

g

  

التزلُّج: يسحب شخص مزلجةً على الجليد بقوةٍ مقدارها    
N 50 بزاوية °35 مع الأفقي، أوجد مقدار كلٍّ من المركبة الأفقية، 
والعمودية للقوة ، وقرّب إلى أقرب جزء من مئة. )تادر�س 1- 1 (

ارسم شكلً يُمثِّل المتجه c -  3 d    2 _ 1    )تادر�س 1- 1(   

d
c

ا يأتي بدلالة متجهَي     المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته، في كلٍّ ممَّ
 
   BC   اكتب

الوحدة i , j . )تادر�س 2- 1 (

B(10,-6), C(-8,2)   B(3,-1), C(4,-7)   

B(4, -10 ), C ( 14, 10)   B(1,12), C(-2,-9)   

 ،   
 
   AB  ِـ اختيار من متعدد: أيٌّ مما يأتي يُمثِّل الصورة الإحداثية ل   

حيث A (- 5 , 3 ) نقطة بدايته، و B( 2 , - 1) نقطة نهايته؟  
)تادر�س 2- 1 (

〈-4, 7 〉  C  〈4, -1〉  A  

〈-6, 4〉  D  〈7, -4〉  B  

كرة �صلة: ركض راشد في اتجاه السلة في أثناء مباراة بسرعة    
ب كرةً بسرعة m/s 8 بزاويةٍ  m/s 2.5 ، ومن منتصف الملعب صوَّ

قياسها °36 مع الأفقي. )تادر�س 2 - 1 (

8 m/s

2.5 m/s

36°

اكتب الصورة الإحداثية للمتجهين اللّذين يُمثِّلن سرعة راشد ،   )a  
ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة. وسرعة الكرة ، قرِّ

ب المحصلة إلى  ما السرعة المحصلة، واتجاه حركة الكرة؟ قرِّ  )b  
أقرب جزء من عشرة، وقياس الزاوية إلى أقرب درجة. 

أوجد الصورة الإحداثية، وطول المتجه المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته 
ب الناتج إلى أقرب جزء من  على الترتيب في كلٍّ مما يأتي ، قرِّ

عشرة. )تادر�س 2- 1 (

Q(1, -5) ,R(-7, 8)   A(-4, 2) ,B(3,6)   

ب الناتج إلى أقرب درجة:   أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u, v، وقرِّ
)تادر�س 3- 1 (

u=〈9 ,-4〉, v=〈-1, -2〉   

u=〈8, 4〉, v=〈-2, 4〉   

u=〈2, -2〉, v=〈3, 8〉   

اختيار من متعدد: إذا كان :    
u = 〈 2 , 3 〉, v = 〈 - 1, 4 〉, w = 〈 8 , -5 〉 ، فما ناتج 

( w · v ) + ( u · v ) ؟ )تادر�س 3- 1 (

15  C  -2  A  

38  D  -18  B  

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين في كلٍّ مما يأتي، ثم تحقَّق مما إذا كانا 
متعامدين أم لا:  )تادر�س 3- 1 (

〈4, -3〉·〈7, 4〉   〈2, -5〉·〈4, 2〉   

〈3, -6〉·〈10, 5〉   〈1, -6〉·〈5, 8〉   

عربة: يسحب أحمد عربةً بقوةٍ مقدارها N 25 ، وبزاوية °30 مع    
الأفقي كما في الشكل أدناه.  )تادر�س 3- 1 (

30°

25 N

 ،150 m ما مقدار الشغل الذي يبذله أحمد عندما يسحب العربة  )a   
قرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة.

إذا كانت الزاوية بين ذراع العربة والأفقي °40 ، وسحب أحمد   )b  
العربة المسافة نفسها، وبالقوة نفسها، فهل يبذل شغلً أكبر أم 

أقل؟ فسّر إجابتك.

 اختبار منت�صف الف�صل
الدرو�س من 1- 1 اإلى 3 - 1

2) 1)

3)

4)

6) 5)

8) 7)

9)

10)

12) 11)

13)

14)

15)

16)

18) 17)

20) 19)

21)



33   ااعبألل تث تااا ءلضتاا يف تاهجتملا الدر�س 4 - 1

المتجهات في الف�ضاء الثلاثي الأبعاد
Vectors in Three-Dimensional Space

لإطلاق صاروخٍ في الفضاء، يلزم تحديد اتجاهه وزاويته في الفضاء. وبما أن مفاهيم المسافة 
والسرعة والقوة المتجهة غير مقيدة في المستوى، فلا بد من توسيع  مفهوم المتجه إلى الفضاء 

الثلاثي الأبعاد.
الإحداثيات في الف�ضاء الثلاثي الأبعاد المستوى الإحداثي: هو نظام إحداثي ثنائي 

الأبعاد يتشكل بواسطة خطَّي أعداد متعامدين، هما المحور x والمحور y ، اللذان يتقاطعان في 
نقطة تسمى نقطة الأصل. ويسمح لك هذا النظام بتحديد وتعيين نقاطٍ في المستوى، وتحتاج 

إلى نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد؛ لتعيين نقطةٍ في الفضاء، فنبدأ بالمستوى xy ، ونضعه 
 z ى المحور بصورة تُظهر عمقاً للشكل كما في الشكل 1.4.1، ثم نضيف محورًا ثالثًا يُسمَّ

يمر بنقطة الأصل، ويعامد كلاًّ من المحورين y، x  كما في الشكل 1.4.2. فيكون لدينا ثلاثة 
ى كلٌّ منها  مستويات هي xy, yz, xz ، وتقسم هذه المستويات الفضاء إلى ثماني مناطق، يُسمَّ

الثُّمُن ، ويمكن تمثيل الثُّمُن الأول بجزء الحجرة في الشكل 1.4.3.

ال�ضكل 1.4.3

xy

z

x

y

yz 
xz 

ال�ضكل 1.4.2    

O

z  +

y+

x+

ال�ضكل 1.4.1     

x

yO

 تُمثَّل النقطة في الفضاء بثلاثيات مرتبة من الأعداد الحقيقية (x, y, z)، ولتعيين مثل هذه النقطة، عيّن أولً النقطة
. z بحسب المسافة المتجهة التي يُمثّلها ، z ثم تحرك لأعلى، أو إلى أسفل موازيًا للمحور ، x y في المستوى (x, y)

عيِّن كلاًّ من النقطتين الآتيتين في نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد:
( 4 , 6 , 2 )  )a  

عيّن (6 , 4) في المستوى x y بوضع إشارة مناسبة،    
ثم ضع نقطةً على بُعد وحدتين أعلى الإشارة التي 

وضعتها، وبموازاة المحور z ، كما في الشكل أدناه .

z

y

x

O (4, 6, 2)

6

4

(-2 , 4 , -5)  )b  

عيّن (4 , 2-) في المستوى x y بوضع إشارة    
مناسبة، ثم ضع نقطةً على بُعد 5 وحداتٍ أسفل 

الإشارة التي وضعتها، وبموازاة المحور z ، كما في 
الشكل أدناه.

O

(-2, 4, -5)

-2

4
y

x

z

 
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

عيِّن كلاًّ من النقاط الآتية في نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد:
(5 , -4 , -1)  )1C   (3 , 2 , -3)  )1B   (-3 , -4 , 2)  )1A 

ار�ءتتااعبألل تث تاانظلمت
اا نلئ تاهجتملاتهند�ءيًّلت

ل. اادر�ستت(1-1) وجبريًّ

اجعيِّنُتنقلطًل، ومبألل تث ت  ■

اانظلمتاهإحداف تاا يف ت
اهجتملا.

ل،  اجعبِّرُتعنتااعبألل تجبريًّ  ■

واججُريتاامعليل تعليللتث ت
ااا ءلضتاا يف تاهجتملا.

نظلمتاهإحدافيل تاا يف ت
اهجتملا

 three - dimensional
coordinate system

ااعحورتzت
z-axis

ااُ عن
octant

اا يف تااعرتب
ordered triple

1 تعيّين نقطة في الف�ضاء


 تدريج المحاور 

تذكرتاجنتاابدريجتث تااعحلورت
اا يفةتث تنظلمتاهإحدافيل ت

اا يف تاهجتملاتمب�ءلوٍ.

راتطتاادر�ستاارقع 
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عملية إيجاد المسافة بين نقطتين، وإيجاد نقطة منتصف قطعة مستقيمة في الفضاء تشبهان عملية إيجاد المسافة، ونقطة 
منتصف قطعة مستقيمة في المستوى الإحداثي .

 A( x   1 ,  y   1 ,  z   1 ) , B( x   2 ,  y   2 ,  z   2 ) تُمطى ااع�ءلثة تين اانقطبين
تلا�ءيغة:

AB =   √     ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2    

  AB تلا�ءيغة:
___

وتمطى نقطة ااعنب�ءف M اـِ  

M (  
 x  1  +   x  2 

 _ 
2
   ,   

 y  1  +   y  2 
 _ 

2
   ,   

 z  1  +   z  2 
 _ 

2
  )  

رحلة: تتحرك العربة في الشكل المجاور على 
تين تسمح للمتنزهين  سلسلة مشدودة، تربط بين منصَّ

بالمرور فوق مناظر طبيعية خلابة. إذا مُثلت المنصتان 
بالنقطتين: (50 ,12 ,10) , (30 , 92 ,70)، وكانت 

الإحداثيات معطاة بالأقدام، فأجب عما يأتي:

تَين  أوجد طول السلسلة اللازمة للربط بين المنصَّ  )a  
إلى أقرب قدمٍ. 

استعمل صيغة المسافة بين نقطتين.   

=   √     ( x  2  -  x  1 )  2  +  (  y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2   ABءيغة ااع�ءلثة�

=   √     (70 - 10)  2  +  (92 - 12)  2  +  (30 - 50)  2    ( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) = (70, 92, 30) , ( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) = (10, 12, 50)

ت�ءّط101.98 ≈

تين. أي أننا نحتاج إلى حبلٍ طوله ft 102 تقريبًا للربط بين المنصَّ   

تين.  أوجد إحداثيات منتصف المسافة بين المنصَّ  )b  

استعمل صيغة نقطة المنتصف في الفضاء .   

=  (   
 x  1  +  x  2 

 _ 
2
   ,   

 y  1  +  y  2 
 _ 

2
   ,   

 z  1  +  z  2 
 _ 

2
   ) Mءيغة ااعنب�ءف�

=  (   10 + 70 _ 
2
   ,   12 + 92 _ 

2
   ,   50 + 30 _ 

2
   ) ( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) = (70, 92, 30) , ( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) = (10, 12, 50)

= (40, 52, 40)
أي أن إحداثيات منتصف المسافة بين المنصتين هي (40 ,52 ,40)   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
طائرات: تفرض أنظمة السلامة ألَّ تقل المسافة بين الطائرات عن mi 0.5 في أثناء طيرانها، إذا علمت أن   )2  

 طائرتين تطيران فوق إحدى المناطق، وفي لحظةٍ معينةٍ كانت إحداثيات موقِعَي الطائرتين:
(28000 ,250- ,450) , (30000 ,150 ,300)، مع العلم بأن الإحداثيات معطاة بالأقدام، فأجب عما يأتي:

هل تخالف الطائرتان أنظمة السلامة؟  )A  

إذا أطلقت ألعابٌ ناريةٌ، وانفجرت في منتصف المسافة بين الطائرتين، فما إحداثيات نقطة النفجار؟  )B  

إرشادٌ: الميل = 5280 قدمًا   

 ضيغتا الم�ضافة ونقطة المنت�ضف في الف�ضاء�

O y

x

z

B(x 2 , y 2 , z2)

A(x    1 , y 1 , z1)

M

22 الم�ضافة بين نقطتين ونقطة منت�ضف قطعة م�ضتقيمة في الف�ضاء

50 ft

30 ft

0

ي�ءبعبع �ءكلن اابنليل  اا�ءلهقة، 
ل ث  اهجملكن ااعرتامة،  خ�ءو�ءً

تع�ءلهدة اججزاض من ااعدينة كلاأ�ءور 
وحركة ااعرور، وااحدائق ... اإاخ .
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المتجهات في الف�ضاء إذا كان v متجهًا في الفضاء في وضع قياسي، وكانت (  v  1  ,  v  2  ,  v  3  ) نقطة نهايته، فإننا نعبّر 
 عنه بالصورة الإحداثية 〈  v  1  ,  v  2  ,  v  3 〉 ،كما يُعبّر عن المتجه الصفري بالصورة الإحداثية 〈0 ,0 ,0〉 = 0 ، 

وعن متجهات الوحدة القياسية بالصورة الإحداثية i = 〈1, 0, 0〉, j = 〈0, 1, 0〉, k = 〈0, 0, 1〉 ، كما في 
 i, j, k على صورة توافق خطي لمتجهات الوحدة v الشكل 1.4.4 ، ويمكن التعبير عن الصورة الإحداثية للمتجه 

. 〈 v  1  ,  v  2  ,  v  3  〉 =  v  1 i +  v  2  j +  v  3  k  :كما يأتي

مثِّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهين الآتيين في نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد:
v = 〈3, 4, -2〉  )a  

عيِّن النقطة (2- ,4 ,3) ، ثم مثِّل المتجه v بيانيًّا، بحيث تكون    
النقطة (2- ,4 ,3) نقطة نهايته. 

p = 4 i + 3 j + k  )b  

عيِّن النقطة (1 ,3 ,4) ، ثم مثِّل المتجه p بيانيًّا، بحيث تكون    
النقطة (1 ,3 ,4) نقطة نهايته.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
مثِّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهين الآتيين في نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد:

u = 〈-4, 2, -3〉  )3A 

w = -i -3 j + 4 k  )3B 

إذا كُتبت المتجهات في الفضاء على الصورة الإحداثية، فإنه يمكن أن تُجرى عليها عمليات الجمع، والطرح ، 
والضرب في عدد حقيقي كما هي الحال في المتجهات في المستوى الإحداثي.

ل ، ثلإن : اإذا كلن b = 〈  b   1  ,  b   2  ,  b  3  〉، a =   〈 a  1  ,  a  2  ,  a  3  〉 مبألين ث  ااا ءلض، وكلن k عداًا حقيقيًّ
a + b = 〈  a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2  ,  a  3  +  b  3  〉 جمع متجهين 
a - b = a + (-b) = 〈  a  1  -  b  1  ,  a  2  -  b  2  ,  a  3  -  b  3  〉 طرح متجهين 
     k a = 〈 k a  1  , k a  2  , k a  3  〉 �ضرب متجهٍ في عددٍ حقيقيٍّ 

3تعيين متجه في الف�ضاء 

O

( 3 , 4 , -2 )

y

x

z

v

O y

x

z

p

( 4 , 3 , 1 )

 العمليات على المتجهات في الف�ضاء

ال�ضكل 1.4.4

y

x

z

(v1, v2, v3 )

v1

v2

v3

xv
k

i
j

(0, 0, 1)

(1, 0, 0) (0, 1, 0)
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:  y = 〈 3 , -6 , 2 〉, w = 〈 -1 , 4 , -4 〉 , z = 〈 -2 , 0 , 5 〉:أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات
4 y + 2 z  )a  

= 4〈 3 , -6 , 2 〉 + 2〈-2 , 0 , 5 〉4 y + 2 zعوّ�س
ا�ءرب مبألًل ث  عدا حقيق 〈 10 , 0 , 4-〉 + 〈8 , 24- , 12 〉 =
اجعع ااعبألين〈 18 , 24- , 8 〉 =

2 w - z + 3 y  )b  

= 2〈 -1 , 4 , -4 〉 - 〈 -2 , 0 , 5 〉 + 3〈 3 , -6 , 2 〉2w - z + 3yعوّ�س
ا�ءرب مبأهٍ ث  عداٍ حقيق 〈 6 , 18- , 9 〉 + 〈 5- , 0 , 2 〉 + 〈 8- , 8 , 2- 〉 =
اجعع ااعبألل 〈 7- , 10- , 9 〉 =

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
:  y = 〈 3 , -6 , 2 〉, w = 〈 -1 , 4 , -4 〉 , z = 〈 -2 , 0 , 5 〉:أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات

3 y + 3 z - 6 w  )4B  4 w - 8 z  )4A 

   
 
  AB  وكما في المتجهات ذات البُعدين، نجد الصورة الإحداثية للمتجه

الذي نقطة بدايته A( x  1  ,  y  1  ,  z  1 ) ونقطة نهايته B(  x  2  ,  y  2  ,  z  2  ) ، وذلك 
بطرح إحداثيات نقطة البداية من إحداثيات نقطة النهاية.

 
 
  AB   = 〈  x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 ,  z  2  -  z  1  〉

،    | 
 
  AB  | =   √     ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  (  z  2  -  z  1 )  2   :وعندها يكون

   ، فإن:
 
  AB   = 〈 a  1  ,  a  2  ,  a  3 〉 :وهذا يعني أنه إذا كان 

| 
 
  AB  | =    √   a  1  2  +  a  2  2  +  a  3  2          

u =    
 
  AB   _ 

| 
 
  AB  |

   هو   
 
  AB    باتجاه u ويكون متجه الوحدة

 ، B ( 3 , 6 , -6 ) ونقطة نهايته ، A ( -4 , -2 , 1 ) الذي نقطة بدايته   
 
   AB  أوجد الصورة الإحداثية، وطول
.   

 
   AB  ثم أوجد متجه الوحدة باتجاه

= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1  ,  z  2  -  z  1 〉   
 
  AB  اا�ءورة اهإحدافية اعبأه

= 〈3-(-4), 6-(-2), -6-1〉=〈7, 8, -7〉( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) = (-4, -2, 1) , ( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) = (3, 6, -6)

   هو :
 
  AB    وباستعمال الصورة الإحداثية، فإن طول

=   √    7  2  +  8  2  +  (-7)  2     | 
 
  AB  | 

 
   AB  = 〈7, 8, -7〉

= 9   √  2  

   كما يأتي:
 
  AB   باتجاه u ويستعمل هذا الطول والصورة الإحداثية؛ لإيجاد متجه وحدة

=    
 
  AB   _ 

| 
 
  AB  |

  u  
 
   AB  مبأه وحدة تلتأله

=   
〈 7 , 8 , -7 〉

 _ 
9   √  2  

   =    7   
 √  2  
 _ 

18
   ,   4   √  2  

 _ 
9
   ,   

-7   √  2   
 _ 

18
    

 
   AB  = 〈7, 8, -7〉 , | 

 
   AB | = 9  √  2  

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
   في كلٍّ مما  يأتي:

 
   AB  المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته ، ثم أوجد متجه الوحدة باتجاه   

 
   AB  أوجد الصورة الإحداثية، وطول

A (-1 , 4 , 6) , B ( 3 , 3 , 8 )  )5B   A (-2 , -5 , -5 ) , B( -1 , 4 , -2 )  )5A 

4 العمليات على المتجهات في الف�ضاء 
 العمليات على المتجهات 
خ�ءلئ�س اامعليل  على 
ااعبألل  ث  ااا ءلض 

ه  ااخ�ءلئ�س نا�ءلل ث  
ااع�ءبوى اهإحداف .

O y

x

z

B(x 2 , y 2 , z 2 )

A(x 1 , y 1 , z 1)

5ا التعبير عن المتجهات في الف�ضاء جبريًّ
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عيِّن كل نقطة مما يأتي في نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد: )م لل 1 (

 (1, -2, -4)   

(3, 2, 1)   

 (-5, -4, -2)   

(-2, -5, 3)   

(2, -2, 3)   

(-16, 12, -13)   

أوجد طول القطعة المستقيمة المعطاة نقطتا نهايتها وبدايتها، ثم أوجد 
إحداثيات نقطة منتصفها في كلٍّ مما يأتي: )م لل 2 (

 (-4, 10, 4), (1, 0, 9)   

(-6, 6, 3), (-9, -2, -2)   

 (8, 3, 4), (-4, -7, 5)   

(-7, 2, -5), (-2, -5, -8)   

ارون: في لحظةٍ ما أثناء تدريب عسكري، كانت إحداثيات  طيَّ   
موقع طائرة (19300 ,121- ,675)، وإحداثيات موقع طائرةٍ أخرى 
(16100 ,715 ,289-) ، علمًا بأن الإحداثيات معطاة بالأقدام.  

)م لل 2 (

بة إلى أقرب قدم . أوجد المسافة بين الطائرتين مقرَّ  )a  

عيّن إحداثيات النقطة التي تقع في منتصف المسافة بين   )b  
الطائرتين في تلك اللحظة.

مثّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهات الآتية في نظام الإحداثيات الثلاثي 
الأبعاد: )م لل 3 (

a = 〈0, -4, 4〉   

b = 〈-3, -3, -2〉   

c = 〈-1, 3, -4〉   

d = 〈4, -2, -3〉   

v = 6i + 8j -2k   

w = -10i + 5k   

m = 7i -6j + 6k   

n = i -4j -8k   

 أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات : 
  . a = 〈-5 , -4 , 3 〉, b = 〈6 , -2 , -7 〉, c = 〈-2 , 2 , 4 〉

)م لل 4 (
6a - 7b + 8c   

7a - 5b   

2a + 5b - 9c   

6b + 4c - 4a   

8a - 5b - c   

-6a + b + 7c   

 أوجد كلاًّ مما يأتي للمتجهات : 
  . x = -9i + 4j + 3k , y = 6i - 2j - 7k , z = -2i + 2j + 4k

)م لل 4 (
7x + 6y   

3x - 5y + 3z   

4x + 3y + 2z   

-8x - 2y + 5z   

-6y - 9z   

-x - 4y - z   

   المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته، في كلٍّ 
 
   AB   أوجد الصورة الإحداثية، وطول

  . )م لل 5 (
 
   AB   مما يأتي، ثم أوجد متجه الوحدة في اتجاه

A(-5, -5, -9), B(11, -3, -1)   

A(-4, 0, -3), B(-4, -8, 9)   

A(3, 5, 1), B(0, 0, -9)   

A(-3, -7, -12), B(-7, 1, 8)   

A(2, -5, 4), B(1, 3, -6)   

A(8, 12, 7), B(2, -3, 11)   

A(3, 14, -5), B(7, -1, 0)   

A(1, -18, -13), B(21, 14, 29)   



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)
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ا يأتي: ̶̶̶  ، فأوجد إحداثيات النقطة P في كلٍّ ممَّ
 MP  منتصف N إذا كانت

M(3, 4, 5), N (  7 _ 
2
  , 1, 2)   

M(-1, -4, -9), N(-2, 1, -5)   

M(7, 1, 5),  N (5, -   1 _ 
2
   , 6)   

M (  3 _ 
2
  , -5, 9) ,  N (-2, -   13 _ 

2
  ,   11 _ 

2
  )   

ع هاشم لحمل بالونٍ كدليل في استعراض رياضي. إذا  ع: تَطَوَّ تطوُّ   

كان البالون يرتفع ft 35 عن سطح الأرض، ويمسك هاشم بالحبل 
الذي ثبت به البالون على ارتفاع ft 3 عن سطح الأرض، كما في 

الشكل أدناه، فأوجد طول الحبل إلى أقرب قدمٍ.
z

35 ft

10 ft

4 ft

3 ft y

x


حدّد نوع المثلث الذي رؤوسه هي النقاط الثلاث في كلٍّ مما يأتي )قائم 
الزاوية، أو متطابق الضلعين، أو مختلف الأضلاع(:

A(3, 1, 2) , B(5, -1, 1) , C(1, 3, 1)   

A(4, 3, 4) , B(4, 6, 4) , C(4, 3, 6)   

A(-1, 4, 3) , B(2, 5, 1) , C(0, -6, 6)   

كرات: استعمل قانون المسافة بين نقطتين في الفضاء؛ لكتابة صيغة    
. r وطول نصف قطرها ،(h, k, ℓ) عامة لمعادلة كرة مركزها 

"إرشاد: الكرة هي مجموعة نقاط في الفضاء تبعد بعدًا ثابتًا )نصف 
القطر( عن نقطة ثابتة )المركز(".

استعمل الصيغة العامة لمعادلة الكرة التي وجدتها في السؤال 48؛ لإيجاد 
معادلة الكرة المعطى مركزها، وطول نصف قطرها في كلٍّ مما يأتي:

مركزها (3 ,2- ,4-) ، طول نصف قطرها  4   

1 _ 
2
مركزها (1- ,0 ,6) ، طول نصف قطرها         

 √  3      مركزها (4 ,3- ,5) ، طول نصف قطرها   

مركزها (1- ,7 ,0) ، طول نصف قطرها  12   


: إذا كانت M هي نقطة منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين  تحدٍّ   

النقطتين:M  1 (-1, 2, -5),  M  2 (3, 8, -1)   ، فأوجد إحداثيات 
.  M  1 M منتصف القطعة المستقيمة

اكتب: اذكر موقفًا يكون فيه استعمال النظام الإحداثي الثنائي    
الأبعاد أكثر منطقية، وآخر يكون فيه استعمال النظام الإحداثي الثلاثي 

الأبعاد أكثر منطقية.



   المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ 
 
   AB   أوجد الصورة الإحداثية وطول

ا يأتي: )اادر�س 2- 1 ( ممَّ

A(6, -4), B(-7, -7)   

A(-4, -8), B(1, 6)   

A(-5, -12), B(1, 6)   

   المعطاة نقطتا بدايته ونهايته على صورة توافقٍ خطِّيٍّ لمتجهَي 
 
   DE   اكتب

ا يأتي: )اادر�س 2- 1 ( الوحدة i , j في كلٍّ ممَّ

D (-5,   2 _ 
3
  ) , E (-   4 _ 

5
  , 0)   

D (-   1 _ 
2
  ,   4 _ 

7
  ) , E (-   3 _ 

4
  ,   5 _ 

7
  )   

D(9.7, -2.4), E(-6.1, -8.5)   



ما نوع المثلث الذي رؤوسه هي النقاط    
A(0, 3, 5) , B(1, 0, 2) , C(0, -3, 5) ؟

قائم الزاوية  A  

متطابق الضلعين  B  

متطابق الأضلاع  C  

مختلف الأضلاع  D  

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)

56)

57)

58)

59)

60)

61)
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ال�ضرب الداخلي وال�ضرب الاتجاهي للمتجهات في الف�ضاء
Dot and Cross Products of Vectors in Space

ا إذا كان خطَّا سير طائرتين متوازيين  يستعمل طارق المتجهات؛ ليتحقق ممَّ
أم لا؛ وذلك بمعرفة إحداثيات نقطَتَي الإقلاع، ونقطتين تصلان إليهما بعد فترة 

زمنية معينة.

ال�ضرب الداخلي في الف�ضاء إيجاد الضرب الداخلي لمتجهين في الفضاء 
يشبه إيجاده لمتجهين في المستوى، وكما هي الحال مع المتجهات في 

المستوى، يتعامد متجهان غير صفريين في الفضاء، إذا وفقط إذا كان حاصل ضربهما الداخلي صفرًا.

ف����������������������ين:a = 〈 a  1  ,  a  2  ,  a  3  〉 , b = 〈 b  1 ,  b  2 ,  b  3 〉 ������������ك��آ��: يُعَ�َّ
 a · b =  a  1  b  1  +  a  2  b  2  +  a  3  b  3�، �يكون��������ن�غي��������يين�a , b�م�ع�م�ين�، �إذ����قط��إذ��ك�ن�

a · b = 0

د ما إذا كانا متعامدين أم لا: أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم حدِّ
u = 〈-7, 3, -3〉, v = 〈5, 17, 5〉  )a  

= -7(5) + 3 (17) + (-3)(5)u · v

= -35 + 51 + (-15) = 1

وبما أن u · v ≠ 0 ، فإن u , v غير متعامدين .   

u = 〈3, -3, 3〉, v = 〈4, 7, 3〉  )b  

= 3(4) + (-3)(7) + 3 (3)u · v

= 12 + (-21) + 9 = 0

وبما أن u · v = 0 ، فإن u , v متعامدان.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
د ما إذا كانا متعامدين أم لا: أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم حدِّ

u = 〈4, -2, -3〉, v = 〈1, 3, -2〉  )1B  u = 〈3, -5, 4〉, v = 〈5, 7, 5〉  )1A 

. cos θ =   a · b _ 
|a| |b|

وكما هو في المتجهات في المستوى، إذا كانت θ هي الزاوية بين متجهين غير صفريين  a , b في الفضاء فإن    

أوجد قياس الزاوية θ بين u , v ، إذا كان:u = 〈3 , 2 , -1〉 , v = 〈-4 , 3 , -2〉  ، إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ.

=   u · v _ 
|u| |v|

  cos θز��ية�بين�م���ين��

=   
〈3, 2, -1〉 · 〈-4, 3, -2〉

  __  
|〈3, 2, -1〉| |〈-4, 3, -2〉|

  cos θu = 〈3, 2, -1〉 , v = 〈-4, 3, -2〉

=   -4 _ 
  √  14     √  29  

  cos θمن�������ين� �أ�ج����������������، �طول�كلٍّ

=  cos  -1    -4 _ 
  √  406   

   ≈ 101.5°θθ�ب�ّ�ط��حُل�ب��ن��بة��إ�ى

أي أن قياس الزاوية بين u , v هو °101.5 تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد قياس الزاوية بين المتجهين:u = -4i + 2j + k , v = 4i + 3k  ، إلى أقرب منزلةٍ عشريةٍ.  )2  

در��ت����������������
�����ين����������وى�. 

���ر�س��(1-3)

�أجُ�����������������  ■

�����ين، ���ز��ية�بين����
.�����������

�أجُ�����������������  ■

���������، ��أ���ع��ه����
�إي��د�������ح������ح�وم.

��������������
cross product

م�و�زي�����طوح�
parallelepiped

���������قي�������ثلاث�
triple scalar product

 ال�ضرب الداخلي والمتجهات المتعامدة في الف�ضاء

1 اإيجاد ال�ضرب الداخلي لتحديد المتجهات المتعامدة

2الزاوية بين متجهين في الف�ضاء

O

101.5° y

x

z

v

u
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الضرب الداخلي والضرب الاتجاهي للمتجهات في الفضاء

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-المتجهات

علوم طبيعية

الثانوية مقررات



��������   الف�ضل 1 40

ال�ضرب الاتجاهي هو نوع آخر من الضرب بين المتجهات في الفضاء، وبخلاف الضرب 
 ،a × b هو متجه وليس عددًا، ويُرمز له بالرمز a , b الداخلي، فإن الضرب الاتجاهي لمتجهين

. a , b ا على المستوى الذي يحوي المتجهين ويُقرأ a cross b ، ويكون المتجه a × b عموديًّ

 a , b إن ������ ������� ������ين�� ، a =  a  1 i +  a  2 j +  a  3 k , b =  b  1 i +  b  2 j +  b  3 k  :إذ� ك�ن�

a × b = ( a  2  b  3  -  a  3  b  2 )i - ( a  1  b  3  -  a  3  b  1 )j + ( a  1  b  2  -  a  2  b  1 )k  :و �����ه�

 ، i, j, k إذا طبَّقنا قاعدة حساب قيمة محدّدة من الدرجة الثالثة على المحدّدة أدناه، والتي تتضمن متجهات الوحدة
. a × b فإننا نتوصل إلى القاعدة نفسها للمتجه ، a , b وإحداثيات كلٍّ من

 بو��ع م����� ��وح�ة i , j , k �� ����ف 1 
 بو��ع �إح��ثي�� a �� ����ف 2 
بو��ع �إح��ثي�� b �� ����ف 3 

=  ⎜ 
i
 
 

  a  1    

 b  1 

   

j

 
 

  a  2    

 b  2 

   
k

 
 

  a  3    

 b  3 

  ⎟ a × b

 ⎜ 
 a  2 

   
 b  2 

   
 a  3 

   
 b  3  

 ⎟  i-  ⎜ 
 a  1 

   
 b  1 

   
 a  3 

   
 b  3  

 ⎟  j+  ⎜ 
 a  1 

   
 b  1 

   
 a  2 

   
 b  2  

 ⎟  k 

a × b = ( a  2   b  3  -  a  3   b  2 ) i - ( a  1   b  3  -  a  3   b  1 ) j + (  a  1   b  2  -  a  2   b  1 ) k

.u , v يعامد كلًّ من u × v ثم بيّن أن ،u = 〈3, -2, 1〉 , v = 〈-3, 3, 1〉 :أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين

=  ⎜  
i
 

  
 3    

-3
    

j

 
  

 -2    
3
   

k
 

 
 1   

1
  ⎟ u × vu = 3i - 2j + k , v = -3i + 3j + k

=  ⎜ -2    
3
   1   

1
 ⎟  i -  ⎜  

3
    

-3
   1   

1
 ⎟  j +  ⎜  

3
    

-3
   -2    

3
 ⎟  kق�ع�ة �إي��د قي�ة محّ�دة ���رجة ��ث��ثة

= (-2 - 3)i - [3 - (-3)]j + (9 - 6)kأ�ج� قي�ة محّ�دة ���رجة ��ث�نية�

= -5i - 6j + 3kب�ّ�ط

����ورة ��إح��ثية〈3 ,6- ,5-〉 =

ا، أوجد الضرب الداخلي  ولإثبات أن u × v يعامد كلاًّ من u , v جبريًّ
. u , v مع كلٍّ من  u × v لـ

(u × v) · u

 = 〈-5, -6, 3〉 · 〈3, -2, 1〉

 = -5(3) + (-6)(-2) + 3(1)

 = -15 + 12 + 3 = 0 ✔

(u × v) · v

 = 〈-5, -6, 3〉 · 〈-3, 3, 1〉

 = -5(-3) + (-6)(3) + 3(1)

 = 15 + (-18) + 3 = 0 ✔

 u × v بما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتين يساوي صفرًا، فإن
. v , u عمودي على كلٍّ من

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
: u , v يعامد كلًّ من u × v في كلٍّ ممايأتي، ثم بيّن أن u , v أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين

u = 〈-2, -1, -3〉, v = 〈5, 1, 4〉  )3B  u = 〈4, 2, -1〉, v = 〈5, 1, 4〉  )3A 

a b

a × b

ال�ضرب الاتجاهي للمتجهات في الف�ضاء

3اإيجاد ال�ضرب الاتجاهي لمتجهين 
ال�ضرب الاتجاهي  

يطبق ������ ������� ع�ى 
�������� �� نظ�م ��إح��ثي�� 

��ثلاث� ��أبع�د �قط، �� 
يطبق ع�ى �������� �� 

������وى ��إح��ث�.

O y

x

z

v

u

u × v


� ع�ى   يكون ������قيم ع�وديًّ
� ع�ى  م���وى، �إذ� ك�ن ع�وديًّ

كل م���قيمٍ يقع �� �ذ� 
������وى �ي�ق�طع معه.
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للضرب الاتجاهي تطبيقات هندسية عديدة، فمثلًا مقدار المتجه |u × v| يُعبِّر عن مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه 
u , v ضلعان متجاوران كما في الشكل 1.5.1 .

أوجد مساحة متوازي الأضلع الذي فيه: u = 2i + 4j - 3k , v = i - 5j + 3k  ضلعان متجاوران.
u × v أوجد الخطوة 1 

=  ⎜  
i
 
 

 2   

1
    

j

 
  

 4    
-5

    
k
 

  
 -3    

3
 ⎟  v×uu = 2i + 4j - 3k , v = i - 5j + 3k

=  ⎜  
4    

-5
   

-3
    

3
 ⎟  i -  ⎜ 2   

1
   

-3
    

3
 ⎟  j +  ⎜ 2   

1
    4    

-5
 ⎟  kب�إي��د قي�ة محّ�دة ���رجة ��ث��ثة

= -3i - 9j - 14kب�إي��د قي�ة محّ�دة ���رجة ��ث�نية

u × v أوجد طول الخطوة 2 
=   √    (-3)  2  +  (-9)  2  +  (-14)  2   |u × v|������� �� طول م��ه

=   √  286   ≈ 16.91ط ب��ِّ

أي أن مساحة متوازي الأضلاع في الشكل 1.5.1 ، تساوي 16.91 وحدةً مربعةً تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه:  u = -6i -2j + 3k , v = 4i +3j + k ضلعان متجاوران .  )4  

ال�ضرب القيا�ضي الثلاثي إذا التقت ثلاثة متجهات في مستويات مختلفة في نقطة البداية، فإنها تكوّن أحرفًا متجاورة 
ل متوازي سطوح، وهو عبارة عن مجسمٍ له ستة أوجهٍ، كل وجهٍ منها على شكل متوازي أضلاع كما في الشكل 1.5.2 

أدناه، إن القيمة المطلقة للضرب القياسي الثلثي لهذه المتجهات يُمثِّل حجم متوازي السطوح.

 ، t =  t  1 i +  t  2  j +  t  3 k , u =  u  1 i +  u  2  j +  u  3 k , v =  v  1 i +  v  2  j +  v  3 k :إذ� ك�ن�

t · (u × v) =  ⎜  

 t  1 

 
 

  u  1    
 v  1 

    

 t  2 

 
 

  u  2    
 v  2 

    

 t  3 

 
 

  u  3    
 v  3 

��إن ������ ��قي���� ��ثلاث� �������� t, u, v يُع�ف ك��آ��  ⎟  

 t = 4i - 2j - 2k , u = 2i + 4j - 3k , v = i - 5j + 3k  :أوجد حجم متوازي السطوح الذي فيه
أحرف متجاورة.

=  ⎜ 
4
 
 
 2   

1
   

-2
 

  
 4    

-5
   

-2
 

  
 -3    

3
 ⎟  t · (u×v)

t = 4i - 2j - 2k 
u = 2i + 4j - 3k 
v = i - 5j + 3k

=  ⎜  4    
-5

   
-3

    
3
 ⎟  (4) -  ⎜ 2   

1
   

-3
    

3
 ⎟  (-2) +  ⎜ 2   

1
    4    

-5
�أ�ج� قي�ة محّ�دة ������و�ة من ����بة 3 × 3(2-)  ⎟ 

ب�ّ�ط34 = 28 + 18 + 12- =

أي أن حجم متوازي السطوح في الشكل 1.5.2 هو |t · (u × v)| ، ويساوي 34 وحدةً مكعبةً.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

 t = 2j - 5k , u = -6i - 2j + 3k , v = 4i + 3j + k  :أوجد حجم متوازي السطوح الذي فيه  )5  
أحرف متجاورة.

4م�ضاحة متوازي اأ�ضلاعٍ في الف�ضاء

ال�ضكل 1.5.1

O

z

y

x

v

u

ال�ضرب القيا�ضي الثلاثي

5حجم متوازي ال�ضطوح

ال�ضكل 1.5.2

z

y

v

u

t

O

x
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د ما إذا  أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم حدِّ
كانا متعامدين أم لا: )مث�ل 1 (

u = 〈3, -9, 6〉, v = 〈-8, 2, 7 〉   

u = 〈5, 0, -4〉, v = 〈6, -1, 4〉   

u = 〈-7, -3, 1〉, v = 〈-4, 5, -13〉   

u = 〈11, 4, -2〉, v = 〈-1, 3, 8〉   

u = 6i - 2j - 5k, v = 3i - 2j + 6k   

u = 9i - 9j + 6k, v = 6i + 4j - 3k   

كيمياء: تقع إحدى ذرتَي الهيدروجين في جُزيء الماء عند     
 〈 55.5- ,55.5 ,55.5 〉، والأخرى عند 〈 55.5- ,55.5- ,55.5- 〉، 
وذلك في الوقت الذي تقع فيه ذرة الأكسجين في نقطة الأصل. أوجد 
الزاوية بين المتجهين اللّذين يكوّنان رابطة الأكسجين – الهيدروجين 

بة إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ. )مث�ل 2 ( مقرَّ

أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، وقرّب الناتج 
إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ: )مث�ل 2 (

u = 〈 6, -5, 1〉, v = 〈-8, -9, 5〉   

u = 〈-8, 1, 12〉, v = 〈-6, 4, 2〉   

u = 〈10, 0, -8〉, v = 〈3, -1, -12〉   

u = -3i + 2j + 9k, v = 4i + 3j - 10k   

أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم بيِّن 
أن u × v عمودي على كلٍّ من u , v : )مث�ل 3 (

u = 〈-1, 3, 5〉, v = 〈2, -6, -3〉   

u = 〈4, 7, -2〉, v = 〈-5, 9, 1〉   

u = 〈3, -6, 2〉, v = 〈1, 5, -8〉   

u = -2i - 2j + 5k, v = 7i + j - 6k   

أوجد مساحة متوازي الأضلع الذي فيه u , v ضلعان متجاوران في كلٍّ مما 
يأتي: )مث�ل 4 (

u = 〈-9, 1, 2〉 , v = 〈6, -5, 3〉   

u = 〈4, 3, -1〉 , v = 〈7, 2, -2〉   

u = 6i - 2j + 5k , v = 5i - 4j - 8k   

u = i + 4j - 8k , v = -2i + 3j - 7k   

أوجد حجم متوازي السطوح الذي فيه t , u , v أحرف متجاورة في كلٍّ 
مما يأتي: )مث�ل 5 (

t = 〈-1, -9, 2〉, u = 〈4, -7, -5〉, v = 〈3, -2, 6〉   

t = 〈2, -3, -1〉, u = 〈4, -6, 3〉, v = 〈-9, 5, -4〉   

t = i + j - 4k, u = -3i + 2j + 7k, v = 2i - 6j + 8k   

t = 5i - 2j + 6k, u = 3i - 5j + 7k, v = 8i - j + 4k   

ا يأتي: ا غير صفري يعامد المتجه المُعطى في كلٍّ ممَّ أوجد متجهًّ

〈3, -8, 4〉   

〈-1, -2, 5〉   

6, -   1 _ 
3
   , -3   

〈7, 0, 8〉   

إذا عُلم كلٌّ من v , u · v ، فأوجد حالةً ممكنةً للمتجه u في كلٍّ مما يأتي:

v = 〈2, -4, -6〉, u · v = -22   

v =    1 _ 
2
   , 0, 4 , u · v =   31 _ 

2
    

v = 〈-2, -6, -5〉, u · v = 35   

حدّد ما إذا كانت النقاط المعطاة واقعةً على استقامةٍ واحدةٍ أم لا؟
(-1, 7, 7), (-3, 9, 11), (-5, 11, 13)   

(11, 8, -1), (17, 5, -7), (8, 11, 5)   

حدّد ما إذا كان كل متجهين مما يأتي متوازيين أم لا:

m = 〈2, -10, 6〉, n = 〈3, -15, 9〉   

a = 〈6, 3, -7〉, b = 〈-4, -2, 3〉   

 ، y z الذي يقع في المستوى u اكتب الصورة الإحداثية للمتجه   
.y وطوله 8، ويصنع زاويةً قياسها °60 فوق الاتجاه الموجب للمحور

حدّد ما إذا كان الشكل الرباعي ABCD المُعطاة إحداثيات رؤوسه متوازي 
د ما إذا كان مستطيلً  أضلع أم لا، وإذا كان كذلك، فأوجد مساحته، وحدِّ

أم لا:

A(3, 0, -2), B(0, 4, -1), C(0, 2, 5), D(3, 2, 4)   

A(7, 5, 5), B(4, 4, 4), C(4, 6, 2), D(7, 7, 3)   



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)
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عر�س جوي: أقلعت طائرتان معًا في عرض جوي، فأقلعت    
الأولى من موقع إحداثياته (0 ,2- ,0) ، وبعد 3 ثوانٍ وصلت موقعًا 
إحداثياته (15 ,10- ,6)، في حين أقلعت الثانية من موقع إحداثياته 

(0 ,2 ,0)، وبعد 3 ثوانٍ وصلت موقعًا إحداثياته (15 ,10 ,6). 
ح إجابتك. هل يتوازى خطَّا سير الطائرتين؟ وضِّ

إذا كان: u = 〈3, 2 , -2〉 , v = 〈-4, 4, 5〉 ، فأوجد كلًّ مما يأتي إن أمكن:

u · (u × v)   

v × (u · v)   

إذا كانت v, w, u تُمثِّل ثلثة أحرف متجاورة لمتوازي السطوح    
في الشكل المجاور، وكان حجمه 7 وحداتٍ مكعبةٍ، فما قيمة c؟

u〈c, -3, 1〉

w〈1, 0, -2〉

v〈-2, -1, 4〉
z

y

x

O



تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أحيانًا، أو صحيحة    
ر إجابتك . دائمًا، أو غير صحيحة أبدًا، برِّ

»لأي متجهين غير صفريين وغير متوازيين، يوجد متجه عمودي على    
هذين المتجهين«.

: إذا كان: u = 〈4, 6, c〉 , v = 〈-3, -2, 5〉 ، فأوجد  تحدٍّ   
. u × v = 34i - 26j + 10k :التي تجعل c قيمة

ر لماذا لا يمكن تعريف الضرب الاتجاهي في  تبرير: فسِّ   
المستوى.

اكتب: بيِّن طرق الكشف عن توازي متجهَين أو تعامدهما.   



أوجد طول كل قطعةٍ مستقيمةٍ مما يأتي، والمعطاة نقطتا طرفيها، ثم أوجد 
إحداثيات نقطة منتصفها: )���ر�س 4- 1 (

(1, 10, 13), (-2, 22, -6)   

(12, -1, -14), (21, 19, -23)   

(-22, 24, -9), (10, 10, 2)   

ا يأتي، ثم حدّد ما إذا  أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ ممَّ
كانا متعامدين أم لا:  )���ر�س 3- 1 (

〈-8, -7〉 · 〈1, 2〉   

〈-4, -6〉 · 〈7, 5〉   

〈6, -3〉 · 〈-3, 5〉   

أوجد محصلة كل زوجٍ من المتجهات الآتية، مُستعملً قاعدة المثلث أو 
متوازي الأضلع، ثم حدّد اتجاهها بالنسبة للأفقي.  )���ر�س 1- 1 (

  

b

a

  

  

c

d

  



أيٌّ مما يأتي متجهان متعامدان؟   

〈1, 0, 0〉 , 〈1, 2, 3〉  A  

〈1, -2, 3〉 , 〈2, -4, 6〉  B  

〈3, 4, 6〉 , 〈6, 4, 3〉  C  

〈3, -5, 4〉 , 〈6, 2, -2〉  D  

ما حاصل الضرب الاتجاهي للمتجهين:    
u = 〈3, 8, 0 〉 , v = 〈- 4, 2, 6〉 ؟

48i - 18j + 38k  A  

48i - 22j + 38k  B  

46i - 22j + 38k  C  

46i - 18j + 38k  D  

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)
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مفاهيم اأ�صا�صية
مقدمة في المتجهات )الدر�س 1- 1(

يُعبَّر عن تتتله تاهجته بلازتوية بين تاهجته، وتلأفقي. ومقدتر   •
تاهجته هو طواه.

لة، ويهكن تإيتلده  نلتج جهع مجتمين هو مجته يُ�صهى تاهح�صِّ  •
بل�صجعهلل قلعدة تاهثلث، تأو قلعدة مجوتزي تلأ�صلاع.

a

b

a + b




  

a + b

a
b




المتجهات في الم�صتوى الإحداثي )الدر�س 2- 1(
.〈x , y〉 تا�صورة تلإحدتثية الهجته في تاو�صع تاقيل�صي هي  •

تا�صورة تلإحدتثية الهجته في تاو�صع غير تاقيل�صي تاذي   •
 نقطة بدتيجه A( x  1 ,  y  1 ) ، ونقطة نمليجه B( x  2 ,  y  2 ) هي: 

. 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉
يُعطى طول تاهجته v = 〈 v  1 ,  v  2 〉 بلا�صيغة   •

|v| =   √   ( v  1  )  2  + ( v  2  )  2    
 k مجتمين، وكلن  a = 〈 a  1 ,  a  2 〉 , b = 〈 b  1  ,  b  2  〉:تإذت كلن  •

 ،  a + b = 〈 a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2 〉:ل، فلإن  عددًت حقيقيًّ
a - b = 〈  a  1  -   b  1  ,   a  2  -  b  2 〉 ، k a = 〈k a  1 , k a  2 〉

يهكن ت�صجعهلل مجتمَي تاوحدة j ، i  الجعبير عن تاهجته   •
. ai + bj على تا�صورة v = 〈a, b〉

ال�صرب الداخلي )الدر�س 3- 1 (
 ،  a = 〈  a  1  ,   a  2  〉:ف تا�صرب تادتخلي الهجتمين يُعرَّ  •
a · b =  a  1   b  1  +  a  2   b  2   :بلا�صيغة b = 〈  b  1  ,   b  2 〉

تإذت كلنت θ زتوية بين مجتمين غير �صفريين a , b ، فلإن:   •

cos θ =   a · b _ 
|a| |b|

   

المتجهات في الف�صاء الثلاثي الأبعاد )الدر�س 4 - 1 (
، A(  x  1  ,   y  1  ,   z  1  ) تعطى تاه�صلفة بين تانقطجين  •

 B (  x  2  ,   y  2  ,   z  2 )  بلا�صيغة: 

AB =   √     ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2   
̶̶  بلا�صيغة: 

 AB  تعطى نقطة منج�صف  •

M  (  
 x  1  +  x  2 

 _ 
2
   ,    

 y  1  +  y  2 
 _ 

2
   ,   

 z  1  +  z  2 
 _ 

2
  )  

ال�صرب الداخلي وال�صرب التجاهي لمتجهين في الف�صاء  
)الدر�س 5 - 1 (

 ،  a = 〈  a  1  ,   a  2  ,   a  3  〉:يُعرّف تا�صرب تادتخلي الهجتمين  •
a · b =   a  1  b  1  +  a  2   b  2  +  a  3   b  3  بلا�صيغة b = 〈  b  1 ,  b  2 ,  b  3 〉
 ، a =  a  1 i +  a  2  j +  a  3 k , b =  b  1 i +  b  2  j +  b  3 k :تإذت كلن    • 

 فلإن تا�صرب تلتتلهي الهجتمين a , b هو a × b ، وي�صلوي 
 ( a  2  b  3  -  a  3  b  2  )i - ( a  1  b  3  -  a  3  b  1 )j + ( a  1  b  2  -  a  2  b  1 )k
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اختبر مفرداتك 
حدّد ما إذا كانت العبارات الآتية صحيحة أم خاطئة، وإذا كانت خاطئة 

فاستبدل ما تحته خط لتصبح العبارة صحيحة:

نقطة نهاية المتجه هي الموقع الذي يبدأ منه .  1)  

إذا كان: a = 〈-4, 1〉 , b = 〈3, 2〉 ، فإن الضرب الداخلي   2)  
للمتجهين هو (2)3 + (1)4- .

 A( x  1 ,  y  1 ,  z  1 ) , B( x  2 ,  y  2 ,  z  2 ) عندما تكون  
̶̶

 AB  نقطة منتصف  3)  

.   (  
 x  1  +  x  2 

 _ 
2
  ,   

 y  1  +  y  2 
 _ 

2
  ,   

 z  1  +  z  2 
 _ 

2
هي (     

 B(2, -4) ونقطة نهايته ، A(-1, 2) الذي نقطة بدايته r طول المتجه  4)  
هو 〈6- ,3〉 .

يتساوَى متجهان إذا وفقط إذا كان لهما الطول نفسه، والاتجاه نفسه.  5)  

إذا تعامد متجهان غير صفريين، فإن قياس الزاوية بينهما 180°.  6)  

لتجد متجهًا يعامد أي متجهين على الأقل في الفضاء، أوجد الضرب   7)  
الاتجاهي للمتجهين الأصليين.

طرح متجه يكافئ إضافة معكوس المتجه.  8)  

. v =   
|u|

 _ u   فإن ،u متجه وحدةٍ باتجاه v إذا كان  9)  

دليل الدرا�صة والمراجعة



د الكميات المتجهة، والكميات القياسية في كلٍّ مما يأتي: حدِّ

تسير سيارة بسرعة mi/h 50 باتجاه الشرق.  10)  

.20 ft شجرة طولها  11)  

أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآتية باستعمال قاعدة المثلث، 
ب المحصلة إلى أقرب جزء من عشرة من  أو قاعدة متوازي الأضلاع. قرِّ
د اتجاهها بالنسبة للأفقي، مستعملًا المسطرة، والمنقلة. السنتمتر، ثم حدِّ

 12)  

 

c

d

  

 13)  h

j
  

 14)  
b

a

  

 15)  w

v

  

لة لناتج جمع المتجهين واتجاهها في كلٍّ مما يأتي: أوجد طول المحصِّ

m 70 جهة الغرب، ثم m 150 جهة الشرق.  16)  

N 8 للخلف، ثم N 12 للخلف.  17)  

أوجد محصلة المتجهين s, r مستعملًا قاعدة المثلث، أو قاعدة متوازي 
ب المحصّلة إلى أقرب جزء من عشرة من السنتمتر، ثم  الأضلاع. قرِّ

د اتجاهها بالنسبة للأفقي مستعملًا المسطرة، والمنقلة. حدِّ

sr

قاعدة المثلث 
اسحب r ، بحيث تلتقي نقطة نهاية r مع نقطة بداية 

s ، فتكون المحصلة هي المتجه الذي يبدأ من نقطة 
.s وينتهي عند نقطة نهاية ، r بداية

قاعدة متوازي الأ�صلاع 
اسحب s ، بحيث تلتقي نقطة بدايته مع نقطة 

 r, s ثم أكمل متوازي الأضلاع الذي فيه ، r بداية
ضلعان متجاوران، فتكون المحصلة هي المتجه 

الذي يكوّن قطر متوازي الأضلاع.

فيكون طول المحصلة cm 3.4 ، وقياس زاويتها 
˚59 مع الأفقي.

دليل الدرا�صة والمراجعة

1
مقدمة في المتجهات )ال�صفحات 17 - 10(1-1

مراجعة الدرو�س

s

r

r + s

sr

r + s
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مفاهيم اأ�صا�صية
مقدمة في المتجهات )الدر�س 1- 1(

يُعبَّر عن تتتله تاهجته بلازتوية بين تاهجته، وتلأفقي. ومقدتر   •
تاهجته هو طواه.

لة، ويهكن تإيتلده  نلتج جهع مجتمين هو مجته يُ�صهى تاهح�صِّ  •
بل�صجعهلل قلعدة تاهثلث، تأو قلعدة مجوتزي تلأ�صلاع.

a

b

a + b




  

a + b

a
b




المتجهات في الم�صتوى الإحداثي )الدر�س 2- 1(
.〈x , y〉 تا�صورة تلإحدتثية الهجته في تاو�صع تاقيل�صي هي  •

تا�صورة تلإحدتثية الهجته في تاو�صع غير تاقيل�صي تاذي   •
 نقطة بدتيجه A( x  1 ,  y  1 ) ، ونقطة نمليجه B( x  2 ,  y  2 ) هي: 

. 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉
يُعطى طول تاهجته v = 〈 v  1 ,  v  2 〉 بلا�صيغة   •

|v| =   √   ( v  1  )  2  + ( v  2  )  2    
 k مجتمين، وكلن  a = 〈 a  1 ,  a  2 〉 , b = 〈 b  1  ,  b  2  〉:تإذت كلن  •

 ،  a + b = 〈 a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2 〉:ل، فلإن  عددًت حقيقيًّ
a - b = 〈  a  1  -   b  1  ,   a  2  -  b  2 〉 ، k a = 〈k a  1 , k a  2 〉

يهكن ت�صجعهلل مجتمَي تاوحدة j ، i  الجعبير عن تاهجته   •
. ai + bj على تا�صورة v = 〈a, b〉

ال�صرب الداخلي )الدر�س 3- 1 (
 ،  a = 〈  a  1  ,   a  2  〉:ف تا�صرب تادتخلي الهجتمين يُعرَّ  •
a · b =  a  1   b  1  +  a  2   b  2   :بلا�صيغة b = 〈  b  1  ,   b  2 〉

تإذت كلنت θ زتوية بين مجتمين غير �صفريين a , b ، فلإن:   •

cos θ =   a · b _ 
|a| |b|

   

المتجهات في الف�صاء الثلاثي الأبعاد )الدر�س 4 - 1 (
، A(  x  1  ,   y  1  ,   z  1  ) تعطى تاه�صلفة بين تانقطجين  •

 B (  x  2  ,   y  2  ,   z  2 )  بلا�صيغة: 

AB =   √     ( x  2  -  x  1 )  2  +  ( y  2  -  y  1 )  2  +  ( z  2  -  z  1 )  2   
̶̶  بلا�صيغة: 

 AB  تعطى نقطة منج�صف  •

M  (  
 x  1  +  x  2 

 _ 
2
   ,    

 y  1  +  y  2 
 _ 

2
   ,   

 z  1  +  z  2 
 _ 

2
  )  

ال�صرب الداخلي وال�صرب التجاهي لمتجهين في الف�صاء  
)الدر�س 5 - 1 (

 ،  a = 〈  a  1  ,   a  2  ,   a  3  〉:يُعرّف تا�صرب تادتخلي الهجتمين  •
a · b =   a  1  b  1  +  a  2   b  2  +  a  3   b  3  بلا�صيغة b = 〈  b  1 ,  b  2 ,  b  3 〉
 ، a =  a  1 i +  a  2  j +  a  3 k , b =  b  1 i +  b  2  j +  b  3 k :تإذت كلن    • 

 فلإن تا�صرب تلتتلهي الهجتمين a , b هو a × b ، وي�صلوي 
 ( a  2  b  3  -  a  3  b  2  )i - ( a  1  b  3  -  a  3  b  1 )j + ( a  1  b  2  -  a  2  b  1 )k

دليل الدرا�صة والمراجعة



د الكميات المتجهة، والكميات القياسية في كلٍّ مما يأتي: حدِّ

تسير سيارة بسرعة mi/h 50 باتجاه الشرق.  10)  

.20 ft شجرة طولها  11)  

أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآتية باستعمال قاعدة المثلث، 
ب المحصلة إلى أقرب جزء من عشرة من  أو قاعدة متوازي الأضلاع. قرِّ
د اتجاهها بالنسبة للأفقي، مستعملًا المسطرة، والمنقلة. السنتمتر، ثم حدِّ

 12)  

 

c

d

  

 13)  h

j
  

 14)  
b

a

  

 15)  w

v

  

لة لناتج جمع المتجهين واتجاهها في كلٍّ مما يأتي: أوجد طول المحصِّ

m 70 جهة الغرب، ثم m 150 جهة الشرق.  16)  

N 8 للخلف، ثم N 12 للخلف.  17)  

أوجد محصلة المتجهين s, r مستعملًا قاعدة المثلث، أو قاعدة متوازي 
ب المحصّلة إلى أقرب جزء من عشرة من السنتمتر، ثم  الأضلاع. قرِّ

د اتجاهها بالنسبة للأفقي مستعملًا المسطرة، والمنقلة. حدِّ

sr

قاعدة المثلث 
اسحب r ، بحيث تلتقي نقطة نهاية r مع نقطة بداية 

s ، فتكون المحصلة هي المتجه الذي يبدأ من نقطة 
.s وينتهي عند نقطة نهاية ، r بداية

قاعدة متوازي الأ�صلاع 
اسحب s ، بحيث تلتقي نقطة بدايته مع نقطة 

 r, s ثم أكمل متوازي الأضلاع الذي فيه ، r بداية
ضلعان متجاوران، فتكون المحصلة هي المتجه 

الذي يكوّن قطر متوازي الأضلاع.

فيكون طول المحصلة cm 3.4 ، وقياس زاويتها 
˚59 مع الأفقي.

دليل الدرا�صة والمراجعة

1
مقدمة في المتجهات )ال�صفحات 17 - 10(1-1

مراجعة الدرو�س

s

r

r + s

sr

r + s



 تاهجتملا  الف�صل 1 46

  المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ 
 
   AB  أوجد الصورة الإحداثية، وطول

مما يأتي:

A(-1, 3), B(5, 4)  18)  

A(7, -2), B(-9, 6)  19)  

A(-8, -4), B(6, 1)  20)  

A(2, -10), B(3, -5)  21)  

إذا كان: p = 〈4, 0 〉 , q = 〈-2 , -3 〉, t = 〈-4 , 2〉 ، فأوجد كلاًّ 
ا يأتي: ممَّ

2q - p  22)  

p + 2t  23)  

t - 3p + q  24)  

2p + t - 3q  25)  

أوجد متجه وحدة u باتجاه v في كلٍّ مما يأتي:
v = 〈3, -3〉  27)  v = 〈-7, 2〉  26)  

v = 〈9, 3〉  29)  v = 〈-5, -8〉  28)  

   الذي نقطة بدايته 
 
   AB   أوجد الصورة الإحداثية، وطول 

. B(4, -1) ونقطة نهايته ، A(3, -2)

= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉 
 
  AB  تا�صورة تلإحدتثية

عوّ�ص〈(2-) - 1- ,3 - 4〉 =

تطرح〈1 ,1〉 =

. 
 
   AB  أوجد طول المتجه

=   
 
 √   a  2 + b  2   | 

 
  AB  |قلنون تاه�صلفة

=   
 
 √   1  2  +  1  2   عوّ�ص

=   √  2   ≈ 1.4ب�صّط

ا  ا يأتي، ثم تحقَّق ممَّ أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ ممَّ
إذا كانا متعامدين أم لا:

u = 〈-3, 5〉, v = 〈2, 1〉  30)  

u = 〈4, 4〉, v = 〈5, 7〉  31)  

u = 〈-1, 4〉, v = 〈8, 2〉  32)  

u = 〈-2, 3〉, v = 〈1, 3〉  33)  

ا يأتي: أوجد الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلٍّ ممَّ

u = 〈5, -1〉, v = 〈-2, 3〉  34)  

u = 〈-1, 8〉, v = 〈4, 2〉  35)  

  ،  x = 〈2, -5〉 , y = 〈-4, 7〉:أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 
ثم تحقق مما إذا كانا متعامدين أم لا.

=  x  1   y  1  +  x  2   y  2 x · yتا�صرب تادتخلي

عوّ�ص(7)(5-) + (4-)2 =

ب�صّط43- = (35-) + 8- =

بما أن x · y ≠ 0 ، فإن المتجهين y ، x  غير متعامدين.

دليل الدرا�صة والمراجعة

2
المتجهات في الم�صتوى الإحداثي )ال�صفحات 25 - 18(1-2

3
ال�صرب الداخلي )ال�صفحات 31 - 26(1-3

عيِّن كل نقطة من النقاط الآتية في الفضاء الثلاثي الأبعاد:

 (1, 2, -4)  36)  

(3, 5, 3)  37)  

 (5, -3, -2)  38)  

(-2, -3, -2)  39)  

أوجد طول القطعة المستقيمة المُعطاة نقطتا طرفَيها في كلٍّ مما يأتي، 
ثم أوجد إحداثيات نقطة منتصفها.

 (-4, 10, 4), (2, 0, 8)  40)  

(-5, 6, 4), (-9, -2, -2)  41)  

 (3, 2, 0), (-9, -10, 4)  42)  

(8, 3, 2), (-4, -6, 6)  43)  

مثّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهات الآتية في الفضاء:

a = 〈0, -3, 4〉  44)  

b = -3i + 3j + 2k  45)  

c = -2i - 3j + 5k  46)  

d = 〈-4, -5, -3〉  47)  

عيّن النقطة (4- ,4 ,3-) في الفضاء الثلاثي الأبعاد .

حدّد موقع النقطة (4 ,3-) في المستوى x y بوضع إشارة، ثم عيّن نقطةً 
. z تبعد 4 وحداتٍ أسفل هذه النقطة، وباتجاه موازٍ للمحور

z

y

x

O

(-3, 4, -4)

-3

4

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم حدّد ما إذا 
كانا متعامدين أم لا.

u = 〈2, 5, 2〉, v = 〈8, 2, -13〉  48)  

u = 〈5, 0, -6〉, v = 〈-6, 1, 3〉  49)  

 أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم بيِّن أن 
:  u , v يعامد كلاًّ من u × v

u = 〈1, -3, -2〉, v = 〈2, 4, -3〉  50)  

u = 〈4, 1, -2〉, v = 〈5, -4, -1〉  51)  

  ، u = 〈-4, 2, -3〉 :أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين
. u , v يعامد كلاًّ من u × v ثم بيّن أن ، v = 〈7, 11, 2〉

 =  ⎜  
2
   

11
   

-3
    

2
 ⎟  i -  ⎜ 

-4
    

7
   

-3
    

2
 ⎟  j +  ⎜ 

-4
    

7
    

2
   

11
 ⎟  ku × v

= 〈37, -13, -58〉

= 〈37, -13, -58〉 · 〈-4, 2, -3〉(u × v) · u

= -148 - 26 + 174 = 0 ✔

= 〈37, -13, -58〉 · 〈7, 11, 2〉(u × v) · v

= 259 - 143 - 116 = 0 ✔

بما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتين يساوي 

u , v عمودي على كلٍّ من u × v صفرًا، فإن

دليل الدرا�صة والمراجعة

4
 )ال�صفحات 38 - 33(1-4 المتجهات في الف�صاء الثلاثي الأبعاد 

5
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  المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ 
 
   AB  أوجد الصورة الإحداثية، وطول

مما يأتي:

A(-1, 3), B(5, 4)  18)  

A(7, -2), B(-9, 6)  19)  

A(-8, -4), B(6, 1)  20)  

A(2, -10), B(3, -5)  21)  

إذا كان: p = 〈4, 0 〉 , q = 〈-2 , -3 〉, t = 〈-4 , 2〉 ، فأوجد كلاًّ 
ا يأتي: ممَّ

2q - p  22)  

p + 2t  23)  

t - 3p + q  24)  

2p + t - 3q  25)  

أوجد متجه وحدة u باتجاه v في كلٍّ مما يأتي:
v = 〈3, -3〉  27)  v = 〈-7, 2〉  26)  

v = 〈9, 3〉  29)  v = 〈-5, -8〉  28)  

   الذي نقطة بدايته 
 
   AB   أوجد الصورة الإحداثية، وطول 

. B(4, -1) ونقطة نهايته ، A(3, -2)

= 〈 x  2  -  x  1  ,  y  2  -  y  1 〉 
 
  AB  تا�صورة تلإحدتثية

عوّ�ص〈(2-) - 1- ,3 - 4〉 =

تطرح〈1 ,1〉 =

. 
 
   AB  أوجد طول المتجه

=   
 
 √   a  2 + b  2   | 

 
  AB  |قلنون تاه�صلفة

=   
 
 √   1  2  +  1  2   عوّ�ص

=   √  2   ≈ 1.4ب�صّط

ا  ا يأتي، ثم تحقَّق ممَّ أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ ممَّ
إذا كانا متعامدين أم لا:

u = 〈-3, 5〉, v = 〈2, 1〉  30)  

u = 〈4, 4〉, v = 〈5, 7〉  31)  

u = 〈-1, 4〉, v = 〈8, 2〉  32)  

u = 〈-2, 3〉, v = 〈1, 3〉  33)  

ا يأتي: أوجد الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلٍّ ممَّ

u = 〈5, -1〉, v = 〈-2, 3〉  34)  

u = 〈-1, 8〉, v = 〈4, 2〉  35)  

  ،  x = 〈2, -5〉 , y = 〈-4, 7〉:أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 
ثم تحقق مما إذا كانا متعامدين أم لا.

=  x  1   y  1  +  x  2   y  2 x · yتا�صرب تادتخلي

عوّ�ص(7)(5-) + (4-)2 =

ب�صّط43- = (35-) + 8- =

بما أن x · y ≠ 0 ، فإن المتجهين y ، x  غير متعامدين.

دليل الدرا�صة والمراجعة

2
المتجهات في الم�صتوى الإحداثي )ال�صفحات 25 - 18(1-2

3
ال�صرب الداخلي )ال�صفحات 31 - 26(1-3

عيِّن كل نقطة من النقاط الآتية في الفضاء الثلاثي الأبعاد:

 (1, 2, -4)  36)  

(3, 5, 3)  37)  

 (5, -3, -2)  38)  

(-2, -3, -2)  39)  

أوجد طول القطعة المستقيمة المُعطاة نقطتا طرفَيها في كلٍّ مما يأتي، 
ثم أوجد إحداثيات نقطة منتصفها.

 (-4, 10, 4), (2, 0, 8)  40)  

(-5, 6, 4), (-9, -2, -2)  41)  

 (3, 2, 0), (-9, -10, 4)  42)  

(8, 3, 2), (-4, -6, 6)  43)  

مثّل بيانيًّا كلاًّ من المتجهات الآتية في الفضاء:

a = 〈0, -3, 4〉  44)  

b = -3i + 3j + 2k  45)  

c = -2i - 3j + 5k  46)  

d = 〈-4, -5, -3〉  47)  

عيّن النقطة (4- ,4 ,3-) في الفضاء الثلاثي الأبعاد .

حدّد موقع النقطة (4 ,3-) في المستوى x y بوضع إشارة، ثم عيّن نقطةً 
. z تبعد 4 وحداتٍ أسفل هذه النقطة، وباتجاه موازٍ للمحور

z

y

x

O

(-3, 4, -4)

-3

4

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم حدّد ما إذا 
كانا متعامدين أم لا.

u = 〈2, 5, 2〉, v = 〈8, 2, -13〉  48)  

u = 〈5, 0, -6〉, v = 〈-6, 1, 3〉  49)  

 أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم بيِّن أن 
:  u , v يعامد كلاًّ من u × v

u = 〈1, -3, -2〉, v = 〈2, 4, -3〉  50)  

u = 〈4, 1, -2〉, v = 〈5, -4, -1〉  51)  

  ، u = 〈-4, 2, -3〉 :أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين
. u , v يعامد كلاًّ من u × v ثم بيّن أن ، v = 〈7, 11, 2〉

 =  ⎜  
2
   

11
   

-3
    

2
 ⎟  i -  ⎜ 

-4
    

7
   

-3
    

2
 ⎟  j +  ⎜ 

-4
    

7
    

2
   

11
 ⎟  ku × v

= 〈37, -13, -58〉

= 〈37, -13, -58〉 · 〈-4, 2, -3〉(u × v) · u

= -148 - 26 + 174 = 0 ✔

= 〈37, -13, -58〉 · 〈7, 11, 2〉(u × v) · v

= 259 - 143 - 116 = 0 ✔

بما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتين يساوي 

u , v عمودي على كلٍّ من u × v صفرًا، فإن

دليل الدرا�صة والمراجعة

4
 )ال�صفحات 38 - 33(1-4 المتجهات في الف�صاء الثلاثي الأبعاد 
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 تاهجتملا  الف�صل 1 48

ت بسرعةٍ  ى لاعب كرة قدم الكرة برأسه، فارتدَّ كرة قدم: تلقَّ  52)  
ابتدائيةٍ مقدارها ft/s 55 ، وبزاويةً قياسها °25 فوق الأفقي كما 

في الشكل أدناه. أوجد مقدار كلٍّ من المركبتين الأفقية، والرأسية 
للسرعة. )تادر�ص 1- 1 (

25°55 ft/s

طيران: تهبط طائرة بسرعة مقدارها mi/h 110 ، وبزاوية قياسها   53)  
°10 تحت الأفقي، أوجد الصورة الإحداثية للمتجه الذي يُمثّل سرعة 

الطائرة. )تادر�ص 2- 1 (

10°

10°
110 mi/h

�صناديق: يدفع عامل صندوقًا بقوةٍ ثابتةٍ مقدارها N 90 بزاوية 45°   54)  
في الشكل أدناه. أوجد الشغل المبذول بالجول لتحريك الصندوق 

m 8  )مع إهمال قوة الاحتكاك(. )تادر�ص 3- 1 (  

-45°

45°
F

اأقمار ا�صطناعية: إذا مَثَّلت النقطتان: (38426- ,32461 ,28625)،  55)   
(43015 ,29218- ,31613-) موقِعَي قمرين اصطناعيين، ومَثَّلَتِ 

النقطة (0 ,0 ,0) مركز الأرض، وعلمت أن الإحداثيات معطاة 
بالميل، وأن طول نصف قطر الأرض يساوي mi 3963 تقريبًا، فأجب 

ا يأتي: )تادر�ص 4 - 1 ( عمَّ

أوجد المسافة بين القمرين.  )a  

إذا وضع قمر ثالث في منتصف المسافة بين القمرين، فما   )b  
إحداثيات موقعه؟

اشرح إمكانية وضع قمر ثالث في الإحداثيات التي أوجدتها في   )c  
. b الفرع

استعمل الضرب القياسي الثلاثي لحساب حجم غرفةٍ أبعادها   56)   
 3 m, 4 m, 5 m 

“إرشاد: اعتبر متوازي المستطيلات حالةً خاصةً من متوازي 
السطوح". )تادر�ص 5- 1 (  

تطبيقات وم�صائل

دليل الدرا�صة والمراجعة
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لة كل زوج من المتجهات الآتية باستعمال قاعدة المثلث،  أوجد محصِّ
ب المحصلة إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ من  أو قاعدة متوازي الأضلاع، قرِّ

د اتجاهها بالنسبة للأفقي مستعملًا المسطرة، والمنقلة. السنتمتر، ثم حدِّ

 )2   )1  
d

c

  
q

p

  

   المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ 
 
   AB   أوجد الصورة الإحداثية، وطول

مما يأتي:

A (  1 _ 
2
  ,   3 _ 

2
  ) , B(-1, 7)  )4  A(1, -3), B(-5, 1)  )3  

كرة قدم: ركض لاعب بسرعة m/s 4 ؛ للتصدي لكرة قادمة من   )5  
الاتجاه المعاكس لحركته، فضربها برأسه بسرعة m/s 30 ، وبزاوية 

قياسها °25 مع الأفقي، فما محصّلة سرعة الكرة، واتجاه حركتها؟

25°
30 m/sec

4 m/sec

أوجد متجه وحدة باتجاه u في كلٍّ مما يأتي:

u = 〈6, -3〉  )7  u = 〈-1, 4〉  )6  

أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم بيّن ما إذا كانا 
متعامدين أم لا:

u = 〈2, -5〉, v = 〈-3, 2〉  )8  

u = 〈4, -3〉, v = 〈6, 8〉  )9  

u = 10i - 3j, v = i + 8j  )10 

 u = 〈1, 3〉 , v = 〈-4, 2〉 :اختيار من متعدد: إذا علمت أن  )11 
 u فأيٌّ مما يأتي يُمثّل ناتج جمع متجهين متعامدين أحدهما مسقط ،

على v ؟

u =    2 _ 
5
   , -   3 _ 

5
    +    3 _ 

5
   ,   18 _ 

5
    A  

u =    2 _ 
5
   ,   3 _ 

5
    +    3 _ 

5
   ,   12 _ 

5
    B  

u =  -   4 _ 
5
   ,   2 _ 

5
   +    9 _ 

5
   ,   13 _ 

5
    C  

u =  -   2 _ 
5
   ,   1 _ 

5
    +    7 _ 

5
   ,   14 _ 

5
    D  

 ، a = 〈2 , 4 , -3〉 , b = 〈-5, -7, 1〉 , c = 〈8, 5, -9〉 :إذا كان
فأوجد كلاًّ مما يأتي: 

2a + 5b - 3c  )12 

b - 6a + 2c  )13 

بالونات الهواء ال�صاخن: أُطلق 12 بالونًا تحوي هواءً ساخناً في   )14 
أحد المهرجانات، وبعد عدة دقائق من الإطلاق، كانت إحداثيات 

البالونين الأول والثاني هي: (10 ,15 ,29-) , (30 ,25 ,20) كما في 
الشكل أدناه ، علمًا بأن الإحداثيات معطاة بالأقدام.

y

x

O

-30

z

20-20

(20, 25, 30)
(-29, 15, 10)

20 -20

40

أوجد المسافة بين البالونين الأول والثاني في تلك اللحظة.  )a  

إذا كان البالون الثالث عند نقطة منتصف المسافة بين البالونين   )b  
الأول والثاني، فأوجد إحداثياته.

ا يأتي: أوجد الزاوية θ بين المتجهين u , v في كلٍّ ممَّ

u = 〈-2, 4, 6〉, v = 〈3, 7, 12〉  )15 

u = -9i + 5j + 11k, v = -5i - 7j - 6k  )16 

أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين u , v في كلٍّ مما يأتي، ثم بيّن أن 
: u , v يعامد كلاًّ من u × v

u = 〈1, 7, 3〉, v = 〈9, 4, 11〉  )17 

u = -6i + 2j - k, v = 5i - 3j - 2k  )18 

اختبار الف�صل
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الإحداثيات القطبية والأعداد المركبة
Polar Coordinates and Complex Numbers

ار�ست ثالاوع ثادخحبط ا 
بمعداقتهد بتدث لهد ب دن ًّد.

ثلمُثِّلُ ثقكر ثا دا ثالال ا   ■

ب دن ًّد.
ثلرولُ ب ن ثقكر ثا دا   ■

بثادعداقا ثا يكدرت ا 
بثالال ا.

ثلإتب ثقلا ثا ثادحإلا الى   ■

ثا�سورة ثالال ا بثا�سورة 
ثا يكدرت ا بثلرول ب نهدد.

   ت�صاميم هند�صية:
يدكن ث�ستعددل ثادعداقا 
ثالال ا في ادل ت�سدم م 
هن �س ا فدثلً اورا �سهدم 

تظهح ال هد ثادوثقع بو�سفهد 
ثلا ثاًث محإلا الى ثا�سورت ن 

ثالال ا بثا يكدرت ا. إدد 
يدكن ث�ستعدداهد اندذجا 

ثلنددط ثا�سوا ثاتي ت�سدا  
الى تح ي  ب�سع ا تجه زثا 

ثاد�سحح، مثل: ثا�سددادا 
بمكلحثا ثا�سوا، بتح ي  

قوة ثا�سوا بم�ستوى 
ثات�سج ل.

قراءة �صابقة: ثقحثل اندبين 
ثا رب�س بثادفحاثا ثقل�سد�س ا 
في هذث ثاف�سل؛ ات�سدا ك 
الى ثاتنلوؤ بدقلفكدر ثاتي 
�ستتعلدهد في هذث ثاف�سل.



التهيئة للف�صل 2
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مراجعة المفردات

 (Initial Side of an Angle)   �صلع البتداء للزاوية
ثا�سلع ثادنالق الى ثادحور x ان مد تكون ثازثبيا في ثاو�سع 

ثال د�سي.

(Terminal Side of an Angle)    �صلع النتهاء للزاوية
ثا�سلع ثاذي ي بر رول نلاا ثقل�سل ان مد تكون ثازثبيا في 

ثاو�سع ثال د�سي.

y

O
x












(Measure of an Angle)    قيا�س الزاوية
يكون ق د�س ثازثبيا موجلًد ثكذث اثر �سلع ثقنتهدء اك�س ثتجده الدرب 
ثا�سداا، بيكون �سدالًد ثكذث اثر �سلع ثقنتهدء في ثتجده الدرب ثا�سداا.

  المجموع والفرق  متطابقات 
(Sum and Difference Identities) 

  • sin (A + B ) = sin A cos B + cos A sin B

• cos ( A + B ) = cos A cos B - sin A sin B

• sin (A - B) = sin A cos B - cos A sin B

• cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B



ارسم كلًّ من الزاويتين المعطى قياسهما فيما يأتي في الوضع القياسي:
200°  1)  

-45°  2)  

أوجد زاوية بقياس موجب، وأخرى بقياس سالب مشتركتين في ضلع 
الانتهاء مع كل من الزوايا الآتية، ومثِّلهما في الوضع القياسي:

165°  3)  

-10°  4)  

  4π _ 3   5)  

-   π _ 
4
   6)  

ل قياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الراديان، والمكتوبة بالراديان  حوِّ

إلى درجات في كل مما يأتي:

  3π
 _ 2   8)  -60°  7)  

أوجد القيمة الدقيقة لـِ sin 15 باستعمال متطابقة الفرق بين   9)  

زاويتين.

ب  أوجد طول الضلع AC في المثلث المرسوم أدناه )قرِّ  10)  

إلى أقرب جزء من عشرة(.
C

B

A

4m

3m

60°

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH2-L1
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الإحداثيات القطبية
Polar Coordinates

يَستعملُ مراقبو الحركة الجوية أنظمةَ رادار حديثة لتوجيه مسار الطائرات، 
والحصول على مسارات ورحلات جوية آمنة. وهذا يضمن بقاء الطائرة على 

مسافة آمنة من الطائرات الأخرى، والتضاريس الأرضية. ويستعمل الرادار 
قياسات الزوايا والمسافات المتجهة؛ لتمثيل موقع الطائرة. ويقوم المراقبون 

بتبادل هذه المعلومات مع الطيارين.

تمثيل الإحداثيات القطبيّة لقد تعلمتَ التمثيلَ البياني لمعادلات معطاة في نظام الإحداثيات الديكارتيّة 
)المستوى الإحداثي(. وعندما يحدد مراقبو الحركة الجوية موقع الطائرة باستعمال المسافات والزوايا، فإنهم 

يستعملون نظام الإحداثيات القطبية )المستوى القطبي(.

في نظام الإحداثيات الديكارتية، المحوران x , y هما المحوران الأفقي والرأسي 
ى نقطة تقاطعهما نقطة الأصل، ويرمز لها بالحرف O. ويُعيَّنُ  على الترتيب، وتُسمَّ
 x , y حيث ، (x , y) بالإحداثيات الديكارتية من خلال زوج مرتب P موقع النقطة

المسافتان المتّجهتان الأفقية، والرأسية على الترتيب من المحورين إلى النقطة. 
فمثلًا، تقع النقطة (   3 √   ,1) على بُعد وحدة وحدة إلى يمين المحور y ، وعلى 

. x وحدة إلى أعلى المحور √  3      بُعد

في نظام الإحداثيات القطبية، نقطة الأصل O نقطة ثابتة تُسمى القطب.
 والمحور القطبي هو نصف مستقيم يمتد أفقيًّا من القطب إلى اليمين. 

يمكن تعيين موقع نقطة P في نظام الإحداثيات القطبية باستعمال الإحداثيات  
(r, θ)  ، حيث r المسافة المتّجهة )أي تتضمن قيمةً واتجاهًا، فمن الممكن أن 

تكون r سالبة( من القطب إلى النقطة P ، و θ الزاوية المتّجهة )أي تتضمن قيمةً 
.  

 
  OP  واتجاهًا( من المحور القطبيّ إلى

القياس  القطبي، في حين يعني  المحور  بدءًا من  الساعة  اتجاه عقارب  θ يعني دورانًا بعكس  للزاوية  الموجب  القياس 
 θ تقع على ضلع الانتهاء للزاوية P بالإحداثيات القطبيّة، فإن P السالب دورانًا باتجاه عقارب الساعة، ولتمثيل النقطة 

. θ تقع على نصف المستقيم المقابل )الامتداد( لضلع الانتهاء للزاوية P موجبة. أما إذا كانت سالبة، فإن r إذا كانت

مثّل كل نقطة من النقاط الآتية في المستوى القطبي:

A(2, 45°)  )a  

بما أن θ = 45° ، فارسم ضلع الانتهاء للزاوية °45 ، بحيث يكون المحور    
القطبي هو ضلع الابتداء لها، ولأن r = 2 ، لذا عيِّن نقطةً A تبعُد وحدتين عن 

القطب على ضلع الانتهاء للزاوية °45 ، كما في الشكل المجاور.

B (-1.5,    2π _ 
3
  )  )b  

 _ 2π   ، بحيث يكون المحور 
3
بما أن    θ   =   2π _ 3، لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية      

القطبي هو ضلع الابتداء لها، ولأن r سالبة، لذا مُدَّ ضلع الانتهاء في الاتجاه 
المقابل، وعيِّن نقطةً B تبعُد 1.5 وحدة عن القطب على امتداد ضلع الانتهاء ، 

كما في الشكل المجاور.

ار�ست ثازبثيد ثادوجلا 
بثا�سدالا بر�سدتهد في ثاو�سع 

ثال د�سي. ) مهدرة �سدبلا )

ثلمُثِّل نلدطًد بدقكر ثا دا   ■

ثالال ا.
ثلمُثِّل ب دن ًّد معداقا قال ا   ■

ب�س اا.

نظدم ثقكر ثا دا ثالال ا
polar coordinate system

ثالاب
pole

ثادحور ثالالي
polar axis

ثقكر ثا دا ثالال ا
polar coordinates

ثادعدااا ثالال ا
polar equation

ثاتدث ل ثالالي
polar graph

y

xO

P(x, y)

y

x



O

P(r, θ)




θ

r
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C(3, -30°)  )c  

بما أن θ = -30° ، لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية °30 - ، بحيث يكون    
المحور القطبي هو ضلع الابتداء لها، ولأن r = 3 ، لذا عيِّن نقطةً C تبعُد 3 

وحدات عن القطب على ضلع الانتهاء للزاوية، كما في الشكل المجاور.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
مثّل كل نقطة من النقاط الآتية:

 F  (4, -   5π _ 
6
  )  )1C  E(2.5, 240°)  )1B  D (-1,   π _ 

2
  )   )1A 

ا، كما تُعيَّنُ الإحداثيات الديكارتية في المستوى  تُعيَّن الإحداثيات القطبية في المستوى القطبي الذي يتخذ شكلًا دائريًّ
الإحداثي الذي يتخذ شكلًا مستطيلًا.

مثّل كلًّ من النقاط الآتية في المستوى القطبي:

P  (3,   4π  _ 
3
  )  )a  

 _ 4π    ، بحيث يكون المحور 
3
 _ θ  =   4π ، لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية   

3
بما أن      

القطبي هو ضلع الابتداء لها، ولأن r =  3 ، لذا عيِّن نقطةً P تبعُد 3 وحدات 

عن القطب على ضلع الانتهاء للزاوية، كما في الشكل المجاور.

Q(-3.5, 150°)  )b  

بما أن θ = 150° ، لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية °150 ، بحيث يكون    
المحور القطبي ضلع الابتداء لها، ولأن r سالبة، لذا مُدَّ ضلع الانتهاء 

للزاوية في الاتجاه المقابل، وعيِّن نقطةً Q تبعد 3.5 وحدات عن 
القطب على امتداد ضلع الانتهاء للزاوية، كما في الشكل المجاور.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
مثِّل كلًّ من النقاط الآتية في المستوى القطبي:

 S(-2, -135°)  )2B  R (1.5, -   7π _ 
6
  )   )2A 

في نظام الإحداثيات الديكارتية كل نقطة يُعبَّر عنها بزوج وحيد من الإحداثيات (x, y). إلا أن هذا لا ينطبق على نظام 
الإحداثيات القطبية؛ وذلك لأن قياس كل زاوية يُكتب بعدد لانهائي من الطرائق؛ وعليه فإن للنقطة (r, θ) الإحداثيات 

(r, θ ± 360°) أو (r, θ ± 2π) أيضًا كما هو مبيّن أدناه.



r

(θ + 360)°

P(r, θ + 360°)
P(r, θ)

θ
O

    


r

(θ - 360)°

P(r, θ - 360°)
P(r, θ)

O
θ




3 C(3, -30°)

O
-30°

2تمثيل النقاط في الم�صتوى القطبي
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Q(-3.5, 150°)


 القطب 

يدكن تدث ل ثالاب بدانلاا 
( θ ,0) ، ر ث θ ثلي زثبيا.
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 (r, θ ) مسافة متجهة، فإن r وكذلك لأن 
  (-r, θ ± π) أو ، (-r, θ ± 180°) و 

تمثِّل النقطة نفسها، كما في الشكل المجاور. 

وبصورة عامة، إذا كان n عددًا صحيحًا، فإنه يمكن تمثيل النقطة (r, θ) بالإحداثيات (r, θ + 360°n) أو 
(r, θ +(2n + 1)180°-). وبالمثل، إذا كانت θ مقيسة بالراديان، وكان n عددًا صحيحًا، فإنه يمكن تمثيل النقطة 

. (-r, θ + (2n + 1)π) أو (r, θ + 2nπ) بالإحداثيات (r, θ)

إذا كانت θ ≤ 360° ≥ °360- ، فأوجد أربعة أزواج مختلفة كل منها يمثّل إحداثيين قطبيين للنقطة T في الشكل 
المجاور.

 أحد الأزواج القطبية التي تمثِّل النقطة T هو (135° ,4). 
وفيما يأتي الأزواج الثلاثة الأخرى:

θ ثطحح °360 من (4, 135°) = (4, 135° - 360°)

= (4, -225°)

θ بثل�سف °180 ثكاى ، r ب قً من - r سع� (4, 135°) = (-4, 135° + 180°)

= (-4, 315°)

θ بثطحح °180 من ، r ب قً من -r سع� (4, 135°) = (-4, 135° - 180°)

= (-4, -45°)

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
 أوجد ثلثة أزواج مختلفة كل منها يمثّل إحداثيين قطبيين للنقطة المعطاة، علمًا بأن: 

. -2π ≤ θ ≤ 2π  360-  ، أو° ≤ θ ≤ 360°

  (-2,   π _ 
6
  )   )3B   (5, 240°)  )3A 

التمثيل البياني للمعادلت القطبية تُسمى المعادلة المعطاة بدلالة الإحداثيات القطبية معادلةً قطبيةً. فمثلًا : 
r = 2 sin θ هي معادلة قطبية. التمثيل القطبي هو مجموعة كل النقاط (r, θ) التي تحقق إحداثياتها المعادلة القطبية.

لقد تعلمت سابقًا كيفية تمثيل المعادلات في نظام الإحداثيات الديكارتية )في المستوى الإحداثي(. ويُعدُّ تمثيل 
المعادلات مثل x = a ، و y = b أساسيًّا في نظام الإحداثيات الديكارتية. وبالمثل فإن التمثيل البياني لمعادلات قطبية 

مثل r = k ، و θ = h ، حيث k, h عددان حقيقيان، يُعَدُّ أساسيًّا في نظام الإحداثيات القطبية.

مَثِّل كل معادلة من المعادلات القطبية الآتية بيانيًّا:

r = 2  )a  

 ، ( 2 , θ ) من جميع النقاط على الصورة r = 2 تتكون حلول المعادلة   
 (2,   π _ 

4
  ) , (2, π) , (2,   4π _ 

3
حيث θ أي عدد حقيقي فمثلًا تعد النقاط (  

حلولًا لها.
يتكون التمثيل البياني من جميع النقاط التي تبعُد 2 وحدة عن القطب.    

وعليه فإن المنحنى هو دائرة مركزها نقطة الأصل )القطب( ، وطول 
نصف قطرها 2  كما في الشكل المجاور.



r(θ + 180)°

(θ - 180)°

P(r, θ) or
P(-r, θ ± 180°)

θ
O

3تمثيلات قطبية متعددة

315°225°

90°

45°135°

270°

0°180° 54321O

T


تمثيل المعادلت القطبية
اتدث ل ثادعدااا ثالال ا 

r = 2 الى ثاحد�سلا ثال دن ا 
TI - nspire، ث�سغط 

الى  ثلبقً ام  بَ 
 

بغ ِّح ب�سع ثاح�سم ثكاى 
، قرظ ثلن 

 f(x) ثادتغ ِّح ثاتدبع تغ َّح من
ثكاى r ، بثادتغ ِّح ثاد�ستلل من 

. r = 2 مثِّل . θ ثكاى x

4التمثيل البياني للمعادلت القطبية
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θ =   π _ 
6
   )b  

 _ r,   π)  ، حيث r أي 
6
 _ θ =   π من جميع النقاط  (  

6
تتكوّن حلول المعادلة       

 _ π   ,1) ؛  وعليه فإن 
6
  ) , (4,   π _ 

6
  ) , (-3.5,   π _ 

6
عدد حقيقي مثل النقاط (  

التمثيل البياني عبارة عن جميع النقاط الواقعة على المستقيم الذي 
 _ π   مع المحور القطبي. 

6
يصنع زاوية   

   تحقق من فهمك تحقق من فهمك
مَثِّل كل معادلة من المعادلات القطبية الآتية بيانيًّا:

θ =   2π _ 
3
   )4B  r = 3  )4A 

يمكنُ إيجاد المسافة بين نقطتين في المستوى القطبي باستعمال الصيغة الآتية.

افترض أن P  1  (  r  1  ,  θ  1  ) ,  P  2  ( r  2  ,  θ  2  )   نقطتان في المستوى القطبي، 
تُعطى المسافة   P  1  P  2 ، بالصيغة:

 P  1   P  2  =    
 √      r  1   2  +   r  2   2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )  

�سوف تلحهن هذه ثا�س غا في ثا�سوؤثل 56

حركة جوية: يتابع مراقبُ الحركة الجوية طائرتين تطيران على الارتفاع نفسه، حيث إحداثيات موقعي 
الطائرتين هما A(5, 310°) , B(6, 345°) ، وتقاس المسافة المتجهة بالأميال.

مثِّل هذا الموقف في المستوى القطبي.  )a  

تقع الطائرة A على بُعد mi 5 من القطب، وعلى ضلع الانتهاء لزاوية    
قياسها °310 ، في حين تقع الطائرة B على بُعد mi 6 من القطب، وعلى 

ضلع الانتهاء لزاوية قياسها °345 ، كما في الشكل المجاور.

إذا كانت تعليمات الطيران تتطلب أن تكون المسافة بين الطائرتين أكثر من   )b  
ح إجابتك. mi 3 ، فهل تخالف هاتان الطائرتان هذه التعليمات؟ وَضِّ

باستعمال الصيغة القطبية للمسافة، فإن.   

   √      r  1   2  +   r  2   2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )  AB =ثاد�سدفا بدا�س غا ثالال ا

   
 
 √     5  2  +  6  2  - 2(5)(6) cos (345° - 310°)   ≈ 3.44= ( r  1 ,  θ  1 ) = (5, 310°) , ( r  2 ,  θ  2 ) = (6, 345°)

أي أن المسافة بين الطائرتين mi 3.44 تقريبًا؛ وعليه فإنهما لا تخالفان تعليمات الطيران.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
قوارب: يرصُد رادار بحري حركة قاربين، إذا كانت إحداثيات موقعي القاربين (65° , 3) , (150° , 8) ،   )5  

حيث r بالأميال.

ما المسافة بين القاربين؟   )5B فمثّل هذا الموقف في المستوى القطبي.    )5A  

54321O
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الم�صافة بال�صيغة القطبية
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300°240°

330°210°
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0°4321O

P1(r1 , θ1)

P2 (r2 , θ2)


تهيئة الحا�صبة البيانيّة  
ان  ث�ستعددل �س غا ثاد�سدفا 

ثالال ا، تدلإ  من �سلط 
ثاحد�سلا ثال دن ا الى ب�سع ا 
ثا رجدا ، ثلب ثاحثايدن بح�سب 

ق د�سدا ثازبثيد ثادعادة.

55اإيجاد الم�صافة با�صتعمال ال�صيغة القطبية
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را ثلاددن د جهدز رثاثر ادم  ال  طوَّ
1936 ي�ستا ع ر�س  ثاادئحثا �سدن 

. 80 mi اثئحة ن�سف قاحهد
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مثِّل كل نقطة مما يأتي في المستوى القطبي. )ثادثدقن 2 , 1(

T(-2.5 , 330°)  2)  R(1 , 120°)  1)  

A (3 ,   π _ 
6
  )  4)  F (-2 ,    2π _ 

3
  )   3)  

D  (-1 ,  -  5π _ 
3
  )   6)  B(5 , -60°)  5)  

C(-4 , π)  8)  G (3.5 , -   11π _ 
6
  )  7)  

W(-1.5 , 150°)  10)  M(0.5 , 270°)  9)  

رماية: يتكون هدف في منافسة للرماية من 10 دوائر متحدة المركز.   11)  

ويتدرج عدد النقاط المكتسبة من 1 إلى 10 من الحلقة الدائرية 
الخارجية إلى الدائرة الداخلية على الترتيب. افترض أن راميًا يستعمل 

هدفًا نصف قطره cm 120، وأنه قد أطلق ثلاثة أسهم، فأصابت 
الهدف عند النقاط (°240 ,30) , (°315 ,82) , (°45 ,114). إذا كان 

لجميع الحلقات الدائرية السمك نفسه، ويساوي طول نصف قطر 
الدائرة الداخلية. )ثادثدقن 2 , 1(

120 cm

1 10

امي في المستوى القطبي. فمثِّل النقاط التي أصابها الرَّ  )a  

امي؟ ما مجموع النقاط التي حصل عليها الرَّ  )b  

إذا كانت θ ≤ 360° ≥ °360- ، فأوجد ثلثة أزواج مختلفة كل منها 
يمثّل إحداثيين قطبيين للنقطة في كلٍّ مما يأتي: )مثدل 3(

(-2 , 300°)  13)  (1 , 150°)  12)  

 (-3 ,   2π _ 
3
  )  15)    (4 , -   7π _ 

6
  )   14)  

 (-5 , -   4π _ 
3
  )  17)    (5 ,   11π _ 

6
  )   16)  

(-1 , -240°)  19)  (2 , -30°)  18)  

مَثِّل كل معادلة من المعادلات القطبية الآتية بيانيًّا: )مثدل 4(

θ = 225°  21)  r = 1.5  20)  

r = - 3.5  23)  θ = -   7π _ 
6
   22)  

القفز بالمظلات: في مسابقة   24)  

لتحديد دقة موقع الهبوط، يحاول 
مظلي الوصول إلى »مركز الهدف 

المحدد«؛ ومركز الهدف عبارة عن 
دائرة حمراء طول قطرها m 2. كما 
يشمل الهدف دائرتين طولا نصفي 
قطريهما m 10 و m 20 . )مثدل 4(

اكتب 3 معادلات قطبية تمثِّل حدود المناطق الثلاث للهدف.  )a  

مَثِّل هذه المعادلات في المستوى القطبي.  )b  

أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط فيما يأتي. )مثدل 5(

 (3 ,   π _ 
2
  )  ,  (8 ,   4π _ 

3
  )  26)   (2 , 30°) , (5 , 120°)  25)  

 (7 , -  π _ 
3
  )  ,  (1 ,   2π _ 

3
  )  28)   (6 , 45°) ,  (-3 , 300°)  27)  

(4 , -315°) ,  (1 , 60°)  30)    (- 5 ,   7π _ 
6
  )  ,  (4 ,   π _ 

6
  )  29)  

 (- 3 ,   11π _ 
6
  )  ,  (- 2 ,   5π _ 

6
  )  32)   (-2 , -30°) , (8 , 210°)  31)  

(7 , - 90°) , (- 4 ,  - 330°)  34)    (1 , -   π _ 
4
  )  ,  (- 5 ,   7π _ 

6
  )  33)  

(- 5 , 135°) , (-1 , 240°)  36)    (8 , -   2π _ 
3
  )  ,  (4 , -   3π _ 

4
  )  35)  

اح تحديد حدود قطعة أرض، فحدّد أثرًا يبعُد  احون: أراد مسَّ م�صَّ  37)  
 ، 418 ft 223 ، بزاوية °45 إلى يسار المركز ، وأثرًا آخر على بُعد ft

بزاوية °67 إلى يمين المركز، كما في الشكل أدناه، أوجد المسافة 
بين الأثرين. )مثدل 5(

223 ft



418 ft67°
45°

مراقبة: تراقب آلة تصوير مثبتة منطقة جبلية تمثِّل جزءًا من دائرة ،   38)  

دُ بالمتباينتين θ ≤ 150° , 0 ≤ r ≤ 40 ≥ °60- ، حيث   وتُحدَّ
r بالأمتار.

مثِّل في المستوى القطبي المنطقة التي يمكن لآلة التصوير   )a  
مراقبتها.

أوجد مساحة المنطقة )مساحة القطاع الدائري تساوي:   )b  

     × مساحة الدائرة(.
360°

  __  
قياس زاوية القطاع بالدرجات

    




20 m

10 m
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إذا كانت θ ≤ 180° ≥ 0 ، فأوجد زوجًا آخر من الإحداثيات القطبيّة لكل 
نقطة مما يأتي:

 (5 , 960°)  39)  

 (-2.5 ,   15π _ 
6
  )  40)  

 (4 ,   33π _ 
12

  )  41)  

(1.25 ,-920°)  42)  

 (-1 , -  21π _ 
8
  )  43)  

(- 6 , -1460°)  44)  

م�صرح: يلقي شاعر قصيدة في مسرح. ويمكنُ وصف المسرح   45)  
بمستوى قطبي، بحيث يقف الشاعر في القطب باتجاه المحور 

القطبي. افترض أن الجمهور يجلس في المنطقة المحددة 
 _ π   - ، حيث r بالأقدام.

4
   ≤ θ ≤   π _ 

4
   , 30 ≤ r ≤ 240  بالمتباينتين

مثِّل المنطقة التي يجلس بها الجمهور في المستوى القطبي.  )a  

إذا كان كل شخص بحاجة إلى  ft   2  5، فكم مقعداً يتسع له   )b  
المسرح؟

اأمن: يضيء مصباح مراقبة مثبت على سطح أحد المنازل منطقة على   46)  

 ،  π _ 
6
   ≤ θ ≤   5π _ 

6
د بالمتباينتين       شكل جزء من قطاع دائري محدَّ

x ≤ r ≤ 20 ، حيث r بالأقدام. إذا كانت مساحة المنطقة 

. x 314.16 ، كما هو مبين في الشكل أدناه، فأوجد قيمة   ft   2 

π

π
2

3π
2

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

20Ox

314.16 ft  2

0

أوجد الإحداثي المجهول الذي يحقِّق الشروط المعطاة في كل مما يأتي:

 P  1  = (3, 35°) ,  P  2  = (r, 75°) ,  P  1  P  2  = 4.174  47)  

  P  1  = (5, 125°) ,  P  2  = (2, θ) ,  P  1  P  2  = 4 , 0 ≤ θ ≤ 180°  48)  

 P  1  = (3, θ) ,  P  2  =  (4,   7π _ 
9
  )  ,  P  1  P  2  = 5 , 0 ≤ θ ≤ π  49)  

  P  1  = (r, 120°) ,  P  2  = (4, 160°) ,  P  1  P  2  = 3.297  50)  

 تمثيلات متعددة: في هذه المسألة، سوف تستقصي العلاقة   51)
بين الإحداثيات القطبية والإحداثيات الديكارتية.

 _ A (2 ,   π في المستوى القطبي، وارسم نظام 
3
ا: عيِّن  (   بيانيًّ  )a  

الإحداثيات الديكارتية فوق المستوى القطبي بحيث تنطبق نقطة 
الأصل على القطب ، والجزء الموجب من المحور x على 

 θ على المستقيم y المحور القطبي. وبالتالي سينطبق المحور
 _ π   =. ارسم مثلثًا قائمًا بوصل A مع نقطة الأصل، وارسم منها 

2
  

. x عمودًا على المحور

ا: احسب طولي ضلعي الزاوية القائمة باستعمال طول  عدديًّ  )b  
الوتر والمتطابقات المثلثية.

 _ B ( 4 ,   5π على المستوى القطبي نفسه، وارسم 
6
ا: عيِّن  (   بيانيًّ  )c  

مثلثًا قائمًا بوصل B مع نقطة الأصل، وارسم منها عمودًا على 
المحور x ، واحسب طولي ضلعي الزاوية القائمة.

ا: كيف ترتبط أطوال أضلاع المثلث بالإحداثيات  تحليليًّ  )d  
الديكارتية لكل نقطة؟

 ، (r , θ) ا: اشرح العلاقة بين الإحداثيات القطبية تحليليًّ  )e  
. (x , y) والإحداثيات الديكارتية

اكتب المعادلة لكل تمثيل قطبي مما يأتي:

 52)   

 53)  

0π

π
2

3π
2

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

54321O

30°150°

300°240°

330°210°

90°
60°120°

270°

0°180° 54321O
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تبرير: وضّح لماذا لا يكون ترتيب النقاط في معادلة المسافة   54)  
ا، أو بعبارة أخرى، لماذا يمكنك اختيار أي نقطة لتكون   القطبية مهمًّ

 P  1 ، والنقطة الأخرى لتكون  P  2 ؟

بًا من الإحداثيات القطبية ؛ لتمثيل النقطة  : أوجد زوجًا مُرَتَّ تحدٍّ  55)  
التي إحداثياتها الديكارتية (4- ,3-).

  P  1 ( r  1 ,  θ  1 ) ,  P  2   (  r  2  ,   θ  2  ) برهان: أثبت أن المسافة بين النقطتين  56)  

.   P  1   P  2   =   √      r  1   2  +   r  2   2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )    هي 
)ثكر�سدا: استعمل قانون جيوب التمام(.

تبرير: وضّح ماذا يحدث لمعادلة المسافة المعطاة بالصيغة   57)  

ر هذا التغيّر.  _ θ  2  -  θ  1  =   π  . فسِّ
2
القطبية عندما يكون   

اكت�صف الخطاأ: قام كل من سعيد وعلي بتمثيل النقطة (45° , 5)   58)  

في المستوى القطبي كما هو مبيّن أدناه. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ 
ر إجابتك. بَرِّ



5


45°

O
   



5


45°

O

ن سبب عدم كفاية الإحداثيات القطبية لتحديد موقع  اكتب: خمِّ   59)  

طائرة بشكل دقيق.



د  أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كل مما يأتي، ثم حدِّ
: )ثا ر�س 5 - 1( ما إذا كان u , v متعامدين أولاًّ

u = 〈4, 10, 1〉, v = 〈-5, 1, 7〉   60)  

u = 〈-5, 4, 2〉, v = 〈-4, -9, 8〉  61)  

u = 〈-8, -3, 12〉, v = 〈4, -6, 0〉  62)  

إذا كان a = 〈-4, 3, -2〉 , b = 〈2, 5, 1〉 , c = 〈3, -6, 5〉 . فأوجد 
كلًّ مما يأتي: )ثا ر�س 4 - 1(

3a + 2b + 8c  63)  

-2a + 4b - 5c  64)  

أوجد الزاوية θ بين المتجهين u , v لكل مما يأتي: )ثا ر�س 5- 1(

u = 〈4, -3, 5〉, v = 〈2, 6, -8〉  65)  

u = 2 i - 4 j + 7 k, v = 5 i + 6 j - 11 k  66)  

u = 〈-1, 1, 5〉, v = 〈7, -6, 9〉  67)  

أوجد إحداثيات مركز وطول نصف قطر كل من الدوائر الآتية:  
)مهدرة �سدبلا(

 x   2  + ( y - 1 )  2  = 9  68)  

( x + 1 )  2  +  y   2  = 16  69)  

 x   2  +  y  2  = 1  70)  



 ، R(-5 , 3) حيث إن نقطة البداية ،   
 
  RS أيُّ المتجهات الآتية يمثِّل   71)  

ونقطة النهاية S(2 , -7)؟
〈-7, 10〉  C  〈7, -10〉  A  

〈-3, -10〉  D  〈-3, 10〉  B  

يستطيع رشاش ماء رشّ منطقة على شكل قطاع دائري يمكن   72)  
 ، -30° ≤ θ ≤ 210° , 0 ≤ r ≤ 20 تحديدها بالمتباينتين

حيث r بالأقدام. ما المساحة التقريبية لهذه المنطقة؟

0°10 20180°

30°150°

210° 330°

60°120°
90°

852  ft  2  C  821  ft   2  A  

866  ft  2  D  838  ft  2  B  
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ال�صورة القطبية وال�صورة الديكارتية للمعادلات
Polar and Rectangular Forms of Equations

يبعث مِجَس مُثبت إلى رجلٍ آلي أمواجًا فوق صوتية على شكل دوائر كاملة، وعندما 
تصطدم الأمواج بجسم، فإن المجس يستقبل إشارة، ويقوم بحساب بُعد الجسم عن 

مقدمة الرجل الآلي بدلالة المسافة المتجهة r ، والزاوية المتجهة θ . ويوصل المجس 
جل الآلي الّذي يحولها إلى الإحداثيات الديكارتية؛  هذه الإحداثيات القطبية إلى الرَّ

ليتمكن من تعيينها على خريطة داخلية.

 P(x, y) الاإحداثيات القطبية والديكارتية يمكن كتابة إحداثيات النقطة
الواقعة على دائرة الوحدة ، والمقابلة لزاوية θ على الصورة P(cos θ, sin θ) ؛ لأن

cos θ =   x _ r   =   x _ 
1
   = x  ,  sin θ =   y _ r   =   y _ 

1
   = y

فإذا كان طول نصف قطر دائرة عددًا حقيقيًّا r بدلًا من 1، فإنه يمكننا كتابة النقطة 
P(x, y) بدلالة r , θ على النحو الآتي:

  y _ r  sin θ =,  x _ r  cos θ =
r رب في���yr sin θ =,xr cos θ =

وإذا نظرنا للمستوى الديكارتي على أنه مستوى قطبي، بحيث ينطبق المحور القطبي على الجزء الموجب من 
المحور x ، والقطب على نقطة الأصل، فإنه يصبح لدينا وسيلة لتحويل الإحداثيّات القطبية إلى الإحداثيّات 

الديكارتيّة.

�إذ� ك�ن ��ن��� P ��إح��ث��� ������� ( r, θ ) ، ف�إن ��إح��ث��� 
���������� (x, y) ��ن��� P هي: 

 x = r cos θ  ,  y = r sin θ

. ( x , y ) = ( r cos θ, r sin θ ) أي �أن�

حوّل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات ديكارتية، لكلِّ نقطة مما يأتي:

P ( 4 ,   π _ 
6
   )  )a  

. r = 4 , θ =   π _ 
6
 _ 4 ,   π)  = (r, θ) ، فإن   

6
بما أن إحداثيات النقطة  (     

r cos θx =غ ��تح��ل���r sin θy =

4 cos   π _ 
6
  =r = 4 , θ =   π _ 

6
  4 sin   π _ 

6
  =

4  (    
√  3   

 _ 
2
ط= (    _ 1  )  4ب��ِّ

2
  ) =

2  √  3  =2=

أي أن الإحداثيات الديكارتية للنقطة P هي ( 3  , 2 √  2) أو (2 ,3.46) تقريبًا كما في الشكل أعلاه.   

����تُ ��ث�ل ��ن��ط �ب��ض 
 .������� �������� 

 ) �����ض 1- 2)

لُ ب�ن ��إح��ث���  �أحِ�ّ  ■

.����������� �������
لُ �������� من  �أحِ�ّ  ■

������� ������� �إ�ى 
 ���������� �������

������ض.

O

r =
 1

θ

P(x, y)  
P(cos θ, sin θ) 

y

y

xx

تحويل الاإحداثيات القطبية اإلى الاإحداثيات الديكارتية

r

x

y

θ

P(x, y)
P(r, θ)

O



π_
2

y

x

1تحويل الاإحداثيات القطبية اإلى الاإحداثيات الديكارتية

P

y

O x

π_
2

π_
6

4

0
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الصورة القطبية والصورة الديكارتية للمعادلات
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Q(-2, 135°)  )b  

. r = -2 , θ = 135° فإن ، (r , θ) = (- 2 , 135°) بما أن إحداثيات النقطة   

r cos θx =غ ��تح��ل���r sin θy =

-2 cos 135°=r = -2 , θ = 135°-2 sin 135°=

-2 (-     
√  2  

 _ 
2
  )  =   √  2  =ط     ) 2-ب��ِّ

√  2  
 _ 

2
  )  = -  √  2  =

أي أن الإحداثيات الديكارتية للنقطة Q هي (   2   , -  √  2 √  ) أو (1.41- , 1.41)    
تقريبًا كما في الشكل أعلاه.

V(3, -120°)  )c  

r = 3 , θ = -120° فإن ، (r , θ) = (3 , -120°) بما أن إحداثيات النقطة   

r cos θx =غ ��تح��ل���r sin θy =

3 (cos -120°)=r = 3 , θ = -120°3 sin (-120°)=

3 (-   1 _ 
2
  )  = -   3 _ 

2
ط=        -)  3ب��ِّ

√  3  
 _ 

2
  )  = -    3  √  3  

 _ 
2
  =

 _ 3   -)   أو (2.6- , 1.5-) تقريبًا كما في الشكل أعلاه.
2
    , -   3  √  3  

 _ 
2
أي أن الإحداثيات الديكارتية للنقطة V هي  (     

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات ديكارتية، لكل نقطة مما يأتي: حوِّ

T (-3 , 45° )  )1C   S  (5 ,    π _ 
3
  )  )1B  R(- 6 , -120°)  )1A 

ولكتابة زوج الإحداثيات الديكارتية بالصيغة القطبية، فإنك بحاجة إلى إيجاد المسافة المتجهة r من النقطة (x, y) إلى 
نقطة الأصل أو القطب، و قياس الزاوية المتجهة التي يصنعها r مع الجزء الموجب من المحور x أو المحور القطبيّ. 

استعمل نظرية فيثاغورس؛ لإيجاد المسافة r من النقطة (x, y) إلى نقطة الأصل.
 x  2  +  y  2  r  2  =نظر�� ف�ث�غ���ض

  √   x  2  +  y  2   r =خُذ ��جذ� ��ترب��ي ����جب ���رف�ن

:θ من خلال دالة الظل، ولإيجاد الزاوية x , y بكل من θ ترتبط الزاوية

  
y
 _ x  tan θ =ر�ف ��ظل��

Ta n  -1    
y
 _ x  θ =م����ض ��ظل ����

 _ π   -) أو (°90 ,°90-) في نظام الإحداثيات الديكارتية. 
2
   ,   π _ 

2
تذكّر أن الدالة العكسيّة للظل معرّفة فقط على الفترة (  

 ، x < 0 كما في الشكل 2.2.1 . وإذا كانت ، x >  0 الواقعة في الربع الأول أو الرابع، أي عندما تكون θ وتُعطى قيم
فإن الزاوية تقع في الربع الثاني أو الثالث، لذا عليك إضافة π أو °180 )طول الدورة للدالة y = tan x ( إلى قياس 

الزاوية المعطاة بالدالة العكسيّة للظل كما في الشكل 2.2.2 .

 x < 0 عندما θ = Ta n  -1    
 y

 _ x   + 180° أو θ = Ta n  -1    
y

 _ x   + π

ال�صكل 2.2.2

y

x

π_

π

2

3π_
2P(x, y) 

θ θ + π 

O
0

  
x > 0 عندما θ = Ta n  -1    

y
 _ x   

ال�صكل 2.2.1

y

O x

π_
2

π

3π_
2

P(x, y)

0
θ 

Q

y

O x

π_
2

135°

2

0

y

O x

R
-120°

0

3

π
2


   تحويل الاإحداثيات

�إن ������� ���ت��� �تح��ل 
��إح��ث��� ���������� �إ�ى 

��إح��ث��� ������� هي 
ذ�ُ�ه� ������� ���ت��� في 

�إ�ج�� ط�ل ���تجه ���ج�هه.
x

r y

y

O x

π_
2

π

3π_
2

θ

P(x, y)

0
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�إذ� ك�ن ��ن��� P ��إح��ث��� ���������� (x , y ) ، ف�إن ��إح��ث��� 
������� ��ن��� P هي (r, θ ) ح�ث:

x > 0 �ان�م ،  θ = Ta n  -1    
y

 _ x ،    r =   √   x  2  +  y  2  
�ان�م� x < 0 ف�إن:  

θ = Ta n  -1    
y

 _ x   + π  

. θ = Ta n  -1    
y

 _ x   + 180° �أ�  

 y > 0 إذ� ك�نت� r = y ،   θ =   π _ 
2

  �ان�م� x = 0 ف�إن: 

y < 0 إذ� ك�نت� r = y ،    θ = -   π _ 
2

�أ�    

ر أن هناك عددًا لانهائيًّا من أزواج الإحداثيات القطبية للنقطة، والتحويل من الإحداثيات الديكارتية إلى  تذكَّ
الإحداثيات القطبية يعطي أحدها.

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثّل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي:

S  (1 ,  -  √  3   )  )a  

. x = 1 , y = -  √  3   فإن ، (x, y) = (1 , -   √  3   ) بما أن إحداثيات النقطة   

. θ ؛ لإيجاد الزاوية θ = Ta n  -1    
y
 _ x   لذا استعمل الصيغة ، x > 0 ولأن   

   √   x  2  +  y  2   r =غ ��تح��ل���Ta n  -1    
y

 _ x  θ =

   √    1  2  + (-  √  3   )  2   =x = 1 , y = -  √  3  Ta n  -1    -  √  3  
 _ 

1
  =

   √  4   = 2=ط  _ π   - ب��ِّ
3
  =

 .S 2 )  زوج من الإحداثيات القطبية للنقطة , -   π _ 
3
أي أن  (       

. 2π وذلك بإضافة ، θ ويمكن إيجاد زوج آخر باستعمال قيمة موجبة لـ 
 _ 5π   , 2)  ، كما في الشكل المجاور.

3
 _ π   - , 2)  أو  (   

3
   + 2π)  فيكون

T (-3 , 6)  )b  

 .x = -3 , y = 6 فإن ، (x, y) = (-3, 6) بما أن إحداثيات النقطة    

θ ؛ لإيجاد الزاوية θ = Ta n  -1    
y
 _ x   + 180° لذا استعمل الصيغة ، x < 0 ولأن

  √   x  2  +  y  2   r =غ ��تح��ل���Ta n  -1    
y

 _ x   + 180°θ =

  √  (-3 )  2  +  6  2   =y = 6 , x = -3Ta n  -1   (-   6 _ 
 3 

  )  + 180°=

  √  45   ≈ 6.71=ط =Ta n  -1  (-2) + 180° ≈ 117°ب��ِّ

أي أن (°117 , 6.71) تقريبًا هو زوج من الإحداثيات القطبية للنقطة T ، ويمكن    

 إيجاد زوج آخر باستعمال قيمة سالبة لـ r، فنحصل على  
(°180 + °117 , 6.71 -) أو (°297 , 6.71 -) ، كما في الشكل المجاور.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثّل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 

بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي:

 W(-9 , -4)  )2B   V(8 , 10)  )2A 

تحويل الاإحداثيات الديكارتية اإلى الاإحداثيات القطبية

r

x

y

θ

P(r, θ )
P(x, y)

O


π_
2

y

x

2تحويل الاإحداثيات الديكارتية اإلى الاإحداثيات القطبيّة

S

π_
2

π_
3-

2

5π
3
_

0
x

y

O

y

O x

π_
2

6.71

297˚

117˚

T

0



 ��إح��ث��� ������� ���أا��� ���رك��  الف�صل 2 62

في بعض ظواهر الحياة الطبيعية ، قد يكون من المفيد أن تحوّل بين الإحداثيات القطبية والإحداثيات الديكارتية.

جل الآلي متجه إلى الشرق، وأن المِجَسَّ قد رَصَدَ جسمًا  رجل اآلي: بالرجوع إلى فقرة »لماذا؟« ، افترض أن الرَّ
عند النقطة (295° , 5) .

ما الإحداثيات الديكارتية التي يحتاج الرجل الآلي إلى حسابها؟  )a  

r cos θx =غ ��تح��ل���r sin θy =

5 cos 295°=r = 5 , θ = 295°5 sin 295°=

ط≈2.11 ≈4.53-ب��ِّ

أي أن الإحداثيات الديكارتية لموقع الجسم هي (4.53 - , 2.11) تقريبًا.   

إذا كان موقع جسم رُصد سابقًا عند النقطة التي إحداثياتها (7 , 3) ، فما المسافة وقياس الزاوية بين الجسم   )b  
والرجل الآلي؟

  √   x  2  +  y  2   r =غ ��تح��ل���Ta n  -1    
y

 _ x  θ =

  √   3  2  +  7  2   =x = 3 , y = 7Ta n  -1    7 _ 
3
  =

ط≈7.62 ≈°66.8ب��ِّ

الإحداثيات القطبية لموقع الجسم هي (°66.8 ,7.62) تقريبًا؛ أي أن المسافة بين الجسم والرجل الآلي 7.62،    
وقياس الزاوية بينهما 66.8°

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
�صيد الاأ�صماك: يُستعمل جهاز رصد؛ لتحديد موقع وجود الأسماك تحت الماء. افترض أن قاربًا يتجه إلى   )3  

الشرق، وأن جهاز الرصد قد رصد سربًا من الأسماك عند النقطة (125° , 6).
ما الإحداثيات الديكارتية لموقع سرب الأسماك؟  )A  

إذا كان موقع سرب الأسماك قد رُصد سابقًا عند النقطة التي إحداثياتها الديكارتية (6 , 2 -) ، فما   )B  
الإحداثيات القطبية لموقع السرب؟ 

المعادلات القطبية والديكارتية قد تحتاج في دراستك المستقبلية إلى تحويل المعادلة من الصورة الديكارتية 
دة صورتها القطبية  إلى الصورة القطبية والعكس؛ وذلك لتسهيل بعض الحسابات. فبعض المعادلات الديكارتية الـمعقَّ

أسهل كثيرًا. لاحظ معادلة الدائرة على الصورة الديكارتية والقطبية كما في الشكل أدناه.

�������� ا�ى ������� ��������������� ا�ى ������� ����������
 x  2  +  y  2  = 9r = 3

دة صورتها الديكارتية أسهل كثيرًا،  وبشكلٍ مماثل فإن بعض المعادلات القطبية المعقَّ

2x - 3y = 6 صورتها الديكارتية هي  r =   6 __  
2 cos θ - 3 sin θ

فالمعادلة القطبية   

33التحويل بين الاإحداثيات

����ت �ك��� ن���� �جلً �آ��ًّ� �زنه 
3400 ب��ن�، �ط��ه ft 12، �ط�ل 

ذ��اه ft 11؛ �أ��ء ب��ض ���ه�م في 
��ف���ء ��خ��جي.

y

O x

π_

π

2

3π_
2

0
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،r cos θ بـ x إن عملية تحويل المعادلة من الصورة الديكارتية إلى الصورة القطبية عملية مباشرة؛ إذ نعوض عن 
ط المعادلة الناتجة باستعمال الطرق الجبرية والمتطابقات المثلثية.  وعن y بـ r sin θ ، ثم نبسِّ

اكتب كلَّ معادلة مما يأتي على الصورة القطبية:

(x - 4 )  2  +  y  2  = 16  )a  

ط المعادلة. لإيجاد الصورة القطبيّة للمعادلة، عوض عن x بـ r cos θ وعن y بـ r sin θ . ثم بَسِّ   

= 16(x - 4 )  2  +  y  2 �����أ�� ��������

= 16(r cos θ - 4 )  2  + (r sin θ )  2 x = r cos θ , y = r sin θ

= 16 r  2  co s  2  θ - 8r cos θ + 16 +  r  2  si n  2  θ رب���

= 0 r  2  co s  2  θ - 8r cos θ +  r  2  si n  2  θطرح 16 من ���رف�ن�

= 8r cos θ r  2  co s  2  θ +  r  2  si n  2  θ�ع ��ح��� ���رب�� في طرف ��ح��

= 8r cos θ r  2  (co s  2  θ + si n  2  θ)ح�ِّل

= 8r cos θ r  2  (1)مت��ب�� ف�ث�غ���ض

= 8 cos θrr ≠ 0 ح�ث r ق��م ���رف�ن ا�ى�

y =  x  2  )b  

=  x  2 y�����أ�� ��������

= (r cos θ )  2 r sin θx = r cos θ , y = r sin θ

=  r  2  co s  2  θr sin θرب���

= r  sin θ _ 
co s  2  θ

  r co s  2  θ ق��م ���رف�ن ا�ى�

= r  sin θ _ 
cos θ

   ·   1 _ 
cos θ

    sin θ _ 
co s  2  θ

   =   sin θ _ 
cos θ

   .   1 _ 
cos θ

  

= rtan θ sec θت��ب��� ��ن����� �مت��ب��� ������ب���

   تحقق من فهمك تحقق من فهمك
اكتب كلَّ معادلة مما يأتي على الصورة القطبية:

 x  2  -  y  2  = 1  )4B   x  2  + (y - 3 )  2  = 9  )4A 

عملية تحويل المعادلة القطبية إلى معادلة ديكارتية ليست مباشرة مثل عملية التحويل من المعادلة الديكارتية إلى 
المعادلة القطبية، ففي التحويل الثاني تلزمنا جميع العلاقات الآتية: 

.   r  2  =  x  2  +  y  2  , tan θ =   
y
 _ x   , x = r cos θ , y = r sin θ

4تحويل المعادلات الديكارتية اإلى المعادلات القطبية


 المتطابقات المثلثية  

من ���ف�� �أن �ر�جع 
���ت��ب��� ���ث�ث�� ��تي 

����ته� ���بً��؛ �����ا��ك 
ا�ى �����ط ������� ������� 

 .��ّ�������� ��������
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اكتب كلّ معادلة قطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية.

θ =   π _ 
6
   )a  

=   π _ 
6
  θ�����أ�� ��������

=     
√  3  

 _ 
3
  tan θرف�ن��� tan خُذ

=     
√  3  

 _ 
3
    

y
 _ x  tan θ =   

y
 _ x  

=     
√  3  

 _ 
3
  xyx رب ���رف�ن في���

r = 7  )b  

= 7r�����أ�� ��������

= 49 r  2 بِّع ���رف�ن�

= 49 x  2  +  y  2   r  2  =  x  2  +  y  2 

r = -5 sin θ  )c  

= -5 sin θr�����أ�� ��������

= -5r sin θ r  2 r رب ���رف�ن في��� 

= -5y x  2  +  y  2   r  2  =  x  2  +  y  2  , y = r sin θ

= 0 x  2  +  y  2  + 5y5 �إ�ى ���رف�ن y أ��ف�

   تحقق من فهمك تحقق من فهمك

اكتب كلّ معادلة قطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية:

r = 3 cos θ  )5C  θ =   π _ 
3
   )5B  r = -3  )5A 

5تحويل المعادلات القطبية اإلى المعادلات الديكارتية


 طريقة بديلة 

  (4,   π _ 
6
  ) �   (2 ,   π _ 

6
��ن��ت�ن (   

،    θ =   π _ 
6

 ����ن ا�ى �����ت��م 

�ه��  ���إح��ث��� ����������

 ، (2  √  3   , 2) � (  √  3   , 1)
فت��ن م����� �����ت��م ����� 

به���ن ��ن��ت�ن هي: 

. y =     
√  3  

 _ 
3
     x
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حوّل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات ديكارتية لكلِّ نقطة مما يأتي:  
)مث�ل 1(

 (  1 _ 4    ,   π _ 
2
  )  2)   ( 2 ,   π _ 

4
  )  1)  

( 2.5 , 250°)  4)  ( 5 , 240°)  3)  

(-13 , -70°)  6)   (-2 ,   4π _ 
3
  )  5)  

(-2 , 270°)  8)   (  1 _ 2   ,   3π _ 
4
  )  7)  

  (-1 , -   π _ 
6
  )  10)  (4 , 210°)  9)  

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثِّل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 
بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي: )مث�ل 2(

(-13 , 4)  12)  ( 7, 10)  11)  

( 4, -12)  14)  (- 6 , -12)  13)  

(0 , -173)  16)  (2 , -3)  15)  

(-14 , 14)  18)  ( 1, 3)  17)  

(3 , - 4)  20)  (52 , -31)  19)  

(2 ,   √  2   )  22)  (1 , -1)  21)  

م�صافات: إذا كانت مدرسة نواف تبعُد mi 1.5 عن منزله، وتصنع   23)  
زاوية مقدارها °53 شمال الشرق كما في الشكل أدناه، فأجب عن 

الفرعين a , b.  )مث�ل 3(

2 mi
1.5 m

i

0.5 mi





37°

إذا سلك نواف طريقًا للشرق ثم للشمال؛ كي يصل إلى   )a  
المدرسة، فكم ميلًا يتحرك في كل اتجاه؟

إذا كان الملعب على بُعد mi 2 غربًا، و mi 0.5 جنوبًا، ومنزل   )b  
نواف يمثِّل القطب، فما إحداثيات موقع الملعب على الصورة 

القطبية؟

 اكتب كلَّ معادلة مما يأتي على الصورة القطبية:
  )مث�ل 4(

(x + 5 )  2  +  y  2  = 25  25)  x = -2  24)  

x = 5  27)  y = -3  26)  

 x  2  + (y + 3 )  2  = 9  29)  (x - 2 )  2  +  y  2  = 4  28)  

 x  2  + (y + 1 )  2  = 1  31)  y =   √  3  x  30)  

اكتب كلّ معادلة قطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية:  )مث�ل 5(

θ = -   π _ 
3
   33)  r = 3 sin θ  32)  

r = 4 cos θ  35)  r = 10  34)  

r = 8 csc θ  37)  tan θ = 4  36)  

cot θ = -7  39)  r = - 4  38)  

r = sec θ  41)  θ =   3π _ 
4
   40)  

 ،r = 12.6 sin θ زلازل: تُنمذَج حركة أمواج الزلازل بالمعادلة  42)  
حيث r مقاسه بالأميال. اكتب معادلة أمواج الزلازل على الصورة 

الديكارتية. )مث�ل 5(

اكتب كلّ معادلة قطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية:

r =   1 __ 
cos θ + sin θ

    43)  

r = 10 csc  (θ +    7π _ 
4
  )  44)  

r =  3 csc  (θ -   π _ 
2
  )   45)  

r = - 2 sec  (θ -   11π _ 
6
  )  46)  

r = 4 sec  (θ -   4π _ 
3
  )   47)  

r =   5 cos θ + 5 sin θ
  __  

co s  2  θ - si n  2  θ
   48)  

r = 2 sin  (θ +   π _ 
3
  )   49)  

r = 4 cos  (θ +   π _ 
2
  )  50)  

اكتب كلَّ معادلة مما يأتي على الصورة القطبية:

6x - 3y = 4  51)  

2x + 5y = 12  52)  

(x-6 )  2  +(y - 8 )  2  = 100  53)  

(x + 3 )  2  + (y - 2 )  2  = 13  54)  
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جولف: في أحد ملاعب الجولف، يحيط بثقب الهدف منطقة   55)  
خضراء محاطة بمنطقة رملية، كما في الشكل أدناه. أوجد مساحة 

المنطقة الرملية على فرض أن الثقب يمثِّل القطب لكلتا المعادلتين، 
وأن المسافات تُقاس بوحدة الياردة.

x2 + y2 - 6x - 2y = 39

r = 6 cos θ + 2 sin θ

ارة  ارة: إذا كانت إحداثيات أدنى نقطة في عجلة دوَّ عجلة دوَّ  56)  
(0 ,0)، وأعلى نقطة فيها (20 ,0). 

ارة  فاكتب معادلة العجلة الدوَّ  )a  
الموضحة بالشكل المجاور 

على الصورة الديكارتية.

 a اكتب المعادلة في الفرع  )b  
بالصيغة القطبية.

 تمثيلات متعددة: في هذه المسألة سوف تكتشف العلاقة بين   57)  
الأعداد المركبة والإحداثيات القطبية.

ا: يمكن تمثيل العدد المركب a + bi  في المستوى  بيانيًّ  )a  
الديكارتي بالنقطة (a, b). مَثِّل العدد المركب 8i + 6 في 

المستوى الديكارتي.

ا: أوجد الإحداثيات القطبية للعدد المركب باستعمال  عدديًّ  )b  
. a الإحداثيات الديكارتية التي أوجدتها في الفرع

ز إجابتك في الفرع b بتمثيل الإحداثيات القطبية في  ا: عزِّ بيانيًّ  )c  
المستوى القطبي.

ا: مَثِّل بيانيًّا العدد المركب 3i + 3- في المستوى  بيانيًّ  )d  
الديكارتي.

ا: أوجد الإحداثيات القطبية للعدد المركب باستعمال  بيانيًّ  )e  
الإحداثيات الديكارتية التي أوجدتها في الفرع d. ومَثِّل 

الإحداثيات القطبية في المستوى القطبي.

 أوجد العبارات الجبرية التي تبيّن كيفية كتابة العدد  ا: تحليليًّ  )f  
المركب a + bi بالإحداثيات القطبية.



اكت�صف الخطاأ: يحاول كل من باسل وتوفيق كتابة المعادلة القطبية   58)  

 r = sin θ على الصورة الديكارتية، فيعتقد توفيق أن الحل هو

 _ x  2  +   (y -   1 ، في حين يعتقد باسل أن الحل هو 
2
  )   

2
   =   1 _ 

4
     

ر إجابتك. y = sin x . أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ

: اكتب معادلة الدائرة r = 2 a cos θ بالصورة الديكارتية،  تحدٍّ  59)  

وأوجد مركزها وطول نصف قطرها.

اكتب: اكتب تخميناً يبيِّن متى يكون تمثيل المعادلة على الصورة   60)  

القطبيّة أسهل من تمثيلها على الصورة الديكارتية، ومتى يكون 
العكس صحيحًا.

برهان: استعمل x = r cos θ , y = r sin θ ؛ لإثبات أن   61)   

.sin θ ≠ 0 , cos θ ≠ 0 حيث ، r = x sec θ , r = y csc θ

: اكتب المعادلة:  تحدٍّ  62)  

 ،  r  2  على الصورة الديكارتية. )�إ�����: فك الأقواس قبل تعويض قيم   
r . تمثّل المعادلة الديكارتية قطعًا مخروطيًّا(.



مَثِّل كل نقطة مما يأتي في المستوى القطبي. )�����ض 1- 2( 

A (-2, 45°)  63)  

D (1, 315°)  64)  

C  (-1.5, -   4π _ 
3
  )   65)  

أوجد الزاوية بين المتّجهين u , v في كل مما يأتي: )�����ض 3 - 1(

 u = 〈6, -4〉, v = 〈-5, -7〉  66)  

 u = 〈2, 3〉, v = 〈-9, 6〉  67)  

(0 , 0)

(0 , 20)

 r  2 (4 co s  2  θ + 3 si n  2  θ) + r (-8a cos θ + 6b sin θ) = 
12 - 4 a  2  - 3 b  2 
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طائرات: تتكون مروحة طائرة من 5 ريش، المسافة بين أطرافها   68)  
المتتالية متساوية. ويبلغ طول كل ريشة منها ft 11.5 . )�����ض 1- 2(

C

D

E

A

B
d

إذا كانت الزاوية التي تصنعها الشفرة A مع المحور القطبي 3°،   )a  
فاكتب زوجًا يمثِّل الإحداثيات القطبية لطرف كل شفرة، بفرض 

أن مركز المروحة ينطبق على القطب.

ما المسافة d بين رأسي شفرتين متتاليتين؟  )b  

حل كلًّ من المعادلات الآتية باستعمال القانون العام. )مه��� ���ب��(

 x   2  - 7 x = -15  69)  

 x   2  + 2 x + 4 = 0  70)  

12  x   2  + 9 x + 15 = 0  71)  

أوجد طول القطعة المستقيمة التي تصل بين النقطتين في كلٍّ مما يأتي، 
وأوجد إحداثيات نقطة منتصفها: )�����ض 4 - 1(

(2, -15, 12), (1, -11, 15)  72)  

(-4, 2, 8), (9, 6, 0)  73)  

(7, 1, 5), (-2, -5, -11)  74)  



 _ 7π   , 2-) في المستوى 
6
أيٌّ من النقاط الآتية يعد تمثيلًا آخر للنقطة (     75)  

القطبي؟

( 2 ,   π _ 
6
   )  A  

( -2 ,   π _ 
6
   )  B  

( 2 ,   -11π _ 
6
   )  C  

( -2 ,   11π _ 
6
   )  D  

 ، k فأيٌّ مما يأتي يمثِّل ، m = 〈5, - 4〉, n = 〈-7, 3〉 إذا كان   76)  
حيث k = n - 2 m ؟

〈-17, 11〉  A  

〈-17, -5 〉  B  

〈17, -11〉  C  

〈-17, 5 〉  D  

ما الصورة القطبية للمعادلة x  2  + (y - 2 )  2  = 4 ؟  77)  

r = sin θ  A  

r = 2 sin θ  B  

r = 4 sin θ  C  

r = 8 sin θ  D  

(78  ما حاصل الضرب الاتجاهي للمتجهين:   
u = 〈6, - 1 ,  -2 〉, v = 〈- 1 , - 4 ,  2 〉 ؟

〈- 10 , 10 ,  25 〉  A  

〈- 10 , - 10 ,  25 〉  B  

〈- 10 , - 10 , - 25 〉  C  

〈- 10 , 10 , - 25 〉  D  
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الأعداد المركبة ونظرية ديموافر 
Complex Numbers and De Moivre’s Theorem

يستعمل مهندسو الكهرباء الأعداد المركبة لوصف بعض 
العلاقات في الكهرباء. فالكميات: فرق الجهد V، والمعاوقة 

Z، وشدة التيار I ترتبط بالعلاقة V = I · Z ، التي تستعمل 
لوصف تيار متردد. ويمكن كتابة كل متغير على صورة عدد 

مركب على الصورة a + bj ، حيث j العدد التخيلي )ويستعمل 
.)I حتى لا يختلط الرمز مع رمز شدة التيار j المهندسون

)اإر�شاد: استعملت كلمة المعاوقة بدلًا من كلمة المقاومة؛ 
لأن مجموعة الأعداد المستخدمة هنا هي مجموعة الأعداد 

المركبة، حيث تستعمل كلمة المقاومة في مجموعة الأعداد الحقيقية(.

ال�شورة القطبية للأعداد المركبة الجزء الحقيقي للعدد المركب المُعطى على 
الصورة الديكارتية a + bi ، هو a والجزء التخيلي bi . ويمكنك تمثيل العدد المركب 

على المستوى المركب بالنقطة (a, b). كما هو الحال في المستوى الإحداثي، فإننا 
نحتاج إلى محورين لتمثيل العدد المركب، ويُعيَّنُ الجزء الحقيقي على محور أفقي 

ى المحور الحقيقي ويرمز له بالرمز R ، في حين يُعيَّنُ الجزء التخيلي على محور  يُسمَّ
. i ى المحور التخيلي ويرمز له بالرمز رأسي يُسمَّ

في العدد المركب a + 0i )لاحظ أن b = 0 (. يكون الناتج عددًا حقيقيًّا يمكن تمثيله 
على خط الأعداد أو على المحور الحقيقي. وعندما b ≠ 0 ، فإننا سنحتاج إلى المحور التخيلي لتمثيل الجزء التخيلي.

O

(i)

(R)

a

b

a + bi
(a, b)

    

a + 0iO

(i)

(R)

ر أن القيمة المطلقة لعدد حقيقي هي المسافة بين ذلك العدد والصفر على خط الأعداد ، وبالمثل ، فإن  تذكَّ
القيمة المطلقة لعدد مركب هي المسافة بين العدد والصفر في المستوى المركب . وعند تمثيل العدد a + bi في 

المستوى المركب. فإنه بالإمكان حساب بُعده عن الصفر باستعمال نظرية فيثاغورس.

ثال دا ثاداللا الع ا ثادحإب z = a + bi هي:

|z| = |a + bi| =   √   a  2  +  b  2   

ار�ست ثكجحثء ثاعدل دا 
ثاح�سدب ا الى ثقلا ثا 
ثادحإلا. )مهدرة �سدبلا(

ثلروّلُ ثقلا ثا ثادحإلا من   ■

ثا�سورة ثا يكدرت ا ثكاى 
ثا�سورة ثالال ا بثاعك�س.
ثلَجُ  رد�سلَ �سحب ثقلا ثا   ■

ثادحإلا بق�سدتهد، بثلجُ  
جذبرهد بقوثهد في ثا�سورة 

ثالال ا.

ثاد�ستوى ثادحإب
complex plane

ثادحور ثاحل لي
real axis

ثادحور ثاتخ لي
imaginary axis

ثال دا ثاداللا اع ا محإب
 absolute value of a complex

number

ثا�سورة ثالال ا
polar form

ثا�سورة ثادثلث ا
trigonometric form

ثادل د�س
modulus

ثا�سعا
argument

ثاجذبر ثانون ا الع ا بثر 
nth roots of unity

O



(i)

(R)

القيمة المطلقة لعدد مركب

O

|z|

(a, b)

a

b

R

i
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مَثِّل كل عدد مما يأتي في المستوى المركَّب، وأوجد قيمته المطلقة:
z = 4 + 3i  )a  

(a , b) = (4 , 3)   

O

−2

−4

−2−4

4

2

2 4

(4, 3)

R

i

  

تعحيف ثال دا ثاداللا |z| =   √   a  2  +  b  2   

a = 4 , b = 3 =   √   4  2  +  3  2   

ط ب�سِّ =   √  25   = 5

القيمة المطلقة للعدد 3i + 4 تساوي 5.   

   z = -2 - i   )b  

(a , b) = (-2 , -1)   

O

−2

−4

−2−4

4

2

2 4

(−2, −1)
R

i

  

تعحيف ثال دا ثاداللا |z| =   √   a  2  +  b  2   

a = -2 , b = -1 =    √   (-2 )  2  + (-1 )  2   

ط ب�سِّ =    √  5   ≈ 2.24

القيمة المطلقة للعدد i - 2- تساوي 2.24 تقريبًا.   

   تحقق من فهمك تحقق من فهمك
مَثِّل كل عدد مما يأتي في المستوى المركب، وأوجد قيمته المطلقة:

-3 + 4i  )1B  5 + 2i  )1A 

كما كُتبت الإحداثيات الديكارتية (x, y) على صورة إحداثيات قطبية، فإنه يمكن كتابة 
الإحداثيات الديكارتية (a, b) التي تمثِّل عددًا مركبًا في المستوى المركب على الصورة القطبية. 

.a , b  لإيجاد قيم x , y وتُطبق الدوال المثلثية نفسها التي استُعملت في إيجاد قيم
=   a _ r  cos θ,=   b _ r  sin θ

= ar cos θ= br sin θr ث�سحب إل طحف في

وبتعويض التمثيلات القطبية لكل من b ، a ، يمكننا إيجاد الصورة القطبية أو الصورة المثلثية لعدد مركب.
= a + bizثاع ا ثادحإب ثقل�سلي

= r cos θ + (r sin θ)i b = r sin θ ، a = r cos θ

= r(cos θ + i sin θ)خُذ ثاعدمل ثاد�ستحك

في حالة العدد المركب ، فإن r تمثِّل القيمة المطلقة أو المقياس للعدد المركب، ويمكن إيجادها باستعمال الإجراء 
ى الزاوية θ سعة العدد المركب. وبالمثل  نفسه الذي استعملته لإيجاد القيمة المطلقة    r = |z| =   √   a  2  +  b  2. تُسمَّ

 لإيجاد θ من الإحداثيات الديكارتية ( x, y ) ، فإنه عند استعمال الأعداد المركبة يكون
. a < 0 عندما θ = Ta n  -1    b _ a   + π  أو  a > 0 عندما θ = Ta n  -1    b _ a     

ثا�سورة ثالال ا ثلب ثادثلث ا الع ا ثادحإب  z = a + bi هي: 

z = r (cos θ + i sin θ) ، حيث

 ، b = r sin θ ، a = r cos θ ،    r = |z| =   √   a  2  +  b  2 

. a < 0 ان مد θ = Ta n  -1    b _ a   + π  ،  a > 0 ان مد θ = Ta n  -1    b _ a  

b < 0 إذا كانت θ = -  π _ 
2
     ، b > 0 إذا كانت θ =  π _ 

2
ثلمد ثكذث إدنت a = 0 ، فإن     

1تمثيل الأعداد المركبة واإيجاد قيمها المطلقة

O

(a, b)

θ

r

a

b

R

i 
 ال�شورة القطبية: 

يجب ا م ثاخلط ب ن 
ثا�سورة ثالال ا الع ا 
ثادحإب بثقكر ثا دا 

ثالال ا الع ا ثادحإب. 
فدا�سورة ثالال ا اع ا 
محإب هي طحيلا ثلخحى 

اكتدبا ثاع ا ثادحإب . ب�سوف 
نندق�س ثقكر ثا دا ثالال ا 
الع ا ثادحإب قرلًد في هذث 

ثا ر�س .


 ال�شعة:  

إدد في ثقكر ثا دا ثالال ا ، 
فدكن θ ا �ست بر  ةً ، مع 

ثلنهد تُعاى اداةً في ثافتحة 
.-2π < θ < 2π

ال�شورة القطبية لعدد مركب

O

(a, b)

θ

r

a

b

R

i
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عبّر عن كلّ عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية:

- 6 + 8i  )a  

.θ والسعة r أوجد المقياس   

  √   a  2  +  b  2   r =a < 0 ،س غ ثاتحويل�Ta n  -1     b _ a   + πθ =

  √  (-6 )  2  +  8  2     = 10=a = -6 , b = 8Ta n  -1   (-   8 _ 
6
  )+ π ≈ 2.21=

لذا فإن الصورة القطبية للعدد 8i + 6- هي (cos 2.21 + i sin 2.21)10 تقريبًا.   

4 +   √  3  i  )b  

  √   a  2  +  b  2   r =a > 0 ،س غ ثاتحويل�Ta n  -1     b _ a  θ =

  √   4  2  + (  √  3   )  2   =a = 4 , b =   √  3  Ta n  -1       
√  3  

 _ 
4
  =

  √  19   ≈ 4.36=ط ≈0.41ب�سِّ

لذا فإن الصورة القطبية للعدد  3  i √   + 4 هي (cos 0.41 + i sin 0.41)4.36 تقريبًا.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
عبّر عن كلّ عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية:

-2 - 2i  )2B   9 + 7i  )2A 

ويمكنك استعمال الصورة القطبية لعدد مركب؛ لتمثيله في المستوى القطبي باستعمال (r , θ) كإحداثيات قطبية للعدد 
 ، r المركب. كما يمكنك تحويل عدد مركب مكتوب على الصورة القطبية إلى الصورة الديكارتية، وذلك باستعمال قيم

وقيم النسب المثلثية للزاوية θ المعطاة.

 _ z = 3 (cos   π في المستوى القطبي، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية.
6
   + i sin   π _ 

6
مثِّل العدد  (  

.   π _ 
6
لاحظ أن قيمة r هي 3 ، وقيمة θ هي   

.  (3,   π _ 
6
عَيِّن الإحداثيات القطبية  (  

ط. ولكتابة العدد على الصورة الديكارتية أوجد القيم المثلثية، ثم بَسِّ

3 (cos   π _ 
6
   + i sin   π _ 

6
ثا�سورة ثالال ا (  

 3  
⎡
 
 
 ⎢   

⎣
     
√  3  

 _ 
2
   + i  (  1 _ 

2
  )  

⎤
 
 
 ⎥   

⎦
بدكيجدا ق م ثاج ب، بج ب ثاتددم= 

   3  √  3  
 _ 

2
   +   3 _ 

2
   i=خد�س ا ثاتوزيع

. z =   3  √  3  
 _ 

2
   +   3 _ 

2
   i  هي  z = 3  (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
فتكون الصورة الديكارتية للعدد  (  

   تحقق من فهمك تحقق من فهمك
مَثِّل كل عدد مركب مما يأتي في المستوى القطبي، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية:

 4 (cos   5π _ 
3
   + i sin   5π _ 

3
  )  )3B   5 (cos   3π _ 

4
   + i sin   3π _ 

4
  )   )3A 

2الأعداد المركبة بال�شورة القطبية

3تمثيل ال�شورة القطبية لعدد مركب وتحويلها اإلى ال�شورة الديكارتية 
تحويل الأعداد المركبة:  

يدكن تحويل ا ا محإب 
من ثا�سورة ثالال ا ثكاى 

ثا�سورة ثا يكدرت ا بد�ستعددل 
ثاحد�سلا ثال دن ا من تال ق 

ثاحد�سلا، بفتح �سفحا 
تال ق ثاحد�سلا بثكاخدل 

ثاعلدرة الى ثا�سورة ثالال ا، 
 ام ثخت در  .

مع محثادة ثكا ثاثا ثقآاا 
ثاحد�سلا بح ث تُعاي 

ثا�سورة ثالال ا 

π

π
2

3π
2

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

54321O

(3,  π_6 )

0
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�شرب الأعداد المركبة وق�شمتها واإيجاد قواها وجذورها تُعدّ الصورة القطبية للعدد المركب، وصيغ 
المجموع، والفرق لكل من دالتي الجيب وجيب التمام مفيدةً للغاية في ضرب الأعداد المركبة وقسمتها. ويمكن 

اشتقاق صيغة ضرب عددين مركبين على الصورة القطبية على النحو الآتي:

=  r  1 (cos  θ  1  + i sin  θ  1 ) ·  r  2 (cos  θ  2  + i sin  θ  2 ) z  1  z  2 z   2   ،  z   1  ثا�سورة ثالالّ ا الع اين ثادحإل ن

=  r  1  r  2  (cos  θ  1  cos  θ  2  + i cos  θ  1  sin  θ  2  + i sin  θ  1  cos  θ  2  +  i  2  sin  θ  1  sin  θ  2 )فك ثقلقوث�س

=  r  1  r  2  [(cos  θ  1  cos  θ  2  - sin  θ  1  sin  θ  2 ) + (i cos  θ  1  sin  θ  2  + i sin  θ  1  cos  θ  2 )]-1 بـ i  2   ع ثاح با ثاتخ ل ا بثاحل ل ا، بث�ستل ل جدِّ

=  r  1  r  2  [(cos  θ  1  cos  θ  2  - sin  θ  1  sin  θ  2 ) + i (cos  θ  1  sin  θ  2  + sin  θ  1  cos  θ  2 )]ادملً م�ستحإًد i ثلخحج

=  r  1  r  2  [cos( θ  1  +  θ  2 ) + i sin( θ  1  +  θ  2 )]متادبلتد ج ب ثادجدوع ، بج ب تددم ثادجدوع

z  2  =  r  2 (cos  θ  2  + i sin  θ  2 ) ،  z  1  =  r  1 (cos  θ  1  + i sin  θ  1 )  ، فدكن: الع اين ثادحإل ن 

 z  1  z  2  =  r  1  r  2  [cos( θ  1  +  θ  2 ) + i sin( θ  1  +  θ  2 )] �شيغة ال�شرب  
r  2  ≠ 0  ، z  2 ≠ 0  ر ث ،   

 z  1 
 _  z  2    =   

 r  1 
 _  r  2    [cos( θ  1  -  θ  2 ) + i sin( θ  1  -  θ  2 )] �شيغة الق�شمة  

�سوف تلحهن �س غا ثال�سدا في ثاتدحين 51

لاحظ أنه عند ضرب عددين مركبين، فإنك تضرب المقياسين وتجمع السعتين، وعند القسمة فإنك تقسم المقياسين 
وتطرح السعتين.

 _ cos   5π) 2 على الصورة القطبية، ثم عبّر عنه 
3
   + i sin   5π _ 

3
  )  · 4 (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
أوجد ناتج  (  

بالصورة الديكارتية.

2  (cos   5π _ 
3
   + i sin   5π _ 

3
  )  · 4  (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
ثاعلدرة ثادعادة (  

2(4)  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos  (  5π _ 

3
   +   π _ 

6
  )  + i sin  (  5π _ 

3
   +   π _ 

6
  )  ⎤ 
 
�س غا ثا�سحب= ⎦   ⎥ 

8  (cos   11π _ 
6
   + i sin   11π _ 

6
ط= (   ب�سِّ

والآن أوجد الصورة الديكارتية للناتج.
8  (cos   11π _ 

6
   + i sin   11π _ 

6
ثا�سورة ثالال ا (  

8  (    
√  3  

 _ 
2
   - i   1 _ 

2
ثلبج  ق م ثاج ب بج ب ثاتددم= (  

4   √  3   - 4i=خد�س ا ثاتوزيع

.4  √  3   - 4i 8 ، والصورة الديكارتية (cos   11π _ 
6
   + i sin   11π _ 

6
فتكون الصورة القطبية للناتج  (  

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الناتج على الصورة القطبية، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية لكلٍّ مما يأتي:

 3 (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
  )  · 5 (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )  )4A 

  6 (cos   3π _ 
4
   + i sin   3π _ 

4
  )  · 2 (cos   2π _ 

3
   + i sin   2π _ 

3
  )  )4B 

كما تقدم في فقرة "لماذا؟"، فإنه يمكن استعمال قسمة الأعداد المركبة للتعبير عن العلاقات في الكهرباء.

شرب الأعداد المركبة على ال�شورة القطبية وق�شمتها�

4شرب الأعداد المركبة على ال�شورة القطبية�
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 Ω تساوي Z 150، وكانت معاوقتها V في دائرة كهربائية يساوي V كهرباء: إذا كان فرق الجهد
( 5    [cos(-0.46) + j sin (-0.46)] √  3)، فأوجد شدة التيار I في الدائرة على الصورة القطبية باستعمال 

 .V = I · Z المعادلة

اكتب العدد 150 على الصورة القطبية.
150  (cos 0 + j sin 0)150 =   √  15 0  2  +  0  2    = 150, θ = Ta n  -1    0 _ 

150
   = 0r =

. I بالنسبة لـ I · Z = V ّحُل
VI · Z =ثادعدااا ثقل�سل ا

  V _ 
Z

  I =Z ثق�سم إل طحف الى

  
150  (cos 0 + j sin 0)

  ___   
3  √  5    [cos(-0.46) + j sin(-0.46)]

  I = V = 150 (cos 0 + j sin 0) , 
Z = 3  √  5   [cos (-0.46) + j sin (-0.46)]

  150 _ 
3  √  5  

    {cos [0 - (-0.46)] + j sin [0 - (-0.46)]}I =س غا ثال�سدا�

10   √  5   (cos 0.46 + j sin 0.46)I =ط ب�سِّ

أي أن شدة التيار تساوي  5   (cos 0.46 + j sin 0.46) √   10) أمبير تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
كهرباء: إذا كان فرق جهد دائرة كهربائية V 120 ، وكانت شدة التيار ( j 6 + 8) أمبير ، فأوجد معاوقتها   )5  

على الصورة الديكارتية.

يعود الفضل في حساب قوى الأعداد المركبة وجذورها للعالم الفرنسي ديموافر، وقبل حساب قوى الأعداد المركبة 
وجذورها، فإن من المفيد كتابة العدد المركب على الصورة القطبية.

بإمكاننا استعمال صيغة ضرب الأعداد المركبة لتوضيح النمط الذي اكتشفه ديموافر.

. z · z من خلال الضرب  z  2  أولًا: أوجد

= r (cos θ + i sin θ) · r (cos θ + i sin θ)z · zث�سحب

=  r  2  [cos (θ + θ) + i sin (θ + θ)] z  2  س غا ثا�سحب�

=  r  2  (cos 2θ + i sin 2θ) z  2 ط ب�سِّ

.  z  2  · z بحساب   z  3  والآن أوجد

=  r  2 (cos 2θ + i sin 2θ) · r(cos θ + i sin θ) z  2  · z ث�سحب

=  r  3  [cos (2θ + θ) + i sin (2θ + θ)] z  3  س غا ثا�سحب�

=  r  3  (cos 3θ + i sin 3θ) z  3 ط ب�سِّ

. n لاحظ أنه عند حساب القوة النونية للعدد المركب، فإنك تجد القوّة النونية لمقياس العدد، وتضرب السعة في

55ق�شمة الأعداد المركبة على ال�شورة القطبية

مهند�شو الكهرباء ياور مهن �سو 
ثاكهحبدء تكنواوج د ج ي ة ا�سنداا 
نكدم تح ي  ثادوثقع بثادحوقا 
ل م نًد إدملا  ثاعدلقا ثاتي تُ�سغِّ

بمححإدا ثاادئحثا بثلنكدا ثاحثاثر 
بثادلرا. إدد ثلنهم يعدلون الى 

تاويح منتجدا متع اة مثل ثاهوثتف 
ثادحدواا بثا�س درثا بثاحجل ثقآاي.
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ويمكن تلخيص ذلك على النحو الآتي:

 ثكذث إدن z = r (cos θ + i sin θ ) ا اًث محإلًد الى ثا�سورة ثالال ا، بإدن n ا اًث �سح حًد موجلًد، فدكن:
.  z  n  = [ r (cos θ + i sin θ) ]  n  =  r   n ( cos nθ + i sin nθ )

   ( 3  i √  4 + 4)    بالصورة القطبية، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية.
6
أوجد  

أولًا: اكتب  3  i √  4 + 4 على الصورة القطبية.

  √   a  2  +  b  2   r =س غ ثاتحويل�Ta n  -1    b _ a  θ =

  √   4  2  + (4  √  3   )  2   =a = 4 , b = 4  √  3  Ta n  -1    4  √  3  
 _ 

4
  =

  √  16 + 48  =ط =  Ta n  -1    √  3ب�سِّ

ط=8  _ π  ب�سِّ
3
  =

. 8 (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
فتكون الصورة القطبية للعدد  3  i √  4 + 4  هي  (  

والآن استعمل نظرية ديموافر؛ لإيجاد القوة السادسة.

 ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ 8  (cos   π _ 

3
   + i sin   π _ 

3
  )   ⎤ 
 
 ⎥   ⎦  
6
 (4 + 4  √  3  i )  6  =ثا�سورة ثالالّ ا

 8   6   ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos 6  (  π _ 

3
  )  + i sin 6  (  π _ 

3
  )  ⎤ 
 
نكحيا ايدوثفح= ⎦   ⎥ 

262144 (cos 2π + i sin 2π)=ط ب�سِّ

262144(1 + 0i )=ثلبج  ق دتي ثاج ب بج ب ثاتددم

ط=262144 ب�سِّ

.(4 + 4  √  3  i )  6  = 262144 أي أن

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الناتج في كلٍّ مما يأتي، وعبّر عنه بالصورة الديكارتية :

 (2  √  3   - 2i )  8  )6B   (1 +   √  3  i )  4  )6A 

يوجد للمعادلة x  4  = 256  حلان في مجموعة الأعداد الحقيقية هما 4- , 4. ويُظهر 
التمثيل البياني المجاور للمعادلة y =  x  4  - 256  وجود صفرين حقيقيين عند 

x = 4 , -4 ، بينما في مجموعة الأعداد المركبة فإن لهذه المعادلة حلين حقيقيين، 

وحلين مركبين.

درست سابقًا نتيجة النظرية الأساسية في الجبر، والتي تنص على وجود n صفرًا 
لمعادلة كثيرة الحدود من الدرجة n في مجموعة الأعداد المركبة؛ لذا يكون للمعادلة  

. 4 , -4 , 4 i , -4 i أربعة حلول أو جذور مختلفة، وهي  x  4  - 256 = 0  التي تكتب على الصورة x  4  = 256 

وبشكل عام، فإنه يوجد n جذر نوني مختلفٌ لأي عدد مركب لا يساوي الصفر حيث n ≥ 2 ، بمعنى أنه لأي عدد 
مركب جذران تربيعيان، وثلاثة جذور تكعيبية وأربعة جذور رباعية…، وهكذا.

نظرية ديموافر

6نظرية ديموافر

اإبراهام ديموافر
 ) 1667 م – 1754 م(  

ريد�سي فحن�سي اُحف بدانكحيا 
ثاد�سددة بد�سده، بإتدبه ان ثقرتددقا 
هو Doctrine of Chances . بيُعّ  
ايدوثفح من ثاحيد�س  ن ثاحبّثا في 
ثاهن �سا ثاتحل ل ا بثقرتددقا.

y

xO−8 −4 4 8

(0, −256)

−120

(−4, 0) (4, 0)
120 

النظرية الأ�شا�شية في الجبر
إل معدااا إث حة ر با  ارجتهد 
ثلإلح من �سفح اهد جذر بثر  

الى ثقلقل ينتدي ثكاى مجدواا 
ثقلا ثا ثادحإلا. 
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ولإيجاد جميع جذور عدد مركب يمكن أن تستعمل نظرية ديموافر للوصول إلى الصيغة الآتية:

قلي ا ا �سح ح n ≥ 2 ، فدكن الع ا ثادحإب n ، r (cos θ + i sin θ) من ثاجذبر ثانون ا ثادختلفا، بيدكن 
ثكيجداهد بد�ستعددل ثا�س غا :

 r     
1 _ n    (cos   θ + 2kπ

 _ n   + i sin   θ + 2kπ
 _ n  ) 

. k = 0, 1, 2, …, n - 1 ر ث

ويمكننا استعمال هذه الصيغة لجميع قيم k الممكنة، إلا أنه يمكننا التوقف عندما k = n - 1 ، وعندما يساوي 
k العدد n، أو يزيد عليه تبدأ الجذور بالتكرار، كما يظهر في المعادلة:

k = 0 بهي مادبلا الزثبيا ثاتي تنتج ان مد    θ + 2πn _ n   =    θ _ n   + 2π

.- 4 - 4i أوجد الجذور الرباعية للعدد المركب

أولًا: اكتب 4i - 4- على الصورة القطبية.

  √  32   (cos   5π _ 
4
   + i sin   5π _ 

4
  ) -4 - 4i =r =   √   (-4 )  2  + (-4 )  2    =   √  32    , θ = Ta n  -1    -4 _ 

-4
   + π =   5π _ 

4
  

والآن اكتب الصيغة للجذور الرباعية.

(  √  32   )    
1 _ 
4
     (cos   

  5π _ 
4
   + 2kπ

 _ 
4
   + i sin   

  5π _ 
4
   + 2kπ

 _ 
4
   ) θ =   5π _ 

4
   , n = 4 ,  r    

1 _ n    = (  √  32   )  
  1 _ 
4
  
 

=   8
 √  32       ⎡ 

 
 ⎢   ⎣ cos  (  5π _ 

16
   +   2kπ _ 

4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2kπ _ 

4
  )  ⎤ 

 
ط ⎦   ⎥  ب�سِّ

. k = 0, 1, 2, 3 ثانيًا: لإيجاد الجذور الرباعية، عوّض

  8
 √  32       ⎡ 

 
 ⎢   ⎣ cos  (  5π _ 

16
   +   2(0)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(0)π

 _ 
4
  )  ⎤ 

 
 ⎥   ⎦ k = 0

  8
 √  32     (cos   5π _ 

16
   + i sin   5π _ 

16
  )  ≈ 0.86 + 1.28i=ثاجذر ثقلبل

  8
 √  32       ⎡ 

 
 ⎢   ⎣ cos  (  5π _ 

16
   +   2(1)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(1)π

 _ 
4
  )  ⎤ 

 
 ⎥   ⎦ k = 1

  8
 √  32     (cos   13π _ 

16
   + i sin   13π _ 

16
  )  ≈ -1.28 + 0.86i=ثاجذر ثاثدني

  8
 √  32       ⎡ 

 
 ⎢   ⎣ cos  (  5π _ 

16
   +   2(2)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(2)π

 _ 
4
  )  ⎤ 

 
 ⎥   ⎦ k = 2

  8
 √  32     (cos   21π _ 

16
   + i sin   21π _ 

16
  )  ≈ -0.86 - 1.28i=ثاجذر ثاثداث

  8
 √  32       ⎡ 

 
 ⎢   ⎣ cos  (  5π _ 

16
   +   2(3)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(3)π

 _ 
4
  )  ⎤ 

 
 ⎥   ⎦ k = 3

  8
 √  32     (cos   29π _ 

16
   + i sin   29π _ 

16
  )  ≈ 1.28 - 0.86i=ثاجذر ثاحثبع

 0.86 + 1.28 i , -1.28 + 0.86 i , -0.86 - 1.28 i , 1.28 - 0.86 i 4- هي - 4i الجذور الرباعية للعدد

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الجذور التكعيبية للعدد 8   )7B  2 + 2i أوجد الجذور التكعيبية للعدد  )7A 

الجذور المختلفة

7جذور العدد المركب
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لاحظ أن الجذور الأربعة التي أوجدناها في المثال 7 تقع على دائرة. فإذا نظرنا إلى 
8   )، ويمثل 

 √  32   ≈ 1.54 ) الصورة القطبية لكل جذر، نجد أن لكل منها مقياسًا قيمته
نصف قطر الدائرة. كما أن المسافات بين الجذور على الدائرة متساوية، وذلك نتيجة 

.   2π _ 
4
للفرق الثابت بين قيم السعة؛ إذ يساوي   

تحدث إحدى الحالات الخاصة عند إيجاد الجذور النونية للعدد 1، فعند كتابة 1 على 
الصورة القطبية، فإننا نحصل على r = 1. وكما ذكرنا في الفقرة السابقة، فإن مقياس 

الجذور هو طول نصف قطر الدائرة الناتجة عن تمثيل الجذور في المستوى المركب؛ لذا فإن الجذور النونية للعدد 
واحد تقع على دائرة الوحدة.

أوجد الجذور الثُّمانيَّة للعدد واحد.

أولًا: اكتب 1 على الصورة القطبية.

1 = 1 · (cos 0 + i sin 0) r =   √   1  2  +  0  2    = 1 , θ = Ta n  -1    0 _ 
1
   = 0

والآن اكتب الصيغة للجذور الثمانيَّة.

1 (cos   0 + 2kπ
 _ 

8
   + i sin   0 + 2kπ

 _ 
8
   ) θ = 0 , n = 8 ,  r   

  1 _ n  
  =  1  

  1 _ 
8
  
  = 1

= cos   kπ _ 
4
   + i sin   kπ _ 

4
ط   ب�سِّ

ثانيًا: افترض أن k = 0  لإيجاد الجذر الأول للعدد 1 .
cos   (0)π

 _ 
4
   + i sin   (0)π

 _ 
4
  k = 0

= cos 0 + i sin 0 = 1ثاجذر ثقلبل

 _ π   إلى سعة الجذر السابق.
4
لاحظ أن مقياس كل جذر هو 1، ويمكن إيجاد سعة الجذر الحالية بإضافة   

=     
√  2  

 _ 
2
   +     

√  2  
 _ 

2
    icos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
ثاجذر ثاثدني  

= icos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
ثاجذر ثاثداث  

= -      
√  2  

 _ 
2
   +     

√  2  
 _ 

2
   icos   3π _ 

4
   + i sin   3π _ 

4
ثاجذر ثاحثبع  

= -1cos π + i sin πثاجذر ثاخدم�س

= -      
√  2  

 _ 
2
   -     

√  2  
 _ 

2
    icos   5π _ 

4
   + i sin   5π _ 

4
ثاجذر ثا�سدا�س  

= -icos   3π _ 
2
   + i sin   3π _ 

2
ثاجذر ثا�سدبع  

=     
√  2  

 _ 
2
   -     

√  2  
 _ 

2
    icos   7π _ 

4
   + i sin   7π _ 

4
ثاجذر ثاثدمن  

 1 ,     
√  2  

 _ 
2
   +     

√  2  
 _ 

2
     i , i , -      

√  2  
 _ 

2
   +     

√  2  
 _ 

2
     i , -1 , -      

√  2  
 _ 

2
   -     

√  2  
 _ 

2
    i , -i ,     

√  2  
 _ 

2
   -     

√  2  
 _ 

2
    i الجذور الثُّمانيَّة للعدد 1 هي

كما هو موضح في الشكل أأعلاه.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الجذور السداسية للعدد واحد.  )8B أوجد الجذور التكعيبية للعدد واحد.   )8A 

O

−1

−1−2

2

1

1 2

(−1.28, 0.86)

(−0.86, -1.28)

(0.86, 1.28)

(1.28, −0.86)−2

R

i

8الجذور النونية للعدد واحد


   الجذور النونية لعدد مركب
يكون الجذبر ثادل د�س نف�سه 

 ،     θ _ 
n

   r  . �سعا ثاجذر ثقلبل   
  1 _ n  

بهو 

ام تزاثا الجذبر ثقلخحى الى 

.   2π _ n   ثاتوثاي بدك�سدفا

O

−1

−2

−1−2

2

1

1 2

( √2_
2 ,

√2_
2 )(-

√2_
2 ,

√2_
2 )

( √2_
2 , -

√2_
2 )

R

i

( 2
2

, - 2
2 )-
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مَثِّل كل عدد مما يأتي في المستوى المركب، وأوجد قيمته المطلقة:  
)مثدل 1(

z = 4 + 4i  1)  

z = -3 + i  2)  

z = -4 - 6i  3)  

z = 2 - 5i  4)  

z = -7 + 5i  5)  

 z = 8 - 2i  6)  

 ، z = 10 + 15i متجهات: تُعطى القوة المؤثرة على جسم بالعلاقة  7)  
حيث تُقاس كل مركبة للقوة بالنيوتن ( N ) . )مثدل 1(

مَثِّل z كمتجه في المستوى المركب.  )a  

أوجد طول المتجه واتجاهه.  )b  

عبِّر عن كل عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية: )مثدل 2(

4 + 4i  8)  

 -2 + i  9)  

 4 -   √  2  i  10)  

2 - 2i  11)  

 4 + 5i  12)  

 -1 -   √  3  i  13)  

مَثِّل كل عدد مركب مما يأتي في المستوى القطبي، ثم عبِّر عنه بالصورة 
الديكارتية: )مثدل 3(

 4 (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
  )  14)  

  (cos   11π _ 
6
   + i sin   11π _ 

6
  )  15)  

2 (cos   4π _ 
3
   + i sin   4π _ 

3
  )  16)  

  3 _ 2   (cos 360° + i sin 360°)  17)  

أوجد الناتج في كلٍّ مما يأتي على الصورة القطبية، ثم عبِّر عنه بالصورة 
الديكارتية: )ثادثدقن 5 , 4(

6  (cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
  )  · 4  (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )  18)  

5 (cos 135° + i sin 135°) · 2 (cos 45° + i sin 45°)  19)  

3  (cos   3π _ 
4
   + i sin   3π _ 

4
  ) ÷   1 _ 

2
   (cos π + i sin π)  20)  

2 (cos 90° + i sin 90°) · 2(cos 270° + i sin 270°)  21)  

3  (cos   π _ 
6
   + i sin   π _ 

6
  ) ÷ 4  (cos   2π _ 

3
   + i sin   2π _ 

3
  )  22)  

4  (cos   9π _ 
4
   + i sin   9π _ 

4
  ) ÷ 2  (cos   3π _ 

2
   + i sin   3π _ 

2
  )  23)  

  1 _ 
2
   (cos 60° + i sin 60°) · 6(cos 150° + i sin 150°)  24)  

6  (cos   3π _ 
4
   + i sin   3π _ 

4
  )  ÷ 2  (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )  25)  

5 (cos 180° + i sin 180°)· 2 (cos 135° + i sin 135°)  26)  

  1 _ 
2
    (cos   π _ 

3
   + i sin   π _ 

3
  ) ÷ 3  (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
  )  27)  

أوجد الناتج لكل مما يأتي بالصورة القطبية، ثم عبِّر عنه بالصورة 
الديكارتية: )مثدل 6(

(2 + 2  √  3  i )  6  28)  

 
 
⎡   ⎣ 
 4 (cos   π _ 

2
   + i sin   π _ 

2
  )   

 
⎤   ⎦ 
   
4
  29)  

(2 + 3i )  -2  30)  

 
 
⎡   ⎣ 
 2 (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )   

 
⎤   ⎦ 
   
4
  31)  

ت�شميم: يعمل سالم في وكالة للإعلانات. ويرغب في تصميم   32)  
لوحة مكونة من أشكال سداسية منتظمة كما هو مبيّن أدناه. ويستطيع 
تعيين رؤوس أحـد هذه الأشكـال السداسية بتمثيل حلـول المعادلة  

x  6  - 1 = 0 في المستوى المركب. أوجد رؤوس أحد هذه 

الأشكال السداسية. )مثدل 7(
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أوجد جميع الجذور المطلوبة للعدد المركب في كل مما يأتي:  
)ثادثدقن 8 ,7(

i الجذور السداسية للعدد  33)  

4  √  3   - 4i الجذور الرباعية للعدد  34)  

 - 3 - 4i الجذور التربيعية للعدد  35)  

كهرباء: تُعطَى معاوقة أحد أجزاء دائرة كهربائية موصولة على   36)  
التوالي بالعبارة Ω(cos 0.9 + j sin 0.9)5 ، وتُعطَى في الجزء 

. 8(cos 0.4 + j sin 0.4)Ω الآخر من الدائرة بالعبارة

ل كلاًّ من العبارتين السابقتين إلى الصورة الديكارتية. حَوِّ  )a  

اجمع الناتجين في الفرع a؛ لإيجاد المعاوقة الكلية في الدائرة.  )b  

ل المعاوقة الكلية إلى الصورة القطبية. حَوِّ  )c  

ك�شريات: الكسريات شكل هندسي يتكون من نمط مكرر بشكل   37)  
مستمر، وتكون الكسريات ذاتية التشابه؛ أي أن الأجزاء الصغيرة 
للشكل لها الخصائص الهندسية نفسها للشكل الأصلي، كما في 

الشكل أدناه.

في هذا السؤال سوف تنتج كسريات من خلال تكرار f (z) = z2 ، حيث    
. z  0  = 0.8 + 0.5  i

 ،  z  1  = f( z  0 ) حيث ، z  1  ,  z  2  ,  z  3  ,  z  4  ,  z  5  ,  z  6  احسب  )a   
z  2  = f( z  1 )  ، وهكذا.

مَثِّل كل عدد في المستوى المركب.  )b  

صِف النمط الناتج.  )c  

(38  أوجد العدد المركب z إذا علمت أن ( i-1-) هو أحد جذوره   

الرباعية، ثم أوجد جذوره الرباعية الأخرى.

حُلّ كلًّ من المعادلات الآتية باستعمال صيغة الجذور المختلفة:

  x  3  = i  39)  

  x  4  = 81i  40)  

  x  3  + 1 = i  41)  



اكت�شف الخطاأ:  يَحسبُ كل من أحمد وباسم قيمة   42)  

     -)   . فيستعمل أحمد نظرية ديموافر ويحصل على 
√  3  

 _ 
2
   +   1 _ 

2
   i)   

5
 

 _ cos   5π . ويقول باسمُ بأن أحمدَ قد أنجز جزءًا 
6
    + i sin   5π _ 

6
الإجابة    

ر إجابتك.  من المسألة فقط. أيهما إجابته صحيحة؟ بَرِّ

: أوجد الجذور المحدّدة على كل من المنحنيين أدناه على الصورة  تحدٍّ
القطبية، ثم عيِّن العدد المركب الذي له هذه الجذور. 

 43)  

O

5π
6

3π
2

π
6

R

i

  

 44)  

O

3π
4

7π
4

5π
4

π
4

R

i
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 ،  z  1  =  r  1 (cos  θ  1  + i sin  θ  1 ) برهان: إذا كان  45)  

z  2  =  r  2 (cos  θ  2  + i sin  θ  2 )   ، حيث r  2  ≠ 0  ، فأثبت أن   

.      z  1 
 _  z  2    =   

 r  1 
 _  r  2    [cos ( θ  1  -  θ  2 ) + i sin ( θ  1  -  θ  2 )]   

: اكتب cos 3θ بدلالة cos θ مستعملًا نظرية ديموافر. إرشاد:  تحدٍّ  46)  
أوجد قيمة 3(cos θ + i sin θ) مرة باستعمال نظرية ديموافر، ومرة 

باستعمال مفكوك نظرية ذات الحدين. 

ح خطوات إيجاد الجذور النونية للعدد المركب اكتب: وضِّ  47)   
z = r(cos θ + i sin θ) ، حيث n عدد صحيح موجب.



مثِّل كل نقطة مما يأتي في المستوى القطبي: )ثا ر�س 1- 2(

Q  (4 , -   5π _ 
6
  )  48)  

P(4.5 , -210°)  49)  

اكتب كل معادلة مما يأتي على الصورة القطبية:  )ثا ر�س 2- 2(

(x - 3 )  2  +  y  2  = 9  50)  

 x  2  +  y  2  = 2y  51)  

أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط مما يأتي: )ثا ر�س 1- 2(

 (2 ,   π _ 
6
   )  ,  (5 ,   2π _ 

3
   )   52)  

(1 , -45° ) , (-5 , 210°)  53)  

حوّل الإحداثيات القطبيّة لكل نقطة مما يأتي إلى إحداثيات ديكارتية:  
)ثا ر�س 2- 2(

 (5 ,   π _ 
3
   )   54)  

(4 , 210° )  55)  



  وطوله، 
 
  AB   أي مما يأتي يمثّل  56)  

إذا كان A(3, 4, -2) , B(-5, 2, 1) ؟    

〈- 8 , -2 ,  3 〉,   √  77   A  

〈 8 , - 2 ,  3 〉,   √  77   B  

〈- 8 , - 2 ,  3 〉,   √  109   C  

〈 8 , -2 ,  3 〉 ,   √  109   D  

  (-3 ,   5π _ 
3
ما المسافة بين النقطة  (     57)  

 _ π   , 6)  ؟ 
4
والنقطة  (      

3.97  A  

4.97  B  

5.97  C  

6.97  D  

أي مما يأتي يمثِّل تقريبًا الصورة القطبية للعدد المركب 21i - 20؟  58)  

29 (cos 5.47 + i sin 5.47)  A  

29 (cos 5.52 + i sin 5.52)  B  

32 (cos 5.47 + i sin 5.47)  C  

32 (cos 5.52 + i sin 5.52)  D  
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مفاهيم �أ�سا�سية
�لإحد�ثيات �لقطبية )الدرس 1 - 2(

يُعَيُّن موقع النقطة (r, θ) في نظام الإحداثيات القطبية   •
. θ والزاوية المتجهة  r با�ستعمال الم�سافة المتجهة

الم�سافة بين النقطتين P  1 ( r  1 ,  θ  1 ) ,  P  2 ( r  2 ,  θ  2 )  في الم�ستوى   •
 القطبي هي: 

   P  1  P  2   =   √     r  1  2  +  r  2  2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )  

150°

300°240°

330°210°

60°120°
90°

270°

0°4321O
P1(r 1 , θ1)

P2 (r 2 , θ2)

�ل�سورة �لقطبية و�ل�سورة �لديكارتية للمعادلت  
)الدرس 2 - 2(

.(r cos θ, r sin θ) هي P(r, θ) الإحداثيات الديكارتية للنقطة  •
لتحويل اإحداثيات نقطة P(x, y) من الإحداثيات الديكارتية   •

 ،    r =   √   x  2  +  y  2   اإلى الإحداثيات القطبية ا�ستعمل المعادلت
 θ = Ta n  -1    

y
 _ x   + π اأو ، x > 0 عندما ،  θ = Ta n  -1    

y
 _ x 

. x < 0 عندما

�لأعد�د �لمركبة ونظرية ديمو�فر )الدرس 3 - 2(
 a + bi ال�سورة القطبية اأو المثلثية للعدد المركب  • 

. r (cos θ + i sin θ ) هي
�سيغة ال�سرب لعددين مركبين  z  2  ،  z  1  هي:   • 

. z  1  z  2  =  r  1  r  2  [cos ( θ  1  +  θ  2 ) + i sin ( θ  1  +  θ  2 )]
�سيغة الق�سمة لعددين مركبين  z  2  ،  z  1  هي:  • 

  
 z  1 

 _  z  2    =   
 r  1 

 _  r  2    [cos ( θ  1  -  θ  2 ) + i sin ( θ  1  -  θ  2 )] ,  r  2  ≠ 0
  z = r (cos θ + i sin θ) تن�ص نظرية ديموافر على اأنه اإذا كانت  •

 هي ال�سورة القطبية لعدد مركب، فاإن: 
 ، z  n  =  r  n  (cos nθ + i sin nθ )  

حيث n عدد �سحيح موجب.

�لجذور �لمختلفة:
، r (cos θ + i sin θ) فاإن للعدد المركب ،n ≥ 2 لأي عدد �سحيح 
n من الجذور النونية المختلفة ويمكن اإيجادها با�ستعمال ال�سيغة :

 r     
1 _ n    (cos   θ + 2kπ

 _ n   + i sin   θ + 2kπ
 _ n  ) 

 . k = 0, 1, 2, …, n - 1 حيث

�لمفرد�ت
نظام الإحداثيات القطبية �ص 52 

القطب �ص 52

المحور القطبي �ص 52

الإحداثيات القطبية �ص 52

المعادلة القطبية �ص 54

التمثيل القطبي �ص 54

الم�ستوى المركب �ص 68

المحور الحقيقي �ص 68

المحور التخيلي �ص 68

القيمة المطلقة لعدد مركب  �ص 68

ال�سورة القطبية �ص 69

ال�سورة المثلثيّة �ص 69

المقيا�ص �ص 69

ال�سعة �ص 69

الجذور النونيّة للعدد واحد �ص 75

�ختبر مفرد�تك
اختر المفردة المناسبة من القائمة أعلاه لإكمال كل جملة مما يأتي: 

(1   هو مجموعة كل النقاط (r, θ) التي تحقق معادلة قطبية   
معطاة.

المستوى الذي يحوي محورَاً يمثِّل الجزء الحقيقي، وآخر يمثل   2)  
الجزء التخيلي هو  .

يُحدّدُ موقع نقطة في  باستعمال المسافة المتجه من   3)  
نقطة ثابتة إلى النقطة نفسها، وزاوية متجهة من محور ثابت.

(4   هي الزاوية θ لعدد مركب مكتوب على الصورة:   
. r (cos θ + i sin θ )

ى نقطة الأصل في نظام الإحداثيات القطبية بـ   . تُسمَّ  5)  

ى القيمة المطلقة لعدد مركب بـ   . تُسمَّ  6)  

(7  هو اسم آخر للمستوى المركب.  

(8  هو نصف مستقيم ممتد من القطب، ويكون أفقيًّا باتجاه   
اليمين.

دليل �لدر��سة و�لمر�جعة
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مَثّل كل عدد مما يأتي في المستوى المركب، وأوجد قيمتهُ المطلقة:

z = 4i  29)  z = 3 - i  28)  

z = 6 - 3i  31)  z = - 4 + 2i  30)  

عبِّر عن كل عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية:

-5 + 8i  33)  3 +   √  2  i  32)  

  √  2   +   √  2  i  35)  - 4 -   √  3  i  34)  

مَثِّل كل عدد مركب مما يأتي في المستوى القطبي، ثم عبِّر عنه بالصورة 
الديكارتية:

z = 3  (cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
  )  36)  

z = 5  (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
  )  37)  

z = 2  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )  38)  

z = 4  (cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
  )  39)  

أوجد الناتج في كل مما يأتي على الصورة القطبية، ثم عبِّر عنه 
بالصورة الديكارتية: 

مَثِّل 6i - 4 في المستوى المركب، ثم عبِّر عنه بالصورة القطبية.

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

i

R

(4, −6)

أوجد المقياس.

   √   a  2  +  b  2   r =سيغة التحويل�

   √   4  2  + (-6 )  2    = 2  √  13  =a = 4 , b = -6

أوجد السعة.
Ta n  -1    b _ a  θ =سيغة التحويل�

Ta n  -1   (-   6 _ 
4
   ) =a = 4 , b = -6

ط≈0.98 - ب�سِّ

فتكون الصورة القطبية للعدد 6i - 4 هي: 
 13   [(cos(- 0.98) + i sin(- 0.98)] √  2  تقريبًا.

2  ( cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
   )  · 4  (cos   π _ 

3
   + i sin   π _ 

3
  )  40)  

8 ( cos 225° + i sin 225° ) ·   1 _ 
2
   (cos 120° + i sin 120°)  41)  

5 ( cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
   )  ÷   1 _ 

3
    (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
   )  42)  

6( cos 210° + i sin 210° ) ÷ 3 ( cos 150° + i sin 150° )  43)  

أوجد قيمة  4  (  2   + 3i √  ) بالصور القطبية، ثم اكتبه على الصورة   44)  
الديكارتية.

. 1 + i أوجد الجذور الرباعية للعدد المركب  45)  

  3  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )   · 5  (cos   7π _ 

6
   + i sin   7π _ 

6
أوجد ناتج  (  

له إلى الصورة الديكارتية. على الصورة القطبية، ثم حوِّ

3  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )  · 5 (cos   7π _ 

6
   + i sin   7π _ 

6
العبارة المعطاة (  

(3 · 5)  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos  (  π _ 

4
   +   7π _ 

6
  )  + i sin  (  π _ 

4
   +   7π _ 

6
  )  ⎤ 

 
�سيغة ال�سرب=  ⎦   ⎥ 

15  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )  ⎤ 

 
ط=  ⎦   ⎥  ب�سِّ

والآن أوجد الصورة الديكارتية لناتج الضرب.

15  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )  ⎤ 

 
ال�سورة القطبية  ⎦   ⎥ 

15 [-0.26 + i(-0.966)=اأوجد قيمتي الجيب وجيب التمام

- 3.9 - 14.5i=خا�سية التوزيع

فتكون الصورة الديكارتية لناتج الضرب i 14.5 - 3.9 - تقريبًا.

دليل �لدر��سة و �لمر�جعة

3
�لأعد�د �لمركبة ونظرية ديمو�فر )�ل�سفحات 78 - 68(2-3

4

مر�جعة �لدرو�س

مَثِّل كلّ نقطة مما يأتي في المستوى القطبي:

X (1.5 ,   7π _ 
4
  )  10)  W(-0.5 , -210°)  9)  

Z (-3 ,   5π _ 
6
  )  12)  Y(4 , -120°)  11)  

مَثِّل كلّ معادلة من المعادلات القطبية الآتية بيانيًّا:

r =   9 _ 
2
   14)  θ = -60°  13)  

θ =   11π _ 
6
   16)  r = 7  15)  

أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط مما يأتي:

(-3 , 60°) , (4 , 240°)  18)   (5 ,   π _ 
2
   )  ,  (2 , -  7π _ 

6
  )  17)  

 (7 ,   5π _ 
6
   )  ,  (2 ,   4π _ 

3
   )  20)  (-1 , -45°) , (6 , 270°)  19)  

مَثِّل المعادلة r = 5 بيانيًّا في المستوى القطبي.

حلول المعادلة r = 5 هي الأزواج المرتبة (θ ,5) ، حيث θ أي عدد 
حقيقي. ويتكون التمثيل من جميع النقاط التي تبعد 5 وحدات عن 

القطب، لذا فإن التمثيل هو دائرة مركزها القطب، وطول نصف قطرها 
. 5

0π

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

4321O

(5,   π_6 )(5,   5π_
6 )

r = 5

(5,   3π_
2 )

π
2

5

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثِّل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 
-2 π ≤ θ ≤ 2 π بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي، حيث

(-1 ,  5)  21)  

(3 ,  7)  22)  

( 1 , 2)  23)  

اكتب كلّ معادلة على الصورة الديكارتية، وحدّد نوع تمثيلها البياني: 

r = 5  24)  

r = -4 sin θ  25)  

r = 6 sec θ  26)  

r =   1 _ 
3
   csc θ  27)  

د نوع تمثيلها  اكتب المعادلة r = 2 cos θ على الصورة الديكارتية، ثم حدِّ
البياني.

2 cos θr =المعادلة الأ�سلية

2 r cos θ r  2  =r ا�سرب الطرفين في

2 x x  2  +  y  2  = x = r cos θ ,  r  2  =  x  2  +  y  2 

0 x  2  +  y  2  - 2x =2 من الطرفينx اطرح

أي أن الصورة القياسية للمعادلة 
 ،(x - 1 )  2  +  y  2  = 1 :هي

وهي معادلة دائرة مركزها (0 ,1) 
وطول نصف قطرها 1.

دليل �لدر��سة و�لمر�جعة

1
�لإحد�ثيات �لقطبية )�ل�سفحات 58 - 52(2-1

2
�ل�سورة �لقطبية و�ل�سورة �لديكارتية للمعادلت )�ل�سفحات 67 - 59(2-2
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مَثّل كل عدد مما يأتي في المستوى المركب، وأوجد قيمتهُ المطلقة:

z = 4i  29)  z = 3 - i  28)  

z = 6 - 3i  31)  z = - 4 + 2i  30)  

عبِّر عن كل عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية:

-5 + 8i  33)  3 +   √  2  i  32)  

  √  2   +   √  2  i  35)  - 4 -   √  3  i  34)  

مَثِّل كل عدد مركب مما يأتي في المستوى القطبي، ثم عبِّر عنه بالصورة 
الديكارتية:

z = 3  (cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
  )  36)  

z = 5  (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
  )  37)  

z = 2  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )  38)  

z = 4  (cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
  )  39)  

أوجد الناتج في كل مما يأتي على الصورة القطبية، ثم عبِّر عنه 
بالصورة الديكارتية: 

مَثِّل 6i - 4 في المستوى المركب، ثم عبِّر عنه بالصورة القطبية.

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

i

R

(4, −6)

أوجد المقياس.

   √   a  2  +  b  2   r =سيغة التحويل�

   √   4  2  + (-6 )  2    = 2  √  13  =a = 4 , b = -6

أوجد السعة.
Ta n  -1    b _ a  θ =سيغة التحويل�

Ta n  -1   (-   6 _ 
4
   ) =a = 4 , b = -6

ط≈0.98 - ب�سِّ

فتكون الصورة القطبية للعدد 6i - 4 هي: 
 13   [(cos(- 0.98) + i sin(- 0.98)] √  2  تقريبًا.

2  ( cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
   )  · 4  (cos   π _ 

3
   + i sin   π _ 

3
  )  40)  

8 ( cos 225° + i sin 225° ) ·   1 _ 
2
   (cos 120° + i sin 120°)  41)  

5 ( cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
   )  ÷   1 _ 

3
    (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
   )  42)  

6( cos 210° + i sin 210° ) ÷ 3 ( cos 150° + i sin 150° )  43)  

أوجد قيمة  4  (  2   + 3i √  ) بالصور القطبية، ثم اكتبه على الصورة   44)  
الديكارتية.

. 1 + i أوجد الجذور الرباعية للعدد المركب  45)  

  3  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )   · 5  (cos   7π _ 

6
   + i sin   7π _ 

6
أوجد ناتج  (  

له إلى الصورة الديكارتية. على الصورة القطبية، ثم حوِّ

3  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )  · 5 (cos   7π _ 

6
   + i sin   7π _ 

6
العبارة المعطاة (  

(3 · 5)  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos  (  π _ 

4
   +   7π _ 

6
  )  + i sin  (  π _ 

4
   +   7π _ 

6
  )  ⎤ 

 
�سيغة ال�سرب=  ⎦   ⎥ 

15  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )  ⎤ 

 
ط=  ⎦   ⎥  ب�سِّ

والآن أوجد الصورة الديكارتية لناتج الضرب.

15  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )  ⎤ 

 
ال�سورة القطبية  ⎦   ⎥ 

15 [-0.26 + i(-0.966)=اأوجد قيمتي الجيب وجيب التمام

- 3.9 - 14.5i=خا�سية التوزيع

فتكون الصورة الديكارتية لناتج الضرب i 14.5 - 3.9 - تقريبًا.

دليل �لدر��سة و �لمر�جعة

3
�لأعد�د �لمركبة ونظرية ديمو�فر )�ل�سفحات 78 - 68(2-3

4

مر�جعة �لدرو�س

مَثِّل كلّ نقطة مما يأتي في المستوى القطبي:

X (1.5 ,   7π _ 
4
  )  10)  W(-0.5 , -210°)  9)  

Z (-3 ,   5π _ 
6
  )  12)  Y(4 , -120°)  11)  

مَثِّل كلّ معادلة من المعادلات القطبية الآتية بيانيًّا:

r =   9 _ 
2
   14)  θ = -60°  13)  

θ =   11π _ 
6
   16)  r = 7  15)  

أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط مما يأتي:

(-3 , 60°) , (4 , 240°)  18)   (5 ,   π _ 
2
   )  ,  (2 , -  7π _ 

6
  )  17)  

 (7 ,   5π _ 
6
   )  ,  (2 ,   4π _ 

3
   )  20)  (-1 , -45°) , (6 , 270°)  19)  

مَثِّل المعادلة r = 5 بيانيًّا في المستوى القطبي.

حلول المعادلة r = 5 هي الأزواج المرتبة (θ ,5) ، حيث θ أي عدد 
حقيقي. ويتكون التمثيل من جميع النقاط التي تبعد 5 وحدات عن 

القطب، لذا فإن التمثيل هو دائرة مركزها القطب، وطول نصف قطرها 
. 5

0π

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

4321O

(5,   π_6 )(5,   5π_
6 )

r = 5

(5,   3π_
2 )

π
2

5

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثِّل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 
-2 π ≤ θ ≤ 2 π بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي، حيث

(-1 ,  5)  21)  

(3 ,  7)  22)  

( 1 , 2)  23)  

اكتب كلّ معادلة على الصورة الديكارتية، وحدّد نوع تمثيلها البياني: 

r = 5  24)  

r = -4 sin θ  25)  

r = 6 sec θ  26)  

r =   1 _ 
3
   csc θ  27)  

د نوع تمثيلها  اكتب المعادلة r = 2 cos θ على الصورة الديكارتية، ثم حدِّ
البياني.

2 cos θr =المعادلة الأ�سلية

2 r cos θ r  2  =r ا�سرب الطرفين في

2 x x  2  +  y  2  = x = r cos θ ,  r  2  =  x  2  +  y  2 

0 x  2  +  y  2  - 2x =2 من الطرفينx اطرح

أي أن الصورة القياسية للمعادلة 
 ،(x - 1 )  2  +  y  2  = 1 :هي

وهي معادلة دائرة مركزها (0 ,1) 
وطول نصف قطرها 1.

دليل �لدر��سة و�لمر�جعة

1
�لإحد�ثيات �لقطبية )�ل�سفحات 58 - 52(2-1

2
�ل�سورة �لقطبية و�ل�سورة �لديكارتية للمعادلت )�ل�سفحات 67 - 59(2-2
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مت لوحة السهام إلى 3 مناطق كما هو موضّح في  �ألعاب: قُسِّ  46)  
الشكل أدناه، بحيث يحصل اللاعب على 100 نقطة عند إصابته 
المنطقة القريبة من القطب، وعلى 50 نقطة عند إصابته المنطقة 

المتوسطة، و 20 نقطة عند إصابته المنطقة البعيدة. )الدر�ص 1 - 2(

30°150°

300°240°

330°210°

90°
60°120°

270°

0°180° 54321O
50

20

100

إذا أصاب اللاعب النقطة (°165 ,3.5) ، فما عدد النقاط التي   )a  
يحصل عليها؟

د موقعين، بحيث يحصل اللاعب على 50 نقطة عند إصابة أي  حدِّ  )b  
منهما؟ 

حد�ئق: تستعمل شركة عناية بالحدائق رشاشًا قابلًا للتعديل،   47)  
ويستطيع الدوران °360 ، ويروي منطقة دائرية طول نصف 

قطرها ft 20 . )الدر�ص 1 - 2(
ها في المستوى القطبي. مثِّل المنطقة التي يستطيع الرشاش رَيَّ  )a  

ها، إذا ضُبط ليدور  أوجد مساحة المنطقة التي يستطيع الرشاش ريَّ  )b  
. -30° ≤ θ ≤ 210° في الفترة

عجلة دوّ�رة: يمكن تمثيل مسار العجلة الدوّارة في الشكل أدناه   48)  
بالمعادلة r = 50 sin θ ، حيث r بالقدم.  )الدر�ص 2 - 2(
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r = 50sin θ 

عيّن الإحداثيين القطبيين لموقع راكب إذا علمت أنه يقع عند   )a  

 _ θ =   π. )قرب إلى أقرب جزء من عشرة إذا لزم الأمر(.
12

  

عيِّن الإحداثيين الديكارتيين لموقع الراكب مقربًا إلى أقرب جزء   )b  
من عشرة إذا لزم الأمر.

إذا وقع القطب على سطح الأرض، فما ارتفاع ذلك الراكب مقرّبًا   )c  
إلى أقرب قدم؟ 

م معظم الدوائر الكهربائية لتتحمل فرق جهدٍ قدره  كهرباء:  تُصمَّ  49)  
 .220V

 V حيث فرق الجهد ، V = I · Z استعمل المعادلة a , b للفرعين   
بالفولت، والمعاوقة Z بالأوم، وشدة التيار I بالأمبير )قرب إلى 

أقرب جزء من عشرة(. )الدر�ص 3- 2(

إذا كانت شدة التيار المار بالدائرة ( 5j + 2) أمبير،   )a  
فأوجد المعاوقة.

إذا كانت معاوقة الدائرة Ω( j 3 - 1) ، فأوجد شدة التيار.  )b  

تحويل جوكو�سكي (Jowkoski(: يُعيِّن تحويل جوكوسكي لكل   50)  
عدد مركب z = r (cos θ + i sin θ) عددًا مركبًا w يُعطى بالصيغة 

 z = (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
  w = z +   1 _ z . أوجد صورة العدد المركب (  

وفق هذا التحويل. )الدر�ص 3- 2(

دليل �لدر��سة و�لمر�جعة

تطبيقات وم�سائل



أوجد ثلاثة أزواج مختلفة يمثِّل كل منها إحداثيات قطبية للنقطة P في كل 
. -2π ≤ θ ≤ 2π من التمثيلين 2 , 1 ، حيث

 1)  

 2)  

مَثِّل بيانيًّا في المستوى القطبي كلاًّ من المعادلات الآتية:

r = 1  4)  θ = 30°  3)  

θ =   5π _ 
3
   6)  r = 2.5  5)  

رادار: يقوم مراقب الحركة الجوية بتتبع مسار طائرة موقعها الحالي   7)  
عند النقطة (°115 ,66) ، حيث r بالأميال.

بًا الناتج إلى أقرب ميل. عيِّن الإحداثيين الديكارتيين للطائرة. مقرِّ  )a  

إذا وُجدت طائرة عند نقطة إحداثياتها الديكارتية (75- ,50)،   )b  
بًا المسافة إلى أقرب ميل،  فعيِّن الإحداثيين القطبيين لها مقرِّ

والزاوية إلى أقرب جزء من عشرة إذا لزم الأمر.

ب الناتج إلى أقرب ميل. ما المسافة بين الطائرتين؟ قرِّ  )c  

عبِّر عن المعادلة 2  +  y  2  = 49  ( x - 7) ، بالصورة القطبية.  8)  

كهرباء: إذا كان فرق الجهد V في دائرة كهربائية 135V، وكانت   9)  
z أمبير، فأوجد معاوقة الدائرة ( 4 - 3 j ) هو I شدة التيار المار بها

.V = I · Z بالإحداثيات الديكارتية مستعملً المعادلة

اختيار من متعدد: أي مما يأتي يبين تمثيل العدد المركب الذي   10)  
إحداثياته الديكارتية (  3   , -1 √   -) في المستوى القطبي؟
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ب إلى أقرب عدد  أوجد كل قوة مما يأتي على الصورة الديكارتية، وقرِّ
صحيح إذا لزم الأمر:

(-1 + 4i  )  3  11)  

(6 + i  )  4  12)  

اختبار الف�صل
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الحتمال والإح�صاء
Probability and Statistics

در�ات لمتحالئيلت للعينة 
 معللم للإجحإع  لتحإلات 

للحولدث للإركبة.

لأميِّز للإ�اوتلت،   ■

 للدرل�الت  للحجلرب.
ن للحوزيعلت  لأكوِّ  ■

لاتحإللية،  تإثيلاتهل 
للبيلنية،  لأ�احعإلهل في 

لميجلد لاتحإلا.
لأ�احعإل للقلنون للحجريبي   ■

اميجلد لاتحإلات.
لأُميّز بين للعينة   ■

لامتحالئية،  للإجحإع 
لامتحالئي.

 التربية: ي�احعإل 
لاتحإلا  لامتحالا في 

درل�اة للفر�ايلت للحربوية 
 لخحبلرهل. تيث تُ�احعإل 

للإ�اوتلت،  تجرى للحجلرب؛ 
لححديد للطرلئق للحعليإية 
للحي توؤدي لملى تعلم لأف�ال. 

 ي�احعإل لامتحالا في 
تحديد للدرجلت عند تإثيل 

ل، لأ   درجلت للفحاوا بيلنيًّ
عندمل يريد للإعلإون تقييم 

درجلت للطلاب. 

قراءة �صابقة: كوّن قلئإة 
بلاأ�ايلا للحي تعرفهل عن 

لاتحإلا  لامتحالا، ثم تنبلأ 
بإل �اححعلإه في هذل للفحال.
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. ة البق � طلبلت لل ح إ لل

1
لأجب عن لأ�ائلة لاخحبلر لل�اريع لاآتي:
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مراجعة المفردات

  :(Permutations)   التباديل
ل. هي تنظيم لإجإوعة من للعنل�ار، تيث يكون للحرتيب فيهل مهإًّ

  :(Combinations)   التوافيق
هي تنظيم لإجإوعة من للعنل�ار، تيث يكون للحرتيب فيهل 

غير مهم.

  :(Independent Events)  الم�صتقلتان  الحادثتان 
تكون B   A تلدثحين م�احقلحين، لمذل كلن لتحإلا تد ث A ا يوؤثر 

.B في لتحإلا تد ث

  :(Dependent Events)   الحادثتان غير الم�صتقلتين
 A تلدثحين غير م�احقلحين، لمذل كلن لتحإلا تد ث B   A تكون

.B يغيِّر بطريقة مل لتحإلا تد ث

  :(Mutually Exclusive Events)   الحادثتان المتنافيتان
تكون B   A تلدثحين محنلفيحين، لمذل لم يكن  قوعهإل مإكنًل في 

للوقت نف�اه.

  :(Binomial Theorem)   نظرية ذات الحدين
ل، فلمن : لمذل كلن n عددًل طبيعيًّ

(a + b)n 

= nC0 anb0 + nC 1 a n - 1 b1 + nC2 an - 2 b2 + … + nCn a0 bn

=   
k = 0

  
n

       
n! _ 

k!(n - k)!
    an - k bk 

  :(Sample Space)   ف�صاء العينة
هو مجإوعة للنولتج للإإكنة لحجربةٍ مل. 

  :(Probability)   الحتمال
هو للن�ابة للحي تقي�س فر�اة  قوع تلدثةٍ معينةٍ.



د ما إذا كانت الحوادث الآتية مستقلة، أو غير مستقلة. حدِّ

اختيار قصة وكتاب آخر لا يمثِّل قصة من مكتبة.  1)  

اختيار رئيس، ونائب رئيس، وسكرتير، ومحاسب في نادٍ، على   2)  
افتراض أنّ الشخص الواحد لا يشغل سوى منصب واحد.

اختيار طالب ومعلم ومشرف اجتماعي للمشاركة في تنظيم   3)  
الرحلات المدرسية.

حدّد ما إذا كانت كل حالة من الحالات الآتية تتطلب تطبيق التباديل أو 
التوافيق في حلّها:

اصطفاف سبعة أشخاص في صف واحد عند المحاسب في أحد   4)  
المتاجر.

ترتيب أحرف كلمة »مدرسة«.  5)  

اختيار نكهتين مختلفتين لفطيرة من بين 6 نكهات.  6)  

اكتب مفكوك كل من العبارات الآتية:

( a - 2  )  4  7)  

(2 a + b )  6  8)  

(3 x - 2 y  )  5  9)  

   (  a _ 
2
   + 2)   5  10)  

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH3-L1

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
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Experiments, Surveys, and Observational Studies

ا لمشروعهم، وكي يجدوا دعمً يرغب الطلاب في تشكيل فريق لكرة السلة في مدرستهم،
لمعرفة الموافقين منهم  ذوا دراسة مسحية شملت الطلاب وأولياء الأمور؛ فقد نفّ

والمعارضين.

وإذا شملت عملية جمع البيانات  تُستعمل الدراسات المسحية في جمع البيانات، 
ا إذا  ا. أمّ ى هذه العملية تعدادًا عامًّ وفي هذه الحالة تُسمّ إن الدراسة شملت المجتمع، نقول: جميع الطلاب في مدرسة ما،

فتكون الدراسة المسحية قد اعتمدت على العينة. تم اختيار عدد محدود من طلاب المدرسة مثل  100طالب،
إذا شملت الدراسة المسحية  : فمثلاً وتكون العينة متحيزة عندما يتم تفضيل بعض أقسام المجتمع على باقي الأقسام،
تكون العينة متحيزة. وتكون العينة غير متحيزة رأي لاعبي كرة السلة وأولياء أمورهم فقط، ”لماذا؟“ الواردة في فقرة

أي إذا كان لكل شخص في المجتمع الفرصة نفسها لأن يكون ضمن عينة الدراسة، إذا تم اختيارها عشوائيًّا،
فإذا أُرسلت استبانة في دراسة مسحية لـِ 100 طالب تم اختيارهم عشوائيًّا عندها تكون العينة غير متحيزة.

ر إجابتك: وفسّ أو غير متحيزة، د ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبنى عينة متحيزة، حدِّ 
لتحديد مد دعم  سؤال كل عاشر شخص يخرج من قاعة الندوات عن عدد مرات حضوره ندوات ثقافية؛ (a

سكان المدينة للندوات الثقافية.

حيث إنهم ممن يحضرون الندوات  لأن الأشخاص الذين تم سؤالهم قد يختلفون عن سكان المدينة، متحيزة؛
الثقافية.

لمعرفة ما إذا كان سكان المدينة يحبون تربية الماشية أو لا . استطلاع آراء أفراد في سوق الماشية؛ (b

لأنهم غالبًا ممن يحبون تربية  لأن المجموعة التي تم مسح رأيها لا تُمثّل بالضرورة رأي أهل المدينة؛ متحيزة؛
الماشية.

ئل  وسُ حب من الصندوق 100 اسم عشوائيًّا، سُ يحتوي صندوق على أسماء طلاب المدرسة جميعهم، (c
أصحابها عن رأيهم في مقصف المدرسة.

لأن لكل شخص في مجتمع الدراسة الفرصة نفسها لأن يكون ضمن عينة الدراسة الذين  غير متحيزة؛
استُطلِعت آراؤهم.


ر إجابتك: وفسّ أو غير متحيزة، د ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبنى عينة متحيزة، حدِّ

سؤال كل لاعب في فريق كرة السلة عن الرياضة التي يحب مشاهدتها على التلفاز. (1A

الذهاب إلى ملعب كرة القدم وسؤال 100 شخص اختيروا عشوائيًّا عن رياضتهم المفضلة. (1B

أن تكون العينة العشوائية  ق أمرين هما: لتجنُّب التحيّز في الدراسات المسحية المعتمدة على العينات لا بدّ من تحقّ
وألا تكون الأسئلة المطروحة متحيزة. وذلك بأن تكون غير متحيزة وحجمها كبير نسبيًّا، مناسبة،
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د أفضل الأماكن للرحلة المدرسية. ما الأسئلة التي تعطيه  يريد خالد أن يُحدّ 
الإجابة التي يبحث عنها دون تحيُّز؟

هل تحب الذهاب إلى مركز الملك عبدالعزيز التاريخي؟ (a

هذا سؤال متحيز لصالح مكان محدد.
ه سلام؟ أم إلى متنزَّ هل تحب الذهاب إلى حديقة الحيوان، (b

لأنه يحدد بديلين بالاسم. هذا سؤال متحيز؛
أين تفضل أن تذهب في الرحلة؟ (c

لأنه يعطي الإجابة التي يبحث عنها دون تحيّز. هذا سؤال غير متحيز؛


د أفضل مادة بالنسبة إلى الطلاب دون تحيُّز؟ أي مما يأتي يُحدّ

هل تفضل المادة التي خرجت من حصتها الآن؟ (2A

العلوم أو الرياضيات؟ أيهما تفضل أكثر: (2B

ما مادتك المفضلة؟   (2C

تتم ملاحظة الأفراد دون أي محاولة للتأثير في النتائج. وفي الدرا سة التجريبية، في الدرا سة القائمة على الملاحظة،
وتجر ملاحظة استجاباتهم. يتم إجراء معالجة خاصة على الأشخاص أو الحيوانات أو الأشياء قيد الدراسة،


ا خضعوا لمعالجة .•  اختر 50 شخصً من 100 شخص،

رها .•  وفسّ وحلّلها، اجمع البيانات،


ا عشوائيًّا •  اختر من بينهم 50 شخصً من 100 شخص،

بينما لا  وأخضعهم للمعالجة المقصودة بالتجريب،
تخضع الآخرين لأي معالجة أو لمعالجة شكلية.

رها.•  وفسّ وحلِّلها، اجمع البيانات،
ا  التجريبية. أمّ ى الأشخاص أو الحيوانات أو الأشياء التي تخضع للمعالجة المجموعة يُسمّ في الدراسة التجريبية،

فيسمون المجموعة  الأشخاص أو الحيوانات أو الأشياء الذين لا يخضعون للمعالجة أو يخضعون لمعالجة شكلية،
وتصبح الدراسة  الضابطة. وتعطى المعالجة الشكلية لكي لا يعرف أفراد المجموعات لأي المجموعتين ينتمون،

التجريبية عندها غير متحيزة.

أو دراسة قائمة على الملاحظة. وفي حالة الدراسة التجريبية  ا يأتي يمثِّل دراسة تجريبية، د ما إذا كان كل موقف ممّ حدِّ
ثم بيِّن ما إذا كانت الدراسة التجريبية متحيزة أم لا. التجريبية، اذكر كلاًّ من المجموعة الضابطة والمجموعة
وقارن بين درجاتهم في تلك المادة . اختر 200 طالب نصفهم خضع لأنشطة إضافية في مادة معينة، (a

هذه دراسة قائمة على الملاحظة.
ا  أمّ وأخضع إحد المجموعتين إلى برنامج تدريبي معيّن، اختر 200 طالب واقسمهم عشوائيًّا إلى نصفين، (b

الأخر فلا تخضعها لأي برنامج تدريبي.
وإحداهما خضعت للبرنامج التدريبي وهي  لأنه تم تقسيم المجموعتين عشوائيًّا، هذه دراسة تجريبية؛
وهي دراسة  والأخر لم تخضع لأي برنامج تدريبي وهي المجموعة الضابطة، المجموعة التجريبية،

لأن كل طالب يعرف المجموعة التي ينتمي إليها. متحيزة؛


وفي حالة الدراسة التجريبية أو دراسة قائمة على الملاحظة، د ما إذا كان الموقف الآتي يمثِّل دراسة تجريبية، حدّ

ثم بيِّن ما إذا كانت الدراسة التجريبية متحيزةً أم لا. التجريبية، اذكر كلاًّ من المجموعة الضابطة والمجموعة
وقارن نتائج المجموعتين في مساق  اختر 80 طالبًا جامعيًّا نصفهم درس الإحصاء في المدرسة الثانوية، (3

للإحصاء تم تدريسه في الجامعة.

22 
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كيف تعرف متى تُستعمل الدراسات المسحية أو الدراسات التجريبية أو الدراسات القائمة على الملاحظة؟ تستعمل 
الدراسات المسحية عند الرغبة في جمع بيانات، أو آراء أفراد المجتمع حول موضوع معين، بينما تُستعمل الدراسات 

القائمة على الملاحظة عند الرغبة في دراسة أثر معالجة سابقة تعرض لها أفراد من المجتمع دون أي تأثير عليهم من 
الباحث، وتستعمل الدراسات التجريبية عند الرغبة في اختبار طريقة جديدة، أو في دراسة نتائج معالجة مقصودة يؤثر 

الباحث بها في مجموعة من الأفراد يتم تعيينهم عشوائيًّا.

د ما إذا كانت كل من الحالات الآتية تتطلب دراسة مسحية، أو دراسة قائمة على الملاحظة، أو دراسة تجريبية،  حدِّ
وفسّر إجابتك:

تريد أن تختبر طريقة معالجة لمرض ما.  )a  

يستدعي ذلك إجراء دراسة تجريبيّة يكون المستهدفون فيها مرضى يشكّلون المجموعة التجريبية، وتخضع    
هذه المجموعة للعلاج، بينما يخضع أفراد المجموعة الضابطة الآخرون وهم مرضى كذلك لعلاج شكلي.

تريد أن تجمع آراءً حول القواعد المعتمَدة في انتخاب رئيس الصف.   )b  
يستدعي هذا دراسة مسحية للآراء، حيث من الأفضل أن تختار أشخاصًا من الصف بصورة عشوائية؛ لتحصل    

على عينة غير متحيزة.
تريد أن تعرف ما إذا كان التدخين لمدة 10 سنوات يؤثّر في سعة الرئة أو لا.   )c  

يستدعي هذا إجراء دراسة قائمة على الملاحظة تقارن فيها سعة رئة المدخنين لمدة 10 سنوات، مع سعة الرئة    
لعدد مساوٍ لهم من غير المدخنين.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
حدّد ما إذا كانت الحالة الآتية تتطلب دراسة مسحية، أو دراسة قائمة على الملاحظة، أو دراسة تجريبية، فسّر إجابتك.

تريد استطلاع آراء طلاب مدرسة ثانوية حول وسيلة المواصلات المدرسية باستعمال مقياس متدرج   )4   
من 1 )لا أوافق مطلقًا( إلى 5 )أوافق بشدة(.

التمييز بين الارتباط وال�سببية إن أي علاقة تظهر بين نتائج التجربة والمعالجة لا تعني بالضرورة أن المعالجة 
هي السبب في النتيجة. 

نك من  فعندما يوجد ارتباط بين ظاهرتين، فإن كلاًّ من الظاهرتين تؤثر في الأخرى فإن معرفتك بقيم الظاهرة الأولى يمكِّ
التنبؤ بقيم الظاهرة الثانية، والعكس صحيح، فمثلًا: هناك ارتباط بين كتل الأشخاص وأطوالهم، فكلما زاد طول الشخص 
زادت كتلته بشكل عام، فإذا عرفت طول شخص يمكنك التنبؤ بكتلته. وعندما يوجد سببية ، فإن وقوع ظاهرة معينة يكون 

سببًا مباشرًا في وقوع الظاهرة الأخرى لذا فإن السببية تتضمن الترتيب الزمني، فوقوع الظاهرة الأولى أولًا يكون سببًا في 
وقوع الظاهرة الثانية لاحقًا كنتيجة لذلك، فمثلًا: دوران الأرض حول محورها هو السبب الوحيد في تعاقب الليل والنهار. 

وبينما يكون من السهل ملاحظة الارتباط بين ظاهرتين، فإنه من الصعب البرهنة على وجود سببية بين الظاهرتين.

بيّن ما إذا كانت العبارات الآتية تُظهر ارتباطًا، أو سببية، ثم فسّر إجابتك:
أظهرت الدراسات أن الطلاب يكونون أقل نشاطًا بعد تناول الغداء .  )a  

العبارة تظهر ارتباطًا فقط، ولا تظهر سببية؛ لأن تناول الغداء ليس سببًا مباشرًا ولا كافيًّا وحده لقلة النشاط    
لدى الطلاب، فهناك عوامل أخرى تشترك معه، مثل نوعية وكمية الغداء. 

إذا رَفعتُ أثقالًا، أستطيع الالتحاق بفريق كرة القدم .   )b  
العبارة تظهر ارتباطًا؛ لأن رفع الاثقال وحده ليس سببًا مباشرًا للالتحاق بفريق كرة القدم، فقد تكون هناك    

متطلبات أخرى تشترك معه، مثل: المهارة واللياقة وغيرها.
عندما ترى الشمس يكون النهار قد طلع.  )c  

العبارة الواردة تظهر سببية؛ لأنه ليس هناك عوامل أخرى مع الشمس يلزم وجودها لتسبب طلوع النهار.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
بيّن ما إذا كانت العبارة الآتية تُظهر ارتباطًا، أو سببية، ثم فسّر إجابتك.

عندما أدرس أحصل على تقدير ممتاز.  )5  

4الدرا�سات الم�سحية والتجريبية والقائمة على الملاحظة

5الارتباط وال�سببية 
 ال�سببية 

لمذل لم يوجد لأي �ابب لآخر 
يعطي للنحيجة فلمنك تفحر�س 

لل�اببية.
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حدّد ما إذا كانت كلُّ دراسة مسحية فيما يأتي تتبنَّى عينة متحيزة، أو غير 
متحيزة، وفسّر إجابتك: )مثلا 1(

استطلاع رأي كل ثالث شخص يخرج من مطعم للمشويات؛ لمعرفة    
الوجبة المفضلة للناس.

الاستفسار من طلاب صف معين من المتميزين في مادة العلوم عن    
أفضل المواد لديهم. 

الاستفسار من الطالب الذي ترتيبه 20 من كل 20 طالبًا يخرجون من    
مدرستك، عن الطالب الذي سيصوتون له في انتخابات المجلس الطلابي.

درا�سة م�سحية: بيِّن ما إذا كانت الدراسة المسحية الآتية تتبنى    
ر إجابتك.  عينة متحيزة أو غير متحيزة، فسِّ

استطلاع آراء طلاب في كلية الطب؛ لمعرفة المهنة المستقبلية 
المفضلة لدى الشباب.

حدّد سؤال الدراسة المسحية الذي تحصل منه على الإجابة المطلوبة 
بشكل أفضل. )مثلا 2(

يريد زاهر أن يحدد فريق كرة القدم الأكثر شعبية في المملكة.   

ما اسم فريق كرة القدم الذي تفضله في مدينة الرياض؟   )a  

ما اسم فريق كرة القدم الذي تفضله في المملكة؟   )b  

ما مدى تقديرك لفرق كرة القدم في المملكة؟   )c  

يريد سليمان أن يحدد الرغبة في تكوين أول نادٍ للشطرنج في المدرسة.   

في أي يوم ترغب في أن تتأخر في المدرسة؟  )a  

هل تحب الشطرنج؟  )b  

هل تحب أن تنضم إلى نادي الشطرنج في المدرسة؟  )c  

يريد هاني أن يتعرف إلى الطالب المثالي في المدرسة.   

من ترى أنه الطالب المثالي في المدرسة؟   )a  

هل تُفضّل الطالب الذي لا يبادر بالمساعدة، أم الذي يبادر بها؟  )b  

إذا طُلِب إليك إبداء الرأي، فهل تفعل؟  )c  

حدّد ما إذا كان كل موقف من المواقف الآتية يمثِّل دراسة تجريبية، أو 
دراسة قائمة على الملاحظة، وفي حالة الدراسة التجريبية، اذكر كلاًّ من 
المجموعة الضابطة والمجموعة التجريبية، ثم بيِّن ما إذا كانت الدراسة 

التجريبية متحيزة أم لا: )مثلا 3(

قبل الاختبار، قام المعلم باختيار شعبتين من الصف نفسه بشكل    
عشوائي، وقام بمراجعة المادة لطلاب إحداهما، بينما لم يراجع 

المادة لطلاب الشعبة الأخرى. ثم قام بمقارنة نتائج الاختبار لهما.

وجد عادل 100 شخص، نصفهم متطوعون في مأوى الفقراء، وقارن    
بين متوسطي الدخل السنوي لأفراد المجموعتين.

مهم عشوائيًّا إلى مجموعتين: إحداهما تقرأ  اختر 300 شخص، واقسِّ   
القرآن لمدة ساعة قبل النوم، والأخرى لا تفعل شيئًا، ثم قارن بين 

كيفية نوم كل من المجموعتين.

اختر 250 شخصًا نصفهم في الفِرق الرياضية، وقارن بين كمية الوقت    
الذي يمضونه في حل الواجبات. 

اختر 100 طالب نصفهم في نادي اللغة الإنجليزية، وقارن بين    
درجاتهم في اللغة الإنجليزية.

حدّد ما إذا كانت كل من الحالات الآتية تتطلب دراسة مسحية، أو دراسة 
قائمة على الملاحظة، أو دراسة تجريبية، وفسّر إجابتك: )مثلا 4(

تريد اختبار علاج لمعالجة الصلع عند الرجال.   

تريد استطلاع آراء أشخاص حول سياسة جديدة لشركة.    

تريد معرفة ما إذا كان عدد سنوات الركض يؤثّر في حركة الركبة أو لا.   

تريد معرفة ما إذا كانت المشروبات الغازية تؤثّر في جدار المعدة أو لا.   

تريد اختبار معالجة معيّنة تبعد الحيوانات عن البساتين التي تحوي    
غزلانًا. 

بيّن ما إذا كانت كل من العبارات الآتية تظهر ارتباطًا، أو سببية، وفسّر 
إجابتك: )مثلا 5(

عندما أمارس الرياضة، أكون في وضع نفسي أفضل.   

عندما يكون الجو باردًا وممطرًا بغزارة، لا نذهب إلى المدرسة.   

ا في فصل الصيف، يكثر بيع المشروبات الباردة. عندما يكون الطقس حارًّ   

كثرة القراءة تجعلك أكثر ذكاءً.   

دلَّت الأبحاث على أن من يتقن أكثر من لغة، يكون أقل إمكانية    
للإصابة بالمرض. 

النوم بحذائك يؤدي إلى شعورك بالصداع.   

ا�ستبانات: توزّع شركة استبانات على العاملين الذين تركوا    
العمل في الشركة، وكان أحد أسئلة الاستبانة هو كيف يرى العامل 

خبرته التي اكتسبها في الشركة؟ هل هذه دراسة مسحية متحيزة؟ 
فسّر السبب.
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اكت�سف الخطاأ: طُلب إلى كل من سامي وهشام أن يصمم دراسة    
تجريبية غير متحيزة. هل وفّق أي منهما في ذلك؟ فسّر إجابتك.

�سامي
•  خذ مجموعة من 20 �سخ�سًا بطريقة 

ع�سوائية.

ا الالتزام بحمية  •  اطلب اإلى ن�سفهم ع�سوائيًّ
تعتمد على الفواكه بالكامل لمدة 3 اأ�سابيع .

•  قارن بين اأوزانهم بعد الاأ�سابيع الثلاثة.

ه�سام
•  خذ 20 لاعبًا لكرة القدم. 

ا اأن يقفزوا 500  •  اطلب اإلى ن�سفهم ع�سوائيًّ
قفزة اإلى اأعلى في اليوم.

•  قارن عدد مرات القفز اإلى اأعلى التي ت�ستطيع 
كل مجموعة تنفيذها بعد الاأ�سابيع الثلاثة.

: كيف تظهر الدراسة المسحية عبر الهاتف تحيّزًا للعينة؟  تحدٍّ   

اكتب: قارن من خلال ذكر أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين العينة    
العشوائية في اختيار الأفراد من المجتمع، وبيِّن الاختيار العشوائي 

لأفراد المجموعة الضابطة في الدراسة التجريبية.

م�ساألة مفتوحة: اذكر مثالًا من واقع الحياة لكل دراسة ممّا يأتي،    
د عدد أفراد العينة، وكيفية اختيارها. وحدِّ

مسحية  )a  

قائمة على االملاحظة  )b  

تجريبية  )c  

تبرير: كيف يحدث التحيّز في الدراسة التجريبية؟ وكيف يؤثّر في    
النتيجة؟ أعطِ مثالًا على ذلك.



إذا كان v = 〈1, 6〉, u = 〈2, -3〉 ، فأوجد كلاًّ مما يأتي: )للدر�س 1-2(

2 u   

v + u   

2 u - v   

   المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلٍّ 
 
   AB   أوجد الصورة الإحداثية، وطول

مما يأتي: )للدر�س 1-4(

A( 2, 2, 7 ), B( 1, 3, -4 )   

A( 4, 5, 10), B(7, 1, 8)   

حوّل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات ديكارتية لكلِّ نقطة مما يأتي:  
)للدر�س 2-2(

( 3 , 90°)  35)  

( 2 , 210°)  36)  

 (   1 _ 
2
   ,   π _ 

4
  )   

عبِّر عن كل عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية: )للدر�س 2-3(

6 + 8 i  38)  

 -1 - i  39)  



د ما إذا كانت كل حالة من الحالات الآتية تمثِّل دراسة تجريبية أو دراسة  حدِّ
د المجموعة  قائمة على الملاحظة، وإذا كانت دراسة تجريبية، فحدِّ
التجريبية والمجموعة الضابطة، ثم بيّن ما إذا كانت متحيزة أو لا. 

اختر 220 شخصًا عشوائيًّا، وقسمهم عشوائيًّا إلى مجموعتين.    
إحداهما تقوم بالتدريبات الرياضية مدة ساعةً واحدة يوميًّا، 

والأخرى لا تقوم بهذه التدريبات، ثم قارن بين كتلة الجسم لكل من 
المجموعتين.

اختر 200 طالب، نصفهم يمارس كرة القدم، وقارن فترة النوم بين    
المجموعتين.

اختر 100 طالب جامعي، نصفهم لديه وظيفة بدوام جزئي، وقارن    
معدلاتهم التراكمية.

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

37)

40)

41)

42)

يمكنك استعمال الحاسبة البيانية TI - nspire، مع تطبيق القوائم وجداول البيانات لتقويم البيانات 
التي يمكن الحصول عليها في الواقع.

يبين الجدول أدناه عدد السيارات التي باعها معرض للسيارات خلال الفترة 2009-1985، وقد قام 
المعرض بتمثيل هذه البيانات بالأعمدة البيانية كما في الشكل المجاور؛ وعرضها في إحدى الصحف، 

ا. هل هذا صحيح؟ وذلك لدعم المقولة بأن مبيعات المعرض تزداد بشكل كبير جدًّ

2009–20042005–19992000–19941995–19891990–1985ال�سنوات 

316451561704823عدد ال�سيارات المبيعة

تقويم التمثيل البياني للبيانات .

أدخل البيانات في صفحة من تطبيق القوائم وجداول البيانات. الخطوة 1 

•  اضغط  ومنها اختر  .  

. (B) في أعلى العمود (cars) َو (A) في أعلى العمود (years) اكتب عنوان البيانات  •  

، فمثلًا  •  لإدخال فئات السنوات في كل خلية بالضغط على     ثم اختيار  "   
لإدخال الفئة الأولى من السنوات في الخلية   A  1 اكتب "89 - 85" ثم اضغط  ، 

وكرّر ذلك لبقية فئات السنوات.
•  استعمل الأسهم لإظهار الخلية   B  1، ثم أدخل البيانات لكل فئة من السنوات.  

مثِّل البيانات التي تم إدخالها بالأعمدة. الخطوة 2 

• اضغط  ثم اختر  ومنها    

•  اختر years في  ، وَ cars في  ، وَ صفحة جديدة من   

لإظهار التمثيل البياني على صفحة جديدة، ثم اضغط  .
•  لمشاهدة المعلومات عن أي عمود في التمثيل البياني، قم بالإشارة إلى ذلك العمود   

فتظهر معلوماته كما هو موضح في الشكل المجاور.

  حلّل النتائج
قارن تمثيلك البياني بتمثيل الصحيفة.

هل يعرض التمثيلان البيانات نفسها؟  )1  
أي التمثيلين يُظهِر أن مبيعات المعرض تزداد بشكل أكبر؟ ولماذا؟   )2  

لماذا اختار المعرض أن يعرض بياناته بهذه الطريقة؟ هل هي مقبولة؟ ولماذا؟  )3  

 معمل الحاسبة البيانية: 
تقويم البيانات المن�سورة
Evaluating Published Data
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يمكنك استعمال الحاسبة البيانية TI - nspire، مع تطبيق القوائم وجداول البيانات لتقويم البيانات 
التي يمكن الحصول عليها في الواقع.

يبين الجدول أدناه عدد السيارات التي باعها معرض للسيارات خلال الفترة 2009-1985، وقد قام 
المعرض بتمثيل هذه البيانات بالأعمدة البيانية كما في الشكل المجاور؛ وعرضها في إحدى الصحف، 

ا. هل هذا صحيح؟ وذلك لدعم المقولة بأن مبيعات المعرض تزداد بشكل كبير جدًّ

2009–20042005–19992000–19941995–19891990–1985ال�سنوات 

316451561704823عدد ال�سيارات المبيعة

تقويم التمثيل البياني للبيانات .

أدخل البيانات في صفحة من تطبيق القوائم وجداول البيانات. الخطوة 1 

•  اضغط  ومنها اختر  .  

. (B) في أعلى العمود (cars) َو (A) في أعلى العمود (years) اكتب عنوان البيانات  •  

، فمثلًا  •  لإدخال فئات السنوات في كل خلية بالضغط على     ثم اختيار  "   
لإدخال الفئة الأولى من السنوات في الخلية   A  1 اكتب "89 - 85" ثم اضغط  ، 

وكرّر ذلك لبقية فئات السنوات.
•  استعمل الأسهم لإظهار الخلية   B  1، ثم أدخل البيانات لكل فئة من السنوات.  

مثِّل البيانات التي تم إدخالها بالأعمدة. الخطوة 2 

• اضغط  ثم اختر  ومنها    

•  اختر years في  ، وَ cars في  ، وَ صفحة جديدة من   

لإظهار التمثيل البياني على صفحة جديدة، ثم اضغط  .
•  لمشاهدة المعلومات عن أي عمود في التمثيل البياني، قم بالإشارة إلى ذلك العمود   

فتظهر معلوماته كما هو موضح في الشكل المجاور.

  حلّل النتائج
قارن تمثيلك البياني بتمثيل الصحيفة.

هل يعرض التمثيلان البيانات نفسها؟  )1  
أي التمثيلين يُظهِر أن مبيعات المعرض تزداد بشكل أكبر؟ ولماذا؟   )2  

لماذا اختار المعرض أن يعرض بياناته بهذه الطريقة؟ هل هي مقبولة؟ ولماذا؟  )3  

 معمل الحاسبة البيانية: 
تقويم البيانات المن�سورة
Evaluating Published Data
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التحليل الإح�صائي
Statistical Analysis

شارك أمجد في 18 سباقًا جبليًّا للدراجات خلال العام الماضي، ويُمثّل الجدول 
المجاور الزمن بالدقائق والثواني الذي استغرقه للوصول إلى خط النهاية في كل 

منها. أي من مقاييس النزعة المركزية يفضل أن يستعمله أمجد لوصف هذه الأزمنة؟
إن إيجاد أحد مقاييس النزعة المركزية لوصف البيانات وتلخيصها، والوصول إلى 

الاستنتاجات المتعلقة بالدراسة يُسَمى التحليل الإحصائي لها.

التحليل الإح�صائي البيانات الموجودة في الجدول أعلاه تشتمل على متغير؛ لذا تُسمى بيانات في متغير واحد. 
ولوصف مثل هذه البيانات، يُستعمل أحد مقاييس النزعة المركزية، الذي يشير إلى متوسط البيانات أو منتصفها 

)مركزها(، وأبرز هذه المقاييس هو المتوسط الحسابي والوسيط والمنوال.
والآن: اختار مقياس لوصف البيانات يمكن استعمال الجدول أدناه:

أكثر فائدةً عندماالتعريفالمقياس
ا توجد في للبيلنلت قيم محطرفة.مجإوع للقيم مق�اومًل على عددهل للإحو�اط للح�البي

للو�ايط 

للعدد للذي ي�اغل موقع للإنححاف عند ترتيب 
ل لأ  تحالعديًّل في مجإوعة بيلنلت  للقيم تنلزليًّ

، لأ  هو للإحو�اط للعددين  عددهل فرديٌّ
للإوجودين في للإنححاف، في مجإوعة بيلنلت 
ل لأ  تنلزليًّل. عددهل ز جي  مرتبة ترتيبًل تحالعديًّ

توجد في للبيلنلت قيم محطرفة، 
 ا توجد فجولت كبيرة في 

منححاف للبيلنلت. 

تحوي للبيلنلت قيإًل محكررة.للقيإة لاأكثر تكرلرًل لأ  �ايوعًل بين للقيم.للإنولا 

زمن ال�صباق: إشارة إلى البيانات في سباق الدراجات أعلاه، أيّ مقاييس النزعة المركزية يصف البيانات   )a  
بصورة أفضل؟ ولماذا؟

بما أن البيانات تنتشر ولا يظهر فيها قيم متطرفة، يكون المتوسط هو الأفضل.   

أيّ من مقاييس النزعة المركزية يناسب البيانات في الجدول المجاور؟ ولماذا؟  )b  

بما أنه توجد قيم متطرفة ولا يوجد فجوات كبيرة في منتصف البيانات، فإن    
الوسيط أفضل من غيره لتمثيل البيانات.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
1(  تمنح مؤسسة جائزة كبرى قيمتها 20000 ريال، و30 جائزة أخرى قيمة كل منها 500 ريال، أي مقاييس النزعة   

المركزية يلائم البيانات بصورة أفضل؟ ولماذا؟

يوجد نوعان من المقاييس يمكن استعمالهما لمجموعة من البيانات، هما المَعْلَمة وهو مقياس يصف خاصية في 
المجتمع. والإحصائي وهو مقياس يصف خاصية في العينة. فمتوسط دخل الفرد في المملكة هو مثال على المَعْلَمة، 

أما دخل الفرد في مدينتك التي تسكنها، فهو مثال على الإحصائي. ويتم تحديد مجتمع الدراسة في ضوء الهدف من 
الدراسة، فإذا أراد باحث مثلًا تعرف مدى رضا معلِّمِي الرياضيات عن المناهج الجديدة في المملكة، فإن مجتمع 

سون المناهج الجديدة في المملكة، ولصعوبة إجراء الدراسة على  الدراسة يكون جميع معلِّمِي الرياضيات الذين يدرِّ
جميع المعلمين، فإنه يتم اختيار مجموعة صغيرة والتي  تمثل عينة الدراسة.

در�ات مقليي�س للنزعة 
للإركزية  مقليي�س 

للح�احت. ) مهلرة �البقة )

لأخحلر مقيل�س للنزعة   
للإركزية لاأن�اب لحإثيل 

للبيلنلت.
لأجد هلم�س خطلأ للإعلينة   

 لأ�احعإله.
لأ�احعإل مقليي�س للح�احت   
لإقلرنة مجإوعلت من 

للبيلنلت.

للححليل لامتحالئي
 statistical analysis

للإحغير
variable

بيلنلت في محغير  لتد
univariate data

مقليي�س للنزعة للإركزية
 measure of central tendency

للإَعْلإَة
parameter

لامتحالئي
Statistic

هلم�س خطلأ للإعلينة
margin of sampling error

مقيل�س للح�احت
measure of variation

للحبلين
variance

لانحرلف للإعيلري
standard deviation

6:517:036:497:296:597:20
6:576:497:016:506:526:48
7:027:096:566:547:076:53

 مقايي�س النزعة المركزية

11مقايي�س النزعة المركزية

16171517
12161615

 14181818
401648 1


 القيمة المتطرفة  

هي  لتدة من للبيلنلت لأكبر لأ  
لأ�اغر كثيرًل من بقية للبيلنلت.
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وعند سحب عينة من مجتمع فهنالك خطورة من وجود خطأ في المعاينة ناتج عن إجراء الدراسة على عينة من 
المجتمع وليس على المجتمع بأكمله يسمى هامش خطأ المعاينة. وكلما زاد حجم العينة قلَّ هامش خطأ المعاينة، 

د هامش خطأ المعاينة الفترة التي تدل على مدى اختلاف استجابة العينة عن المجتمع، وهذا يعني أنه يصف  ويُحَدِّ
المدى الذي تقع فيه نسبة المجتمع فيما إذا أجريت الدراسة على المجتمع بأكمله.

 ±    1 _ 
   √  n  

 عند �احب عينة تجإهل n من مجحإع كلي، فلمنه يإكن تقريب هلم�س خطلأ للإعلينة بللقيإة   

في دراسة مسحية عشوائية شملت 2148 شخصًا، أفاد %58 منهم أن كرة القدم هي لعبتهم المفضّلة. 
ما هامش خطأ المعاينة؟  )a  

 _ 1  ± ≈ هامش خطأ المعاينة 
  √  n  

قلنون هلم�س خطلأ للإعلينة  

 ≈ ±   1 _ 
  √  2148  

  n = 2148

ط±0.0216 ≈  ب�اِّ
  

إذن هامش الخطأ للمعاينة %2.16± تقريبًا.   

ما الفترة الممكنة التي تتضمّن نسبة المجتمع الذين أفادوا أن كرة القدم هي لعبتهم المفضلة؟  )b  

58% - 2.16% = 55.84%  58% + 2.16% = 60.16%   

الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة المجتمع الذين أفادوا بأن كرة القدم هي لعبتهم المفضلة تقع بين  55.84%     
و %60.16  أي تقع في الفترة (60.16% , 55.84%).

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
في دراسة مسحية عشوائية شملت 3247 شخصًا، قال %41 منهم: إنهم مرتاحون للنهضة العلمية.

ما هامش خطأ المعاينة؟  )2A 

ما الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة أفراد المجتمع المرتاحين للنهضة العلمية؟  )2B 

مقايي�س الت�صتت تصف مقاييس التشتت مقدار تباعد البيانات أو تقاربها، ومن أشهر مقاييس التشتت التباين،
 والانحراف المعياري . ويصف هذان المقياسان مدى بعد مجموعة البيانات عن المتوسط أو قربها منه.

يُمثّل الرمز   x _   المتوسط للعينة ويُقرأ »x بار«، ويمثّل الرمز μ المتوسط للمجتمع ويُقرأ »ميو«. ويحسب كل من 
المتوسط للعينة والمتوسط للمجتمع بالطريقة ذاتها، أمّا طريقة حساب الانحراف المعياري لكل من بيانات العينة 

 ، s وبيانات المجتمع، فتختلف، وفيما يأتي توضيح لطريقة حساب كل من الانحراف المعياري للعينة (ويُرمز له بالرمز
والانحراف المعياري للمجتمع )ويرمز له بالرمز σ ويقرأ »سيجما«(.

المجتمعالعينة 

s =   √ 


     
  

k = 1
  

n

  (  x  k  -   ̶  x   )  2  
 __ 

n - 1
    σ =   √ 



     
  

k = 1
  

n

  ( x  k  - μ )  2  
 __ n    

تيث n عدد قيم للعينة َ   x _  للإحو�اط للح�البي 
للعينة َ   x  k  قيم للعينة.

تيث n عدد قيم للإجحإع َ       μ  للإحو�اط 
للح�البي للإجحإع َ   x  k  قيم للإجحإع.

 هام�س خطاأ المعاينة

2هام�س خطاأ المعاينة


    كتابة هام�س خطاأ المعاينة 

نكحب هلم�س خطلأ للإعلينة 
علدة على �اورة ن�ابة مئوية.


    مقايي�س الت�صتت 

در�ات �البقًل مقليي�س للح�احت 
)للإدى، للربيعلت، للإدى 

للربيعي، لانحرلف للإحو�اط.

قانونا النحراف المعياري
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درجات اختبار: حصل طلاب المعلم صالح في اختبارين متتاليين على المتوسط نفسه في اختبار الرياضيات 
وهو 75. إذا علمت أن درجات الاختبارين كما يأتي: 

A لاخحبلر

 85, 80, 75, 75, 70, 75, 75, 65, 75,
 75, 75, 80, 75, 75, 70, 80, 70, 75,

75, 75, 75, 75, 75

B لاخحبلر

 100, 100, 90, 10, 100, 95, 10, 95,
 100, 100, 85, 15, 95, 20, 95, 90, 100,

100, 90, 10, 100, 100, 25

.A بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثل عينة أم مجتمعًا، ثم أوجد الانحراف المعياري لدرجات الاختبار  )a  

بما أن المتوسط 75 للاختبار كاملًا ، فهو يمثل متوسط المجتمع. ومن هنا فإن:  الخطوة 1 
. μ = 75

أوجد الانحراف المعياري. الخطوة 2 

 σ =  


 


    
  
k = 1

  
n

  ( xk - μ)2

 __ n    قلنون لانحرلف للإعيلري

 =   √ 
       

 (85 - 75)2 + (80 - 75)2 + … + (75 - 75)2 + (75 - 75)2
     _____   

23
    

 ≈ 3.9
 

المتوسط لدرجات الاختبار A يساوي 75، والانحراف المعياري يساوي تقريبًا 3.9   

.B استعمل الحاسبة البيانية؛ لإيجاد الانحراف المعياري للاختبار  )b  
.A اضغط  ثم  وأدخل القيم )الدرجات( في العمود   

ولمشاهدة الإحصائيات اضغط  ثم اختر      

 ومنها  ثم  
ثم اضغط      

المتوسط لدرجات الاختبار B يساوي 75      
والانحراف المعياري يساوي تقريبًا 36 

قارن الانحراف المعياري في كلا الاختبارين. وماذا تستنتج؟  )c  

الانحراف المعياري للاختبار B أكبر كثيرًا من الانحراف المعياري للاختبار A؛ لذا فدرجات الطلاب في    
الاختبار A أكثر تجانسًا، أي أن درجات بعضهم قريبة من بعضٍ، مقارنةً بالاختبار B الذي يبيِّن درجات عالية 

ا، ودرجات لآخرين دون المتوسط كثيرًا. جدًّ
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

احسب المتوسط والانحراف المعياري للمجتمع للبيانات المحدّدة في   )3A 
الجدول المجاور.

ضع 70 مكان 30 في الجدول المجاور. ماذا تتوقع أن يحدث لكلٍّ من   )3B 
المتوسط والانحراف المعياري؟ أعد الحسابات للتحقّق.

اختير (5) طلاب عشوائيًّا من فصل دراسي، وقيست أطوالهم فكانت:175 سم، 170 سم، 168 سم،    )3C 
167سم، 170 سم. بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثِّل عينة أم مجتمعًا، ثم أوجد الانحراف المعياري لأطوال 

هؤلاء الطلاب.

33النحراف المعياري

ي�احعإل للإعلإون لاأنولع 
للإخحلفة من لاأ�ائلة للإو�اوعية 
 للإقللية لحقدير درجلت طلابهم.


   المتو�صط للمجتمع 
عندمل يكون للإحو�اط 

للإجحإع μ معلومًل، يإكنه 
لأن يحلّ مكلن للإحو�اط 

.    
_

 x   للعينة


المتو�صط والنحراف 
   المعياري للعينة

لمذل قلرن للإعلم �اللح درجلت 
طلابه بدرجلت طلاب لآخرين 
في لخحبلر  طني مثلًا، فلمن 
درجلت طلابه تُعدُّ عينةً من 
درجلت كل للطلاب للذين 

تقدمول للاخحبلر،  عليه لأن 
يح�اب  s ،    _ x في هذه للحللة.

2834333331
3329343631
3029322836
2933292828
2631282729

لأيّ مجموعة من البيانات، يقع معظمها عادة ضمن انحراف معياري واحد من 
المتوسط، وتقع البيانات جميعها تقريبًا ضمن انحرافين معياريين من المتوسط، ففي 

اختبار الفصل (A) للمعلم صالح حيث إن المتوسط 75 والانحراف المعياري 3.9 
يمكن توضيح ذلك بيانيًّا على خط الأعداد كما يأتي:

78.9 82.87571.167.2

± 1  

± 2  2σ

1σ


   النحراف المعياري 

كلإل كبر لانحرلف للإعيلري، 
زلد تبلعد قيم للبيلنلت عن 

للإحو�اط.
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أي مقاييس النزعة المركزية يصف بصورة أفضل البيانات الآتية؟ 
ولماذا؟ )مث�ل 1( 

 833, 796, 781, 776, 758   

 37.2, 36.8, 40.4, 19.2   

 65, 70, 17, 60, 55, 65, 63, 58, 60, 69   

 53, 61, 46, 59, 61, 55, 49   

تغذية: يّوضح الجدول أدناه عدد السعرات لكل طبق خضار.   

ال�ضعرات الخ�ضار ال�ضعرات الخ�ضار ال�ضعراتالخ�ضار
14ب�ذنج�ن 25برك�� 10زهرة 

30ف���و��� 17م�فوف 17بندورة 

20ف�ف� 28جزر 66�بوب 

9خ�س9��ب�نخ17كو���
  

طق�س: يبيّن الجدول أدناه، درجات الحرارة في أثناء النهار ولمدة    
أسبوع بالدرجات الفهرنهايتية:

درجة الحرارةاليوم
F°64����بت 

F°73��أ�د

F°69���ثن�ن

F°70��ثلاث�ء

F°71��أربع�ء

F°75��خم��س

F°74��جمعة

األعاب اأولمبية: في دراسة مسحية عشوائية شملت 5824    
شخصًا، أفاد %29 منهم أنهم سيشاهدون الألعاب الأولمبية على 

التلفاز. )مث�ل 2( 

ما هامش خطأ المعاينة ؟   )a  

ما الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة المجتمع الذين سوف   )b  
يشاهدون الألعاب الأولمبية على التلفاز ؟ 

ريا�ضة: في دراسة مسحية عشوائية شارك فيها 5669 شخصًا،    
وجد أن %31 منهم يشاهدون مباراة واحدة على الأقل في كرة القدم 

ا.  شهريًّ

ما هامش خطأ المعاينة ؟   )a  

ما الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة المجتمع الذين يشاهدون   )b  
مباراة واحدة على الأقل في كرة القدم شهريًّا؟

تمارين ريا�ضية: في دراسة مسحية شملت 4213 شخصًا اختيروا    

بطريقة عشوائية، أفاد %78 منهم أنهم يمارسون الرياضة لمدة ساعة 
أسبوعيًّا على الأقل.

ما هامش خطأ المعاينة؟  )a  

ما الفترة الممكنة التي تحتوي على نسبة المجتمع الذين   )b  

يمارسون الرياضة ساعة واحدة على الأقل أسبوعيًّا؟

قيادة: تُحدّد عادة السرعات القصوى على الطرقات تفاديًا للحوادث.   

فيما يأتي السرعات القصوى (mi/h) للطرقات جميعها في   )a  

إحدى الدول بين مدنها وقراها. بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات 
تمثِّل عينة أم مجتمعًا، ثم أوجد الانحراف المعياري للسرعات 

في الجدول أدناه. )مث�ل 3(

(mi/h) ال�ضرعات الق�ضوى للطرقات جميعها
70657570707565657070

 (mi/h) إذا كان الانحراف المعياري للسرعات القصوى  )b  

للطرقات جميعها في دولة أخرى (24) . قارن الانحراف 
المعياري للسرعات في كلا الدولتين. وماذا تستنتج؟

ل سلطان الأزمنة التي ركض فيها  تدريب: في أثناء التمرين سجَّ   

مسافة m 40. بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثِّل عينة أم مجتمعًا، ثم 
أوجد الانحراف المعياري للبيانات في الجدول أدناه.

اختبارات: فيما يأتي درجات صف مكوّن من 10 طلاب في اختبار    
من 25 درجة.

درجات 10 طلابٍ في اختبار من 25 درجة 
23212120212022211720   

قارن بين المتوسط والوسيط للدرجات.  )a  

أوجد الانحراف المعياري للبيانات، وقرّبه إلى أقرب جزء   )b  

من مئة.

على افتراض أن الدرجة 20 كانت خطأً، وتم تعديلها إلى 25،   )c  

كيف يتـأثّر كلٌّ من المتوسط والوسيط بهذا التغيير؟



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)
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مدار�س: يوضّح الجدول أدناه عدد الطلاب لكل معلم في مدارس    
إحدى المناطق التعليمية: 

عدد الطلاب لكل معلم
2526262227
2422282524
2022242624
2329222327
2829262424
2325252928

ما مقياس النزعة المركزية الأنسب لهذه البيانات؟ ولماذا؟  )a  

بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثِّل عينة أم مجتمعًا، ثم أوجد   )b  

الانحراف المعياري للبيانات، علمًا بأن المتوسط الحسابي لها 
به إلى أقرب جزء من مئة. يساوي 25، وقرِّ



م�صاألة مفتوحة: اجمع بيانات في متغيّر واحد، ثم صف مقاييس    
النزعة المركزية ومقاييس التشتت المناسبة لهذه البيانات.

د %67 من المستهدفين موضوع دراسة مسحية،  : إذا أيَّ تحدٍّ   
وكانت الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة أفراد المجتمع المؤيدة هي 

%69.2 - %64.8، فكم شخصًا تناولت الدراسة المسحية رأيهم؟

تبرير: حذفت قيمة متطرفة كبيرة من مجموعة بيانات، كيف    
يؤثّر ذلك في المتوسط والانحراف المعياري لمجموعة البيانات؟ 

وضّح ذلك.

تبرير: إذا زيدت كل قيمة في مجموعة بيانات بمقدار 10، فكيف    
يؤثّر ذلك في المتوسط والوسيط والانحراف المعياري؟ فسّر 

إجابتك.

اكتب: قارن بذكر أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين المتوسط    
والوسيط لمجموعة بيانات في متغيّر واحد.



د إذا كانت كل دراسة مسحية مما يأتي تتبنى عينة متحيزة أو غير متحيزة،  حدِّ
وفسّر إجابتك. )للدر�س 1- 3(

قام باحث بإرسال استبانة إلى كل شخص تنتهي بطاقة الهوية الخاصة    
به برقم معيّن.

إيجاد أطوال أعضاء فريق كرة السلة لتحديد المتوسط الحسابي    
لأطوال طلاب المدرسة.

د ما إذا  أوجد الضرب الداخلي للمتجهين u , v في كل مما يأتي، ثم حدِّ
كانا متعامدين أو لا. )للدر�س 5- 1(

u = 〈1, 3, 5〉, v = 〈-8, 1, 1〉   

u = 〈-2, 4, 6〉, v = 〈2, 3, 4〉   

u = 〈3, 4, 5〉, v = 〈-1, -3, -5〉   

u = 8i - 8j + 3k, v = 2i + 4j + 6k   

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثِّل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 
بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي: )للدر�س 2- 2(

( 6, 11)  25)  

( -9, 2)  26)  

( 3, 1)  27)  



اإح�صاء: في مجموعة من تسعة أعداد مختلفة، أي ممّا يأتي لا يؤثّر    
في الوسيط؟

B   زيادة كل عدد بمقدار 10 مضاعفة كل عدد           A

زيادة القيمة الكبرى فقط   D زيادة القيمة الصغرى فقط    C  

درجات اختبار: كانت درجات 5 طلاب اختيروا عشوائيًّا في فصل    
دراسي كما يلي  55 ,45 ,30 ,50 ,70. بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات 
تمثِّل عينة أم مجتمعًا، ثم احسب الانحراف المعياري لدرجاتهم إلى 

أقرب عدد صحيح.

15  B  40  A  

 13  D  14  C  

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

28)

29)
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الاحتمال الم�شروط
Conditional Probability

يختبر هيثم دواءً يقي من بعض الأمراض. وتوجد 
مجموعتان من الأشخاص إحداهما تجريبية تمّ إعطاء 

الدواء الحقيقي لأفرادها، بينما تمّ إعطاء دواء شكلي )غير 
فعّال( للمجموعة الأخرى )المجموعة الضابطة(. وبعد 

الحصول على النتائج، يريد هيثم أن يجد احتمال بقاء 
 المستهدفين أصحاء نتيجة الدواء. 

وهذا المثال يُفسّر مفهوم الاحتمال المشروط. 

الاحتمال الم�شروط يُسمّى احتمال وقوع الحادثة B بشرط وقوع الحادثة A، احتمالً مشروطًا. ويرمز له بالرمز 
. A بشرط وقوع الحادثة B ويقرأ احتمال وقوع الحادثة ، P(B|A)

 A لإذل عُلِم لأن لاحلدثة ،B رلدثشين غيا م�حشقلشين، فلإن لورشملا لامتحالا اوقوع لاحلدثة A , B لإذل كلنت
قد لقعت يعاّف على لانحو:

  P(B | A) =   P(A َل B)
 _ 

P(A)
   , P(A) ≠ 0 

ألقت عبير مكعب أرقام مرةً واحدةً. ما احتمال ظهور العدد 3 ، علمًا بأن العدد الظاهر فردي؟ 
توجد 6 نواتج ممكنة من إلقاء مكعب الأرقام مرةً واحدةً. 

لتكن A الحادثة التي يكون فيها العدد الظاهر عددًا فرديًّا.
ولتكن B الحادثة التي يظهر فيها العدد 3.

 P(A) =   3 _ 
6
   =   1 _ 

2
3 نولتج ذلت عدد فادي من بين 6 نولتج  

 P(A ∩ B) =   1 _ 
6
للرد من لانولتج لا�حشة فادي ليُمثّل لاعدد 3  

 P(B | A) =    
P(A ∩ B)

 _ 
P(A)

لرشملا لقوع لاحلدثة B علمًل بلأن لاحلدثة A قد لقعت  

 =   1 _ 
6
   ÷   1 _ 

2
   =   1 _ 

3
  P(A) =   1 _ 

2
   , P(A ∩ B) =   1 _ 

6
  

.    1 _ 
3
احتمال ظهور العدد 3 علمًا بأن العدد الظاهر فردي هو    

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
يحتوي كيس على 52 بطاقة مقسمة إلى أربع مجموعات لكل منها لون من الألوان الآتية: الأحمر والأخضر   )1  
والأزرق والأصفر، ورقّمت بطاقات كل لون بالأعداد من 1 إلى 13. إذا سحبت نوال بطاقة، فما احتمال أن 

تحمل هذه البطاقة العدد 13 علمًا بأن ما سحبته كان العدد 11 أو 12 أو 13؟ 

در�حت مفهوم لورشملا لكيفية 
ر�حلبه. )مهلرة �حلبقة) 

لأجد لرشملا لقوع رلدثة   
لإذل عُلم لأن رلدثة لأخاى قد 

لقعت.
لأ�حشعمل لاجدللا لاشولفقية   
وإيجلد لرشملوت متحالطة .

لورشملا لامتحالا
conditional probability

لاجدلا لاشولفقي
contingency table

لاشكالر لان�حبي
relative frequency

الاحتمال الم�شروط

1الاحتمال الم�شروط
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الجداول التوافقية الجداول التوافقية هي جداول تكرارية ذات بعدين، يتم فيها تسجيل بيانات ضمن خلايا، حيث 
إن كل خلية من خلايا الجدول تُمثّل تكرارًا يسمى تكرارًا نسبيًّا، إذ يكون منسوبًا إلى مجموع التكرارات في الجدول، 
أو منسوبًا إلى مجموع التكرارات في الصف الذي تقع فيه الخلية، أو منسوبًا إلى  مجموع التكرارات في العمود الذي 

تقع فيه الخلية، ويمكن استعمال الجداول التوافقية في إيجاد الاحتمال المشروط.

م�صي: أوجد احتمال أن يكون شخص
اختير عشوائيًا معافى، علمًا بأنه يمارس 

المشي.

عدد الأشخاص الكلي في الدراسة 400 + 1200 + 800 + 1600 ويساوي 4000 شخص، ويراد إيجاد احتمال 
H علمًا بأن W قد وقع.

 P(H | W) =   
P(H َو W)

 _ 
P(W)

قانون الاحتمال الم�صروط  

 =   800 _ 
4000

   ÷   2400 _ 
4000

  P(H َو W) =   800 _ 
4000

    , P(W) =    1600 + 800
 _ 

4000
  

 =   800 _ 
2400

   =   1 _ 
3
ط   ب�صِّ

.     1 _ 
3
احتمال أن يكون الشخص معافى، بشرط أنه يمارس المشي هو   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد احتمال أن يكون شخص اختير عشوائيًا معافى، علمًا بأنه لا يمارس المشي.   )2  

يمكن استعمال الجداول التوافقية لتمثيل أي عدد من الحالات الممكنة.

يوضّح الجدول أدناه عدد الطلاب الجامعيين الذين يمارسون الرياضة بشكل منتظم، إذا اختير طالب عشوائيًّا، 
فأوجد احتمال أن يكون الطالب من ضمن المنتخب الجامعي، علمًا بأنه في السنة الثالثة.

%11.5 تقريبًا  A  

%16.6 تقريبًا   B  

%13.0 تقريبًا  C  

%19.8 تقريبًا  D  

�صنةرابعة�صنةثالثة�صنة ثانية�صنة اأولىالريا�صيون الجامعيون
 (K)7223651�صمن المنتخب الجامعي

 (S)269262276257لي�س �صمن المنتخب الجامعي

اقراأ فقرة الاختبار 
تريد معرفة احتمال أن يكون الطالب من ضمن المنتخب الجامعي (K) علمًا بأنه في السنة الثالثة ( T ). مجموع 

الطلاب هو 1180 طالبًا.
حُلّ فقرة الاختبار

 P(K | T ) =    
P( K ∩ T )

 _ 
P(T )

قانون الاحتمال الم�صروط  

 =   36 _ 
1180

   ÷   312 _ 
1180

  P(K∩T ) =    
36
 _ 1180    , P(T ) =   36 + 276

 _ 
1180

  

 .A 11.5 ≈ % 0.115 ≈  الجواب الصحيح%

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد احتمال أن يكون الطالب من ضمن المنتخب الجامعي، علمًا بأنه في السنة الأولى.   )3 

%7.7 تقريبًا  D %8.4 تقريبًا   C %2.5 تقريبًا   B %2.6 تقريبًا   A  

22الجداول التوافقية

الحالة
عدد الاأ�صخا�ص

(w) يمار�ص الم�صي(Nw) لا يمار�ص الم�صي
 (S)16001200مري�ص

 (H)400 800 معافى


    حل مخت�صر 

يمكن اخت�صار الحل في 
المثال 2 با�صتعمال الجداول 

التوافقية وف�صاء العينة 
المخت�صر على النحو الآتي: 

احتمال اأن يكون ال�صخ�س 
معافى ب�صرط اأنه يمار�س 

الم�صي هو

  P ( H |W) =   800 _ 
2400

   =   1 _ 
3
  


    كتابة الاحتمال 

تذكر اأن الحتمال يُعبَّر عنه 
بك�صر اعتيادي اأو بك�صر ع�صري 

اأو بن�صبة مئوية.

 3 3 3



99   لورشملا لامتحالا الدرس 3 - 3

يحتوي كيس على 8 كرات زرقاء، و 6 كرات حمراء، و 10 كرات صفراء، 
و 6 كرات بيضاء، و 5 كرات خضراء. إذا سُحبت كرة واحدة عشوائيًّا، 

فأوجد الحتمال في كل حالة مما يأتي: )مثال 1(
أن تكون الكرة خضراء، إذا عُلم أنها ليست زرقاء.   

أن تكون حمراء، إذا عُلم أنها ليست خضراء.   

أن تكون صفراء، إذا عُلم أنها ليست حمراء وليست زرقاء.   

أن تكون خضراء أو بيضاء، إذا عُلم أنها ليست حمراء.   

أن تكون زرقاء، إذا عُلم أنها بيضاء.   

قطاعات دائرية: رقمّت قطاعات دائرية متطابقة في قرص من    
1 إلى 8، إذا أُدير مؤشر القرص، فما احتمال أن يستقر المؤشر عند 

العدد 8 إذا عُلِم أنه استقر عند عدد زوجي؟

فح�س القيادة: يوضّح الجدول أدناه أداء مجموعة من الأشخاص    
في فحص القيادة، علمًا بأن بعضهم أخذ حصصًا تدريبية تحضيرًا 

للفحص، والبعض الآخر لم يأخذ. إذا اختير أحد الأشخاص 
عشوائيًّا، فأوجد احتمال كل مما يأتي: )مثال 2(

ا ااأخذ ح�ش�شً لم ياأخذ ح�ش�شً
6448ناجح

1832را�شب

الشخص ناجح علمًا بأنه أخذ حصصًا.  )a  

الشخص راسب علمًا بأنه لم يأخذ حصصًا.  )b  

لم يأخذ حصصًا، علمًا بأنه ناجح.  )c  

درو�س التقوية: سجّلت مدرسة أعداد طلاب الصفين الثاني    
المتوسط والثالث المتوسط المشتركين وغير المشتركين في دروس 

التقوية. إذا اختير أحد الطلاب عشوائيًّا، فأوجد احتمال كل ممّا يأتي:

غير م�شاركم�شارك
156242الثاني المتو�شط

312108الثالث المتو�شط

الطالب مشارك في التقوية علمًا بأنه في الصف الثاني المتوسط.  )a  

الطالب غير مشارك في التقوية علمًا بأنه في الصف الثالث   )b  
المتوسط.

الطالب في الصف الثاني المتوسط علمًا بأنه غير مشارك.  )c  

اختيار من متعدد: يُبيّن الجدول أدناه أعداد الطلاب الذين    
حضروا مباراة كرة قدم، والذين تغيَّبوا عنها من السنوات الجامعية 
الأولى والثانية والثالثة والرابعة. إذا اختير أحد الطلاب عشوائيًّا، 

فأوجد احتمال أن يكون قد حضر المباراة علمًا بأنه من السنة الثالثة.  
)مثال 3(

رابعةثالثةثانيةاأولى
4890224254الح�شور

182141368الغياب

%48.6 تقريبًا  A  

%77.6 تقريبًا  B  

%86.2 تقريبًا  C  

%91.6 تقريبًا  D  

اختيار من متعدد: يقارن عادل وإبراهيم وسعود مجموعة    
أمثال شعبية جمعوها. وتم تمثيل ذلك وفق الجدول أدناه . إذا اختير 

مثل شعبي مما جمعوه عشوائيًّا، فأوجد احتمال أن يكون المثل 
اجتماعيًّا، علمًا بأنه ليس مما جمعه عادل.

خليطاجتماعيفكاهي
52131644عادل

119145302اإبراهيم

2444182�شعود

%35.9 تقريبًا  A  

%24.8 تقريبًا  B  

%17.2 تقريبًا  C  

%15 تقريبًا  D  

إذا ألقيت أربع قطع نقد متمايزة مرةً واحدة، فأجب عمّا يأتي :

ما احتمال ظهور شعارين، علمًا بوجود كتابة على قطعة واحدة    
على الأقل؟

ما احتمال ظهور 3 كتابات علمًا بوجود شعار واحد على الأقل؟   

ما احتمال عدم ظهور أي شعار علمًا بأنه توجد كتابة واحدة    
على الأقل؟

ما احتمال عدم ظهور أي كتابة علمًا بأنه يوجد 3 شعارات    
على الأقل؟



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)
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مة إلى أربع  بطاقات: يحتوي صندوق على 52 بطاقة مقسَّ   
مجموعات لكل منها لون من الألوان الآتية: الأحمر، والأسود، 

 والأخضر، والأزرق، ورُقِّمت بطاقات كل لون من 1 إلى 13. 
إذا سُحبت بطاقة واحدة عشوائيًّا، فما احتمال أن تحمل البطاقة 

الرقم 9 علمًا بأنها حمراء اللون؟

يبين الجدول أدناه أعداد الألعاب الإلكترونية الموجودة لدى    
شخص. إذا اختيرت لعبة عشوائيًّا فأوجد كلاًّ من الاحتمالين الآتيين:

العدد اللعبة
5 كرة قدم
2 كرة �شلة
6 م�شارعة
4 �شباق �شيارات
3 اأخرى

أن تكون من ألعاب المصارعة علمًا بأنها ليست من ألعاب كرة   )a  
القدم.

أن تكون من ألعاب سباق السيارات علمًا بأنها ليست من ألعاب   )b  
كرة السلة وليست من ألعاب المصارعة.



: ألقي مكعب مرقم من 1 إلى 6 خمس مرات متتالية. ما  تحدٍّ   
احتمال ظهور الرقم 2 في الرميات الخمس علمًا بأن الرقم 2 ظهر في 

الرميات الثلاث الأولى؟

اكتب: فسّر الاختلاف بين الاحتمال المشروط لحوادث غير    
مستقلة، والاحتمال المشروط لحوادث مستقلة. أعطِ مثالًا لكل نوع.

تبرير: إذا مُثِّل احتمال حادثة مركبة من حادثتين بالرسم الشجري    
)شجرة الاحتمال(، فأي فروع الرسم الشجري يمثِّل الاحتمال 

المشروط. أعط مثالًا لموقف يمكن تمثيله بشجرة احتمال ثم مثِّله.

تبرير: إذا رُميت قطعة نقد بشكل حر 21 مرة متتالية، فما احتمال    
أن تظهر الصورة في الرمية 21، إذا علمت أن الصورة ظهرت في 

ح تبريرك. الرميات العشرين الأولى؟ وضِّ

ن جدولًا توافقيًّا، واحسب احتمالًا مشروطًا  م�شاألة مفتوحة: كوِّ   
يرتبط بالجدول.



استعمل مسطرة ومنقلة، لرسم متجه يمثِّل v = 20 km/h ، باتجاه    
°60 مع الأفقي. )الدر�س 1-1( 

ثقافة مالية: يوضّح الجدول أدناه دخل 12 شركة في الأسبوع    
الأول من شهر محرم عام 1439هـ بالريال. )الدر�س 3-2(



25778

23858

29173

27870

25698

25580

22861

27124

25200

27828

32903

23995

أوجد كلاًّ من المتوسط الحسابي والوسيط.  )a  

بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثل عينة أم مجتمعًا، ثم أوجد   )b  
الانحراف المعياري للبيانات وقرّبه إلى أقرب جزءٍ من مئة.

c(  لنفترض أن تقريرًا عن الشركات المذكورة ذكر أن القيمة   
22861 ريالًا كانت خطأً، وهي في الحقيقة 24861. فكيف يتأثّر 

كل من المتوسط والوسيط بهذا التعديل؟

حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية مما يأتي، تتبنى عينة متحيزة، أو غير 
متحيزة. وفسّر إجابتك. )الدر�س 3-1(

دراسة مسحية تتناول موظفي مطعم، لتقرر أكثر الأطباق شعبية.   

دراسة مسحية تتناول رأي مرتادي مكاتب البريد، لمعرفة أكثر ألوان    
السيارات شيوعًا.



    إذا كانت A , B حادثتين في فضاء العينة لتجربة عشوائية ما، 
 ، P(A) = 0.2 , P(B) = 0.5, P(A ∪ B) = 0.4 بحيث كان 

فما قيمة P (A | B) ؟

0.5  A  

0.6  B  

0.7  C  

0.8  D  

حمراوين  كرتين  على  يحتوي  كيس  من  عشوائي  بشكل  كرة     سحبت 
و3 زرقاء دون إرجاع وكانت زرقاء. ما احتمال سحب كرة زرقاء ثانية؟

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)
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حدد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبنى عينة متحيزة أو غير 
(3-1 ¢SQódG) ر إجابتك. وفسّ متحيزة،

بالجملة؛ يبيع  تجاري  مجمع  من  يخرج  شخص  ثاني  كل  اختيار  يتم 
ر في تلك المدينة. لمعرفة عدد الأطفال في الأُسَ

لمعرفة رأي الموظفين  يتم اختيار كل عاشر موظف يخرج من شركة؛
في عملهم.

سؤال كل خامس طالب يدخل المدرسة عن مواصفات المعلم 
المثالي.

د أيًّا من العبارات الآتية توضح السببية: حدّ 
(3-1 ¢SQódG)

ا في كرة السلة. فستصبح لاعبًا محترفً بت كل يوم، إذا تدرّ A

فستنجح في الاختبار. إذا قرأت كتابك المقرر، B

ا من واحدة  فستتلقى عرضً مت لعشر وظائف مختلفة، إذا تقدّ C
على الأقل.

فستبتل. حدد  إذا وقفت بالخارج تحت المطر من دون مظلة، D
ما إذا كانت كل من الحالتين الآتيتين تمثّل دراسة تجريبية أو 

فحدد  دراسة قائمة على الملاحظة. وإذا كانت دراسة تجريبية،
(3-1 ¢SQódG) المجموعة التجريبية والمجموعة الضابطة.

اختر 250 طالبًا في المرحلة المتوسطة نصفهم من المدارس الأهلية،
وقارن بين عاداتهم الدراسية.

ص لنصف الموظفين الذين اختيروا بطريقة عشوائية ساعة  صِّ خَ
وقارن اتجاهاتهم نحو العمل مع بقية زملائهم. لتناول الغداء،

أي مقاييس النزعة المركزية تصف بصورة أفضل البيانات الآتية؟
(3-2 ¢SQódG) ولماذا؟


2232412

2313421

3232314

2341110

1212223

يحاول باحث أن يحدد أثر إضاءة نوع جديد من المصابيح الكهربائية 
حيث قام بتعريض مجموعة من الأزهار  على أزهار للزينة المنزلية،

ومجموعة أخر لإضاءة المصابيح  لإضاءة المصابيح الجديدة،
العادية. ويبيّن الجدول أدناه أعداد الأزهار التي عاشت أو ماتت في 

المجموعتين.
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(3-3 ¢SQódG) :فما احتمال إذا اختيرت زهرة منها عشوائيًّا،

أن تكون من الأزهار التي تعرضت لإضاءة المصابيح الجديدة   (a

ا بأنها عاشت؟ علمً

ا بأنها تعرضت لإضاءة  أن تكون من الأزهار التي عاشت علمً  (b

المصابيح العادية؟

يأتي:   فما احتمال كل مما م من 1 إلى 6 مرة واحدة، إذا ألقي مكعب مرقَّ
(3-3 ¢SQódG)

. ا بأن العدد الظاهر أكبر من 3 ظهور عدد فردي علمً

ا. ظهور العدد 4 علمًا بأن العدد الظاهر كان زوجيًّ

في القرص ذي المؤشر الدوار المقسم  
ما احتمال  ومرقمة بالأعداد 1-16، ا، ا متطابقً إلى (16) قطاعً
إذا علم أنه استقر على عدد  استقرار المؤشر على عدد فردي،

(3-3 ¢SQódG) من 3 ؟ أكبر

13_
16 A

8_
16 B

8_
13 C

6_
13 D


3 -3  3 -1 

1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

9(

10(
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الاحتمال والتوزيعات الاحتمالية 
Probability and Probability Distributions

افترض أن شركة لديها 4 شواغر، وتشترط لتعيين الموظفين لديها اجتيازهم 
لمقابلة شخصية. إذا تقدم للشركة 8 أشخاص من المنطقة A، و 10 أشخاص من 
المنطقة B، وتمت مقابلة المتقدمين، واختير 4 منهم بشكل عشوائي، فما احتمال 

أن يفوز بالوظائف 3 أشخاص من المنطقة A وشخص واحد من المنطقة B؟

الاحتمال تسمى النسبة التي تقيس فرصة وقوع حادثة معيَّنة احتمالً. ووقوع الشيء المرغوب فيه يُسمّى نجاحًا ، 
وعدم وقوعه يُسمّى فشلً. ومجموعة النواتج الممكنة تُسمّى فضاء العينة. وكلما اقترب احتمال وقوع حادثة من 1، 

كانت فرصة أو إمكانية وقوعها أكبر.

لمذل كلن عدد مرلت نجلح  قوع تلدثة s من للإرلت،  عدد مرلت ف�ال  قوع للحلدثة نف�اهل f من للإرلت، فلمن 
لتحإلا للنجلح يُكحب على للنحو P(S)، كإل يُكحب لتحإلا للف�ال على للنحو P(F ).  يُعطى كل من لتحإلا 

للنجلح  لتحإلا للف�ال بللحايغحين لاآتيحين:

P(S) =   s _ 
s + f

   , P(F ) =   
f
 _ 

s + f
  

  P)الحادثة(    
عدد النواتج في الحادثة

 _ P(S) =   s ل تختلف في مضمونها عن الصيغة:    عدد النواتج الممكنة  __  
s + f

لحظ أن الصيغة:   

رشّحت مدرسة 12 طالبًا من الصف الثاني الثانوي، و 16 طالبًا من الصف الأول الثانوي للتنافس على 6 جوائز؛ 
نظرًا لتفوقهم الدراسي. إذا تمت مقابلة المرشحين، واختير 6 منهم بشكل عشوائي، فما احتمال أن يفوز بالجوائز 

3 طلب من الصف الأول الثانوي و 3 طلب من الصف الثاني الثانوي؟

s حدّد عدد مرات النجاح الخطوة 1 

12C3
عدد طرق لخحيلر 3 طلاب من للحاف للثلني هو

16C3
عدد طرق لخحيلر 3 طلاب من للحاف لاأ ا هو  

. s استعمل التوافيق، ومبدأ العد الأساسي لإيجاد عدد النجاحات  

 12C3 · 16C3 =   12! _ 
9! 3!

    ·    16! _ 
13! 3!

    = 123200  

. s + f ،)حدّد عدد النواتج الممكنة )عدد عناصر فضاء العينة الخطوة 2 
s + f = 28C6 =    28! _ 

22! 6!
    = 376740  

أوجد الحتمال الخطوة 3 
=   s _ 

s + f
  P(فوز 3 من الأول و3 من الثاني)لتحإلا للنجلح

=   123200 _ 
376740

  s = 123200, s + f = 376740

ل�احعإل لاآلة للحل�ابة0.327016 ≈  
احتمال فوز 3 طلاب من الصف الأول و3 من الصف الثاني هو تقريبًا 0.33 أو 33% .  

در�ات لميجلد لتحإلا  قوع 
تلدثة لمذل علم لأن تلدثة لأخرى 

قد  قعت. ) للدر�س 3- 3)

لأجد لاتحإلات بل�احعإلا   
للحبلديل  للحولفيق.

لأجد لاتحإلات بل�احعإلا   
للإحغيرلت للع�اولئية.
لأمثِّل بيلنيًّل للحوزيعلت   
لاتحإللية  لأ�احعإلهل.

للنجلح
success

للف�ال
failure

للإحغير للع�اولئي
random variable

للإحغير للع�اولئي للإنفحال
discrete random variable

للحوزيع لاتحإللي
probability distribution

للحوزيع لاتحإللي للإنفحال
 discrete probability 

distribution

لاتحإلا للنظري
theoretical probability

لاتحإلا للحجريبي
experimental probability

للقيإة للإحوقعة
expected value

 احتمال النجاح والف�صل

1الاحتمال با�صتعمال التوافيق


احتمال النجاح والف�صل  
 s اتظ لأن للحرف للحاغير
يدا على عدد مرلت للنجلح 

في  قوع تلدثة، بينإل للحرف 
للكبير S يدا على تلدثة 

للنجلح،  كذلك لاأمر بللن�ابة 
.F  َ f للحرفين

S =

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH3-L6
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك
حوا من الصف الثاني الثانوي 3، ومن الصف الأول الثانوي 11، وكان  في المثال 1 إذا كان عدد الذين رُشِّ  )1  

حوا بطريقة عشوائية، فما احتمال أن يفوز طالبان من الصف  عدد الجوائز 4، واختير 4 طلاب من الذين رُشِّ
الثاني وطالبان من الصف الأول؟

 لدى صالح 6 أصدقاء تبدأ أسماؤهم بالأحرف A , B , C , D , E , F ، ويتوقع من كل منهم اتصالً هاتفيًّا للتفاق 
على موعد رحلة ينوون القيام بها. ما احتمال أن يتصل A أولً ثم B ثانيًا، ويتصل كل من D, E , F أخيرًا.

.s د عدد مرات النجاح حدِّ الخطوة 1 
1 عدد طرق لتحالا A لأ اً ثم B ثلنيًل هو

3P3
عدد طرق لتحالا كل من D , E , F في لاأخير هو  

. s استعمل التباديل ومبدأ العد الأساسي لإيجاد  
 s = 1 · 3P3 = 1 · 3! = 6  

. s + f  ،)أوجد عدد النواتج الممكنة )عدد عناصر فضاء العينة الخطوة 2 
s + f = 6P6 = 6! = 720  ، وتمثل عدد الترتيبات الممكنة لتصالت الأصدقاء الستة.  

أوجد الحتمال. الخطوة 3 
 P(S) =   s _ 

s + f
لتحإلا للنجلح  

 =   6 _ 
720

  s = 6 , s + f = 720

ل�احعإل لاآلة للحل�ابة0.0083 ≈   

الحتمال المطلوب هو تقريبًا 0.008 أو %0.8 تقريبًا.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
�صباق: اشترك صلاح، وعبد اللَّه، وسليم في سباق m 400 مع خمسة رياضيين آخرين. ما احتمال أن ينهي   )2  

هؤلء الثلاثة السباق في المراكز الثلاثة الأولى؟

المتغير الع�صوائي والتوزيع الاحتمالي يُسمى المتغير الذي يأخذ مجموعة قيم لها احتمالت معلومة 
متغيرًا عشوائيًا. والمتغير العشوائي الذي له عدد محدود من القيم يُسمى متغيرًا عشوائيًا منفصلً.

 التوزيع الحتمالي هو دالة تربط بين كل قيمة من قيم المتغير العشوائي ، مع احتمال وقوعها، ويعبر عنه بجدول أو 
معادلة، أو تمثيل بياني. ويجب أن يحقق التوزيع الحتمالي الشرطين الآتيين:
. 0 ≤ P (X) ≤ 1 محصور بين 0 و 1، أي أن X احتمال كل قيمة من قيم  •

. ∑P( X ) = 1 يساوي 1 ، أي أن X مجموع كل احتمالت قيم  •

 والتوزيع الحتمالي المنفصل هو توزيع احتمالي متغيره العشوائي منفصل.
ةً واحدة، فإن فضاء العينة هو {T T , T L , L T , L L } ، حيث يُمثّل L الوجه الذي  فعند رمي قطعتي نقد متمايزتين مرَّ
 X متغيرًا عشوائيًّا يدل على عدد مرات ظهور الشعار، فإن X الوجه الذي يحمل الكتابة، إذا كان T يحمل الشعار، و
يأخذ القيم 2 ,1 ,0 . ويمكنك حساب الحتمال النظري لعدم الحصول على شعار، أو الحصول على شعار واحد، 

أو الحصول على شعارين، ثم تكوين جدول يمثّل التوزيع الحتمالي، كما يمكنك تمثيله بيانيًّا كما يأتي:

22الاحتمال با�صتعمال التباديل 
 التباديل والتوافيق 

 عند لخحيلر مجإوعة من 
لاأ�اخل�س لأ  لاأ�ايلا بحرتيب 

معيّن، فلمن لاخحيلر يُ�اإّى 
تبديلًا،  عندمل ا نهحم 

بعإلية ترتيب لاأ�اخل�س لأ  
لاأ�ايلا، فلمن لاخحيلر يُ�اإّى 

توفيقًل.


البيانات المنف�صلة 
 والبيانات المت�صلة 

 تكون للبيلنلت منفحالة لمذل 
لأمكن عدّ للبيلنلت مثل عدد 
لاأرلنب في مزرعة.  تكون 

للبيلنلت مححالة لمذل كلنت تلأخذ 
لأي قيإة في فحرة من لاأعدلد 

للحقيقية، فإثلًا لأطولا جإيع 
لأفرلد للعينة  تإثل بيلنلت 

مححالة.
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 P(0) =   1 _ 
4
   , P(1) =   1 _ 

2
   , P(2) =   1 _ 

4
  

. X يُبيّن الجدول أدناه والتمثّيل بالأعمدة المجاور التوزيع الحتمالي للمتغير

 X 012عدد ال�صعارات

P( X ) 1  الاحتمال _ 
4
    1 _ 

2
    1 _ 

4
  

 يوضّح القرص ذو المؤشر الدوّار توزيعًا احتماليًّا، حيث يمكن أن يتوقّف المؤشر 
على أيٍّ من القطاعات الملونة، وقد كتب على كل قطاع احتمال ظهوره )لحظ أن 

مجموع الحتمالت يساوي 1(. 
مثِّل بالأعمدة هذا التوزيع الحتمالي:  )a  
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استعمل التمثيل بالأعمدة؛ لتحدّد اللون الأكبر إمكانية لوقوف المؤشر عنده، ثم أوجد احتماله.  )b  

.    1 _ 
4
أكثر الألوان إمكانية لوقوف المؤشر عنده هو اللون البنفسجي، واحتماله يساوي       

. P )أوجد )أخضر أو أزرق  )c  

.    1 _ 
6
    +    1 _ 

6
   =   1 _ 

3
احتمال التوقّف عند اللون الأزرق أو الأخضر هو       

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
يوضح الجدول أدناه توزيعًا احتماليًّا، حيث ألقي مكعبان مرقمان من 1 إلى 6 مرة واحدة، وسُجّل مجموع العددين 

الظاهرين على الوجهين العلويين واحتمال كلٍّ منها.

23456789101112المجموع 

 _ 1  الاحتمال 
36

    1 _ 
18

    1 _ 
12

    1 _ 
9
    5 _ 

36
    1 _ 

6
    5 _ 

36
    1 _ 

9
    1 _ 

12
    1 _ 

18
    1 _ 

36
  

مثِّل بالأعمدة هذا التوزيع الحتمالي.  )3A 

استعمل التمثيل بالأعمدة؛ لتحدد الناتج الأكثر إمكانية للوقوع؟ ثم أوجد احتماله.  )3B 

. P (5 11 أو) أوجد  )3C 

إن الحتمالت التي تمت دراستها هنا هي احتمالت نظرية؛ لأنها مبنية على افتراضات يتوقّع الحصول عليها، 
بينما الحتمالت التجريبية يتم تقديرها من عدد من التجارب. والقيمة المتوقعة أو التوقع E(X) هي المتوسط 

الموزون للقيم في التوزيع الحتمالي المنفصل؛ أي أن القيمة المتوقعة E(x) هي مجموع حواصل ضرب قيم المتغير 

 ∑     =E(X)، وتنتج هذه القيمة 
  

 
i = n

     
i = 1

  Xi.P(Xi) ويمكن إيجادها باستعمال القانون ،P(X) في احتمال كل منها  X العشوائي
من خلال اعتماد الحتمال النظري كوزن للمتغير العشوائي. ويخبرك بما يمكن حدوثه على المدى البعيد، وذلك بعد 

محاولت كثيرة.

0 1 2





0.5

0.25
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X

P (X) 
 احتمالات المتغيرات الع�صوائية  
يقرلأ للرمز P (1) لتحإلا لأن 
 X يكون للإحغير للع�اولئي

م�ال يًل لـِ 1 .

3التوزيع الاحتمالي المنف�صل


 البيانات الو�صفية

 يإكننل لأن نحعلمل مع للبيلنلت 
للو�افية بو�افهل محغيرلت 

ع�اولئية منفحالة.
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احتمال الحوادث المتنافية  

 B   A تذكر لأنه لمذل كلنت
 تلدثحين محنلفيحين، فلمن

. P(A  لأ  B) = P(A) + P(B)
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أوجد القيمة المتوقّعة عند رمي مكعب مرقم من 1 إلى 6 مرة واحدة.
. P(X) في احتمال كلٍّ منها X هي مجموع حواصل ضرب قيم المتغير العشوائي E(X) القيمة المتوقعة

 E(X) = 1  (  1 _ 
6
  )  + 2  (  1 _ 

6
  )  + 3  (  1 _ 

6
  )  + 4  (  1 _ 

6
  )  + 5  (  1 _ 

6
  )  + 6  (  1 _ 

6
ععِّ�ضافياقتنعناوحماع�سطاوحمعيان (  

 =   1 _ 
6
   +   2 _ 

6
   +   3 _ 

6
   +   4 _ 

6
   +   5 _ 

6
   +   6 _ 

6
و�سرب  

 =   21 _ 
6
وجمع3.5 =   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد القيمة المتوقّعة عند رمي مكعبين مرقمين مرة واحدة، وتسجيل مجموع العددين الظاهرين على   )4  

الوجهين العلويين.

4القيمة المتوقّعة 
 قانون الأعدادالكبيرة 

زن�ضاقتنعناو أعدوداوحكبارةا
علىاوأنهاكلمتاويدوداعددامرولا
وإجروءاوحاجربل، وقاربتاقاملا

مودااوحقاماوحنتتجلامنا
وحقاملاوحماعقول.

   صندوق فيه 10 كرات، منها 6 حمراء، إذا سحبت منه كرتان معًا 
ا)مثتاا1(ا عشوائيًا، فما احتمال أن تكون الكرتان حمراوين؟

فن: اختار مسؤول متحف للفنون 4 لوحات بشكل عشوائي من بين    
20 لوحة؛ لعرضها في أحد المعارض. ما احتمال أن تكون 3 منها 

ا)مثتاا1( لفنان واحد يشارك بـ 8 لوحات في المتحف؟

   دخل 8 لاعبين A , B , C , D , E , F , G , H في مباراة، إذا اختيرت 
أسماء اللاعبين عشوائيًّا، فما احتمال أن يكون أول 4 لاعبين 

ا)مثتاا2( مختارين هم A , C , E , G على الترتيب؟

مختبر: دخلت طالبات صف وعددهن 26 إلى مختبر المدرسة. إذا    
اختارت المعلمة أسماء الطالبات عشوائيًّا لتشكل مجموعات للعمل، 

فما احتمال أن تكون أول ثلاث طالبات ذُكرت أسماؤهن جميلة، 
وآمنة، وخديجة على الترتيب؟ )مثتاا2(  

    أُلقي مكعبان مرقمان من 1 إلى 6، وسجل العدد الأكبر بين 
 العددين الظاهرين على الوجهين العلويين إذا اختلفا، وأحدهما 

إذا تساويا. )مثتاا3(

مثِّل بالأعمدة هذا التوزيع الاحتمالي .  )a  

ما الناتج الأقل إمكانية للوقوع؟ وما احتماله؟  )b  

أوجد (2 أو 1) P ؟  )c  

اأخبار: أجرى موقع إلكتروني    
مسحًا للمصادر التي يحصل منها 
الناس على الأخبار بشكل رئيس. 
والجدول المجاور يبيّن نتائج هذا 

ا)مثتاا3( المسح.

بيّن أن هذه البيانات تمثِّل توزيعًا احتماليًّا.  )a  

إذا اختير أحد الذين شملهم هذا المسح عشوائيًّا، فما احتمال أن   )b  
يكون مصدر أخباره الرئيس الصحف أو الإنترنت؟

مثّل البيانات بالأعمدة.  )c  

   أوجد القيمة المتوقعة عند سحب قصاصة ورق عشوائيًّا من بين 
5 قصاصات كتب على كل منها أحد الأرقام 5-1 دون تكرار.

جوائز: باع أحد النوادي 500 تذكرة دخول لحضور إحدى مبارياته    
ثمن الواحدة 10 ريالات ، وأُجري سحب عشوائي على أرقام التذاكر 
خُصصت فيه ثلاث جوائز للأرقام الرابحة، بحيث تربح تذكرة واحدة 

الجائزة الأولى وقيمتها 1000 ريال، وتربح تذكرتان الجائزة الثانية 
وقيمتها 100 ريال، وتربح 5 تذاكر الجائزة الثالثة وقيمتها 50 ريالًا. 

إذا اشترى شخص تذكرة، فما القيمة المتوقعة للربح في هذا 
ا)مثتاا4( الموقف؟



1)

2)

3)

4)

5)

الحتمالالم�صدر 
0.35وحالفتي 

0.31وحمذزتع

0.02و أ�سدقتء 

0.11وح�سحف 

0.19و إنارنت 

0.02م�ستدراوأخرى 

6)

7)

8)
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اأزهار: يوضّح التمثيل البياني أدناه التوزيع الحتمالي لعدد الأزهار    
الحمراء عند زراعة 4 بذور.

3210 4

0.4
0.5

0.2

0

0.3

0.1










. P( 0) أوجد  )a  

ما احتمال أن تكون زهرتان على الأقل حمراوين؟  )b  

عات: قام طلاب الصف الثالث المتوسط في مدرسة بجمع  تبرُّ   
بعض الأطعمة في طرود للتبرع بها للأسر الفقيرة. ولقد أحصى 

الطلاب أنواع المواد المقدمة كما في الجدول أدناه.

أوجد احتمال أن يحتوي طرد اختير عشوائيًّا على القمح.  )a  

أوجد احتمال أن يحتوي طرد اختير عشوائيًّا على وجبة طعام أو   )b  
أرز.

جوائز: تنافس 50 متسابقًا منهم جاسم وجلال وعلي في سحب    
عشوائي على أربع جوائز. ما احتمال أن يربح اثنان من الأسماء 

الثلاثة؟

األعاب ريا�صية: اختار معلم التربية الرياضية 5 طلاب عشوائيًّا من    
بين الطلاب البالغ عددهم 124 طالبًا ليساعدوه على تطبيق بعض 

الألعاب. ما احتمال أن يختار واحدًا على الأقل من بين عشرة أقارب 
له يجلسون مع الطلاب؟

درجات: أُجري اختبار في الرياضيات لطلاب الصف الثالث    
الثانوي، والجدول أدناه يُبين نتائج هذا الختبار.

نتائج اختبار الريا�صيات 
الاحتمالالتقدير 

A0.29

B0.43

C0.17

D0.11

F0

بيّن أن هذه البيانات تمثِّل توزيعًا احتماليًّا.  )a  

إذا اختير طالب عشوائيًّا، فما احتمال أل يقل تقديره عن B؟  )b  

مثّل البيانات بالأعمدة.  )c  

كرات زجاجية: لدى زيد 35 كرة زجاجية؛ 8 منها سوداء،    
ا  و 12 حمراء، و 9 خضراء، والبقية بيضاء. فإذا سحب كرتين معًَ

عشوائيًّا.

مثِّل بالأعمدة هذا التوزيع الحتمالي؟  )a  

ما الناتج ذو الإمكانية الأقل للوقوع؟  )b  

. P )أوجد )إحداهما سوداء والأخرى خضراء  )c  

م�صابقات: يُبيّن التمثيل بالأعمدة احتمال أن يربح كل طالب جائزة.   
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بيِّن أن هذه البيات تمثِّل توزيعًا احتماليًّا؟   )a  

. P )أوجد )ربح محمد أو بلال  )b  

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)
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اأمطار: التوزيع الحتمالي أدناه يوضّح عدد الأيام الممطرة في    
السنة في إحدى الدول. أوجد القيمة المتوقّعة لعدد الأيام الممطرة.

عدد الاأيام الممطرة في ال�صنة 
012345678عدد الاأيام 

0.10.10.150.150.250.10.080.050.02الاحتمال 

بطاقات: رُقِّمت مجموعة بطاقات على النحو الآتي: 3 بطاقات    
تم ترقيم كل منها بالرقم 8، وبطاقتان تمّ ترقيم كل منهما بالعدد 10، 

و 4 بطاقات تمّ ترقيم كل منها بالرقم 6، و3 بطاقات تمّ ترقيم كل منها 
بالرقم 5، وبطاقتان تمّ ترقيم كل منها بالرقم 2، وبطاقة تمّ ترقيمها 

بالرقم 3. إذا سُحبت من هذه البطاقات واحدة عشوائيًّا، فما القيمة 
المتوقعة لهذه البطاقة؟



نت كلٌّ من فاطمة،  اكت�صف الخطاأ: كوَّ   
وزينب توزيعًا احتماليًّا باستعمال التمثيل 
بالأعمدة لمجموع العددين الناتجين عن 

دوران مؤشر القرص المجاور مرتين. 
أيهما يعدُّ تمثيلها صحيحًا؟ فسرِّ إجابتك.




7 8654 9 10
0

1
8

1
4

1
32

5
32

7
32

9
32

1
16

3
16

5
16

3
32

  

تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمًا، أو صحيحة    
أحيانًا، أو غير صحيحة أبدًا: »يُبنى الحتمال النظري على نتائج 

ر إجابتك. التجارب«. برِّ

ن توزيعًا احتماليًّا منفصلًا فيه 5 نواتج مع  م�صاألة مفتوحة: كوِّ   
تحديد احتمال كل منها.



أوجد محصلة المتجهين أدناه مستعملًا قاعدة المثلث،    
أو متوازي الأضلاع. ثمّ حدّد اتجاهه بالنسبة للأفقي. )للدر�س 1- 1(

v

w

اكتب المعادلة r = 12 cos θ على الصورة الديكارتية.     
)للدر�س 2- 2( 

يحتوي صندوق على 3 كرات بيضاء و 4 كرات حمراء. سُحبت    
كرتان على التوالي دون إرجاع. ما احتمال أن تكون الثانية بيضاء إذا 

كانت الأولى حمراء؟ )للدر�س 3- 3( 



يحتوي صندوق على 4 كرات حمراء و 6 كرات صفراء، و 4 كرات    
 X خضراء، وكرتين زرقاوين. سُحبت 3 كرات معًا عشوائيًّا. إذا كان
متغيرًا عشوائيًّا يدل على عدد الكرات الزرقاء المسحوبة، فما جميع 

القيم الممكنة لـ X؟

1, 2  A  

0, 1, 2  B  

1, 2, 3  C  

0, 1, 2, 3  D  

ما القيمة المتوقَّعة للتوزيع الحتمالي المبيَّن في الجدول أدناه؟   

x123

 p(x)0.10.80.1

0.1  A  

2  B  

0.56  C  

1  D  

16)

17)
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19)

20)
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22)

23)

24)
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التوزيع الطبيعي
The Normal Distribution

مثَّل المعلم عبدالعزيز درجات طلاب مدرسته في مادة الرياضيات 
بيانيًّا كما هو مبيِّن في الشكل المجاور. لاحظ أن هناك تجمعًا لدرجات 

الطلاب في المنتصف، كما أن شكل التمثيل البياني لتوزيع الدرجات يشبه 
الجرس تقريبًا. إن مثل هذا التوزيع يسمى توزيعًا طبيعيًّا. 

التوزيعات الطبيعية والملتوية في التوزيع الاحتمالي المتصل والذي 
هو توزيع احتمالي متغيره العشوائي متصل، يمكن للنواتج أن تأخذ أي قيمة 

في فترة من الأعداد الحقيقية، ومثال ذلك أطوال أشخاص وأوزانهم، ومستوى الدهنيات عند الأشخاص البالغين. 
وأفضل مثال على التوزيعات الاحتمالية المتصلة هو التوزيع الطبيعي. 

للحإثيل للبيلني له منحنى ي�ابه للجر�س،  محإلثل توا للإ�احقيم   • 
للرلأ�اي للإلر بللإحو�اط.

يح�ال ى فيه للإحو�اط  للو�ايط  للإنولا.  •

للإنحنى مححال.  •

يقحرب للإنحنى من للإحور x في جزلأيه للإوجب  لل�اللب،  لكنه ا يإ�اه.  •

على الرغم من أن التوزيع الطبيعي متصل، فإن التوزيعات المنفصلة أيضًا يمكن أن يكون لها شكل التوزيع الطبيعي. 
ويمكن للتوزيعات أن تظهر بأشكال أخرى تُسمّى توزيعات ملتوية.

معظم البيانات تتركز في 
اليسار وقليل منها في اليمين.

التواء موجب
)ملتوٍ اإلى اليمين(

معظم البيانات تتركز في 
اليمين وقليل منها في اليسار.

التواء �سالب
)ملتوٍ اإلى الي�سار(

 

عة توزيعًا طبيعيًّا: د ما إذا كانت البيانات في الجدول التكراري أدناه تظهر التواءً موجبًا، أو التواءً سالبًا، أو موزَّ حدِّ
1011121314151617181921للبيلنلت
11146853421للحكرلر

 )a  

استعمل الجدول التكراري أعلاه؛ لتمثيل البيانات بالأعمدة.     
وبما أن التمثيل عالٍ في الوسط، ويبدو كأنه إلى حد ما متماثل 

عة توزيعًا طبيعيًّا. حول المتوسط، فإن البيانات تُعتبر موزَّ

در�ات للحوزيعلت 
لاتحإللية. ) للدر�س 4- 3)

د مل لمذل كلنت مجإوعة  لأتدِّ  
ل  بيلنلت تبد  موزَّعة طبيعيًّ

لأ  ملحوية .
لأ�احعإل للقلنون للحجريبي   

اأجد لاتحإلات.

للحوزيع لاتحإللي للإححال
 continuous probability

distribution

للحوزيع للطبيعي
normal distribution

للحوزيع للإلحوي
skewed distribution
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خ�سائ�ص التوزيع الطبيعي

المتوسط=الوسيط=المنوال

1ت�سنيف بيانات التوزيع
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عة توزيعًا طبيعيًّا: د ما إذا كانت البيانات في الجدول التكراري أدناه تظهر التواءً موجبًا، أو التواءً سالبًا، أو موزَّ حدِّ
242526272829303132333435للبيلنلت
466542122112للحكرلر

 )b  

استعمل الجدول التكراري أعلاه؛ لتمثيل البيانات بالأعمدة.    
وبما أن التمثيل عالٍ في جهة اليسار ومنخفض في كل من 

الوسط وعلى اليمين، فإن التوزيع يبدو كأنه ملتوٍ إلى اليمين 
)التواء موجب(.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

د ما إذا كانت البيانات في الجدول المجاور تُظهر  حدِّ  )1  
عة توزيعًا طبيعيًّا.  التواءً موجبًا، أو التواءً سالبًا، أو موزَّ

القانون التجريبي إن المساحة بين قيمتين من البيانات تمثِّل نسبة البيانات التي تقع بين هاتين القيمتين. ويمكن أن 
يستعمل القانون التجريبي لوصف المساحات تحت المنحنى الطبيعي، والتي تقع ضمن انحراف أو انحرافين أو ثلاثة 

انحرافات معيارية من المتوسط.

 µ يححاف للحوزيع للطبيعي للذي محو�اطه
 لنحرلفه للإعيلري σ بللخحالئحس لاآتية:

يقع %68 تقريبًل من للبيلنلت �اإن للفحرة  • 
. (µ - σ , µ + σ)

 هذل يعني لأن %68 من للبيلنلت ا يحجل ز بعدهل 
عن للإحو�اط قيإة لانحرلف للإعيلري.

يقع %95 تقريبًل من للبيلنلت �اإن للفحرة  • 
. (µ - 2σ , µ + 2σ)

 هذل يعني لأن للغللبية للعظإى من للبيلنلت (%95) ا يحجل ز بعدهل عن للإحو�اط �اعف قيإة لانحرلف للإعيلري.

يقع %99 تقريبًل من للبيلنلت �اإن للفحرة   • 
. (µ - 3σ , µ + 3σ)

 هذل يعني لأن جإيع للبيلنلت تقريبًل (%99) ا يحجل ز بعدهل عن للإحو�اط ثلاثة لأمثلا لانحرلف للإعيلري.

المتوسط لتوزيع طبيعي 34، وانحرافه المعياري  5. أوجد احتمال أن تزيد قيمة لـ X تم اختيارها عشوائيًّا في هذا 
.(P(X > 24) التوزيع عن 24، )أي أوجد

µ = 34 , σ = 5

أوجد القيم µ ± σ , µ ± 2σ , µ ± 3σ )وهي المتوسط مضافًا إليه أو مطروحًا منه المضاعفات  الخطوة 1 
 الثلاثة الأولى للانحراف المعياري(.

µ ± σ = 34 ± 5 = 29, 39 
µ ± 2σ = 34 ± 10 = 24, 44 
µ ± 3σ = 34 ± 15 = 19, 49


   »منف�سل« مقابل »مت�سل«

يلأخذ للحوزيع لاتحإللي 
للإنفحال عددًل محد دًل 

من للقيم،  غللبًل مل تكون 
لأعدلدًل �احيحة. لأمل للحوزيع 
لاتحإللي للإححال، فيلأخذ 
عددًل غير محدد من للقيم 
تنحإي لملى فحرة مححالة. 

 في تللة للحوزيع لاتحإللي 
للإححال يكون لتحإلا لأن يلأخذ 
للإحغير للع�اولئي قيإة  لتدة 

فقط م�ال يًل للحافر .
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3839404142434445قيا�ص الحذاء

68974231التكرار

 القانون التجريبي
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2التوزيع الطبيعي 
   التوزيع الطبيعي 

في للحلات جإيعهل يجب 
لأن يكون عدد للبيلنلت كبيرًل 

ليكون للحوزيع طبيعيًّل تقريبًل.
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ارسم منحنى التوزيع الطبيعي،  الخطوة 2 
د عليه المتوسط µ = 34 والقيم السابقة. وحدِّ

ظلل المنطقة التي تمثل الاحتمال المطلوب. الخطوة 3 

احسب الاحتمال المطلوب:  الخطوة 4 
P(X > 24) = (13.5 + 34 + 34 + 13.5 + 2 + 0.5)% = 97.5%

 P(X > 24) ≈ 97.5% :إذن  

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد احتمال أن تكون قيمة تم اختيارها عشوائيًّا في التوزيع الوارد في المثال 2 أقل من 49.  )2  

تُمَثَّل العينة التي يكون توزيعها توزيعًا طبيعيًّا بمنحنى طبيعي، وكأنها مجتمعًا.

.2 in 66 ، وانحراف معياري يساوي in اأطوال: توزّع أطوال 1800 يافع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط

ما العدد التقريبي لليافعين الذين تتراوح أطوالهم بين in 62 و in 70 ؟  )a  

ارسم منحنى التوزيع الطبيعي.    

تبعد كل من 70 , 62 عن المتوسط الحسابي انحرافين    
 معياريين؛ لذا فإن %95 من البيانات واقعة بين الطولين 

 .62 , 70 
ولأن 1710 = %95 × 1800، لذا يوجد 1710 يافعين 

.70 in 62 و in تقريبًا تقع أطوالهم بين

ما احتمال أن يتم اختيار أحد اليافعين عشوائيًّا، بحيث يزيد طوله على in 68؟  )b  

من الشكل المجاور، القيمة الأكبر من 68 تبعد أكثر من    
انحراف معياري واحد عن المتوسط الحسابي، وتتوزّع 

الأطوال على النحو الآتي: %13.5 بين انحراف معياري 
واحد وانحرافين معياريين، %2 بين انحرافين معياريين 

وثلاثة انحرافات معيارية، %0.5 فوق 3 انحرافات معيارية.
68 in  لذا فاحتمال اختيار يافع يكون طوله أكبر من   

(13.5 + 2 + 0.5)% = 16%   

إذن الاحتمال المطلوب يساوي %16 تقريبًا    

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط حسابي مقداره 70 كيلوجرامًا،  درجات: إذا علمت أن كتل 100 موظف في شركة تتوزَّ

وانحراف معياري 10 كيلوجرامات، فاعتمد على ذلك في الإجابة عن السؤالين الآتيين :

ما العدد التقريبي للموظفين الذين تقع كتلهم بين 80 ,60 كيلوجرامًا؟  )3A 

ما احتمال أن يتمّ اختيار موظف بصورة عشوائية، وتكون كتلته أقل من 90 كيلوجرامًا؟  )3B 

44 493934292419
0.5%0.5% 13.5%

34% 34%
13.5%

2%2%

33ا عينة موزَّعة توزيعًا طبيعيًّ

0.5%0.5% 13.5%
34% 34%

13.5%
2%2%

7068666462

0.5%0.5% 13.5%
34% 34%

13.5%
2%2%

7068666462
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درجات: يوضّح الجدول أدناه نتائج أحد الاختبارات )النهاية    
العظمى للاختبار 40(. حدّد ما إذا كانت البيانات تُظهر التواءً موجبًا، 

عة توزيعًا طبيعيًّا. )مثلا 1( أو التواءً سالبًا، أو موزَّ

عدد الطلابفئات الدرجات
13 – 1512

16 – 1827

19 – 2129

22 – 2419

25 – 278

28 – 311

32 – 351

   حدد ما إذا كانت البيانات في الجدول أدناه تُظهر التواءً موجبًا، أو 
التواءً سالبًا، أو موزعة توزيعًا طبيعيًّا:

عدد زوار المتنزهات
عدد المتنزهات عدد الزوار بالاآلاف 

3–410

5–6 2

7–8 2

9–10 1

11–12 1

4 13 فلأكثر

تتوزّع مجموعة بيانات توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط حسابي 161 ،    
وانحراف معياري 12، أوجد أن يتم اختيار قيمة لـ X عشوائيًّا من هذا 

 . P (X < 149) التوزيع، بحيث تكون أقل من149، أي أوجد 
)مثلا 2(

إذا توزّعت البيانات في الأسئلة 7 - 4 توزيعًا طبيعيًّا، وكان المتوسط 
 الحسابي والانحراف المعياري لكل منها كما هو موضّح، فأوجد 

الاحتمال المطلوب.

µ = 74 , σ = 6 , P(X > 86)   

µ = 13 , σ = 0.4 , P(X < 12.6)   

µ = 63 , σ = 4 , P(59 < X < 71)   

µ = 91 , σ = 6 , P(73 < X < 103)   

مدار�ص: أعطى عمران اختبارًا قصيرًا لطلبته البالغ عددهم (50)    
عة توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط حسابي 21 ،  طالبًا، وكانت الدرجات موزَّ

وانحراف معياري 2 . )مثلا 3( 

ما العدد التقريبي للطلاب الذين تقع درجاتهم بين 23 , 19؟  )a  

ما احتمال أن تقع درجة أحد الطلاب بين 17 و25 ؟  )b  

د عمْرُ بطارية السيارة بالمسافة التي  بطاريات ال�سيارة: إذا حُدِّ   
تقطعها باستعمال هذه البطارية، وعلمت أن عمر أحد أنواع بطاريات 

 ،100000 km ع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط حسابي السيارات يتوزَّ
وانحراف معياري km 10000. وتنتج إحدى الشركات 20000 

بطارية في الشهر، فأجب عما يأتي:

ما العدد التقريبي للبطاريات التي يتراوح عمرها بين   )a  
km - 110000 km 90000؟

ما العدد التقريبي للبطاريات التي يزيد عمرها على   )b  
km 120000؟

ما العدد التقريبي للبطاريات التي يقلُّ عمرها عن km 90000؟  )c  

ما احتمال أن تشتري بطارية عشوائيًّا، ويتراوح عمرها بين   )d  
km - 110000 km 80000؟

ع مستوى الدهنيات )الكولسترول( في فئة الشباب  �سحة: يتوزَّ   
الذكور في إحدى الدول توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط حسابي 158.3، 

وانحراف معياري 6.6

ما احتمال أن تقل نسبة الكولسترول عند الشباب الذكور عن   )a  
151.7؟

كم شخصًا تقريبًا من بين 900 شخص شملتهم الدراسة يتراوح   )b  
مستوى الكولسترول عندهم بين 171.5 - 145.1؟

ع مدة صلاحية نوع معين من البطاطس توزيعًا طبيعيًّا  طعام: تتوزَّ   
بمتوسط حسابي 180 يومًا، وانحراف معياري 30 يومًا.

ما احتمال أن تقع مدة صلاحية المنتج بين 150 يومًا، 210 أيام؟  )a  

ما احتمال أن تقع مدة صلاحية المنتج بين 180 يومًا، 210 أيام؟  )b  

ما احتمال أن تقل مدة صلاحية المنتج عن 90 يومًا؟  )c  

ما احتمال أن تزيد مدة صلاحية المنتج على 210 أيام؟  )d  

ع أطوال 880 طالبًا في إحدى الجامعات توزيعًا طبيعيًّا  طول: تتوزَّ   
2.5 in 67 ، وانحرافٍ معياري مقداره in بمتوسط حسابي مقداره

كم طالبًا تقريبًا يزيد طوله على in 72 ؟  )a  

ما احتمال أن تقع أطوال الطلاب بين in 59.5 و in 69.5؟  )b  

�سناعة: تُستعمل آلة لتعبئة عبوات بالمياه المعدنية، وتختلف    
كمية الماء اختلافًا ضئيلًا بين العبوات. إذا كان حجم الماء في 120 
عبوة يتبع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط حسابي L 1.1، وانحراف معياري 

L 0.02، فأجب عما يأتي:

كم عبوة تقريبًا يكون حجم الماء فيها أقل من L 1.06؟  )a  

 1.08 L ما احتمال أن يكون حجم الماء في العبوات بين  )b  
و L 1.14؟


1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)
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اكت�سف الخطاأ: تتوزّع أطوال أقطار نوع من الأشجار توزيعًا    
 2.5 cm 11.5 ، وانحراف معياري مقداره cm طبيعيًّا بمتوسط مقداره

ومدى من cm 3.6 إلى cm 19.8 ، وقد حاولت كل من مريم وأمينة 
إيجاد مدى %68 من البيانات التي تقع في وسط التوزيع. أيهما كانت 

إجابتها صحيحة؟ فسّر إجابتك.

مريم

  ، 16.2cm مدى البيانات
%68 من المدى ي�ساوي 

ع هذا  تقريبًا 11cm، ويتوزَّ
المدى بالت�ساوي حول 

المتو�سط 11.5cm، اأي اأن 
مدى %68 �سيكون من 

17 cm 6 اإلى cm

اأمينة
تمتد الن�سبة %68 من 

µ + σ  اإلى µ – σ  اأي اأن 
مدى %68 �سيكون من 

14 cm 9 اإلى cm

  

: في مستودع للأدوات الكهربائية عدد من المسجلات التي  تحدٍّ   
ع توزيعًا طبيعيًّا  تعمل على البطارية. إذا كانت أعمار البطاريات تتوزَّ

بمتوسط حسابي h 8.0 ، وانحراف معياري h 0.7 ، فما العدد 
التقريبي للمسجلات في المستودع إذا علمت أن هناك 8 مسجّلات 

يزيد عمر بطارياتها على h 10.1 ؟

اكتب: اشرح الفرق بين التوزيعات الموجبة الالتواء، والتوزيعات    
السالبة الالتواء، والتوزيعات الطبيعية لمجموعة بيانات. أعطِ مثالًا 

على كل منها.

تبرير: بحسب القانون التجريبي، فإن معظم البيانات في التوزيع    
الطبيعي تقع ضمن الفترة ( µ - σ , µ + σ ) . هل هذا صحيح أم 

ر إجابتك. خاطئ؟ برِّ

ع توزيعًا  م�ساألة مفتوحة: أوجد بيانات واقعية تبدو كأنها تتوزَّ   
طبيعيًّا، أعطِ خصائص هذا التوزيع فيما يتعلق بالمتوسط الحسابي، 

والانحراف المعياري. ومثِّل البيانات بيانيًّا.

م�ساألة مفتوحة: أعطِ مثالًا على توزيع احتمالي منفصل، وآخر    
متصل. وصف الفرق بينهما.



ح 3 طلاب من الصف الأول الثانوي ، و11 طالبًا  طلاب: رُشِّ   
من الصف الثاني الثانوي لتوزيع بعض الطرود على الفقراء. إذا 
اختير من بينهم 4 طلاب عشوائيًّا، فما احتمال أن تتضمّن العينة 

طالبين من الصف الأول الثانوي، وطالبين من الصف الثاني 
الثانوي؟ )للدر�س 3-4(

م�سابقات: يبيِّن الجدول أدناه أعداد الطلاب الذين شاركوا في    
المسابقات الثقافية، والذين لم يشاركوا من الصفوف: الأول والثاني 

والثالث الثانوي في مدرسة ما. إذا اختير أحد الطلاب عشوائيًّا، 
فأوجد احتمال أن يكون قد شارك في المسابقات الثقافية علمًا بأنه 

من الصف الثالث الثانوي؟ )للدر�س 3-3(

الثالث الثانويالثاني الثانويالاأول الثانوي
796للإ�الركون

232022غير للإ�الركين

ج�سور: جسر لعبور المشاة فوق مسطح مائي على شكل قطع    
مكافئ فتحته إلى أسفل، أوجد معادلة الجسر، مفترضًا أن نقطة 
الأصل على سطح الماء تحت رأس القطع. )مهلرة �البقة(

 1675 ft

325 ft



يتوزّع عمر 10000 مصباح كهربائي توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط حسابي    
300 يوم، وانحراف معياري 40 يومًا. كم مصباحًا يقع عمره بين 260 

يومًا ،340  يومًا؟

5000  C  2500  A  

6800  D  3400  B  

ما الوصف الأفضل لمنحنى التوزيع الاحتمالي الممثّل أدناه؟   

توزيع طبيعي  C توزيع سالب الالتواء    A  

توزيع موجب الالتواء  D توزيع متماثل   B  

ع قياسات أقطار مجموعة من الأقراص المدمجة  �سناعة: تتوزَّ   
التي تصنعها إحدى الشركات توزيعًا طبيعيًّا بانحراف معياري مقداره 

120 mm. 1، وبمتوسط حسابي mm

ما احتمال أن يزيد طول قطر قرص اختير عشوائيًّا على   )a  
mm 120؟

إذا كانت الشركة تصنع 1000 قرص في الساعة، فما العدد   )b  
التقريبي للأقراص المصنوعة في الساعة الواحدة، والتي يتراوح 

قطر كل منها بين mm, 122 mm 119؟

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

عند معرفة المتوسط والانحراف المعياري لتوزيع طبيعي، تستنتج أن %68 , %95 , %99 من البيانات ستكون ضمن انحراف معياري واحد، أو انحرافين 
معياريين أو ثلاثة انحرافات معيارية عن المتوسط على الترتيب، وهذا ما يُسمّى القانون التجريبي. ويمكنك استعمال القانون التجريبي لتجد المئينات. 

والمئين n يقابل القيمة التي يقل عنها أو يساويها % n من قيم البيانات.

ع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط 30 ، وانحراف معياري 5 في اختبار للرياضيات لطلاب الصف الثالث الثانوي وُجد أن درجات الطلاب تتوزَّ

ارسم منحنى التوزيع الطبيعي لدرجات الطلاب المشابه للشكل المجاور، و  الخطوة 1 
عيّن عليه المتوسط وأيضًا المتوسط مضافًا إليه أو مطروحًا منه مضاعفات 

الانحراف المعياري كما هو موضح في الشكل.

الدرجة 30 هي المتوسط، وبالرجوع إلى الشكل يمكن أن ترى أن %50 من الدرجات أقل من الدرجة 30 أو تساويها؛ لذا يمكنك القول:  الخطوة 2 
إن الدرجة 30 تقابل المئين 50 . 

ما المئين الذي يقابل الدرجة 35؟    

ما الدرجة التي تقابل المئين 99.5؟  ما المئين الذي يقابل الدرجة 40؟الخطوة 4  الخطوة 3 

  تمارين:

في كلٍّ من السؤالين التاليين، ارسم منحنى التوزيع الطبيعي، ثم أجب عن المطلوب.

ا بمتوسط 15، وانحراف معياري 2 ، فأوجد المئينات التي تقابل الدرجات  إذا كانت درجات الطلاب في اختبار مادة الفيزياء موزّعة توزيعًا طبيعيًّ  )1  
. 21 , 15 , 13

ا بمتوسط 40 ، وانحراف معياري 4 ، فأوجد الدرجات التي تقابل المئينات  إذا كانت درجات الطلاب في اختبار مادة الكيمياء موزّعة توزيعًا طبيعيًّ  )2  
 . 84 , 50 , 99.5

 معمل الجبر: 
القانون التجريبي والمئينات 

The Empirical Rule and Percentiles
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عند معرفة المتوسط والانحراف المعياري لتوزيع طبيعي، تستنتج أن %68 , %95 , %99 من البيانات ستكون ضمن انحراف معياري واحد، أو انحرافين 
معياريين أو ثلاثة انحرافات معيارية عن المتوسط على الترتيب، وهذا ما يُسمّى القانون التجريبي. ويمكنك استعمال القانون التجريبي لتجد المئينات. 

والمئين n يقابل القيمة التي يقل عنها أو يساويها % n من قيم البيانات.

ع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط 30 ، وانحراف معياري 5 في اختبار للرياضيات لطلاب الصف الثالث الثانوي وُجد أن درجات الطلاب تتوزَّ

ارسم منحنى التوزيع الطبيعي لدرجات الطلاب المشابه للشكل المجاور، و  الخطوة 1 
عيّن عليه المتوسط وأيضًا المتوسط مضافًا إليه أو مطروحًا منه مضاعفات 

الانحراف المعياري كما هو موضح في الشكل.

الدرجة 30 هي المتوسط، وبالرجوع إلى الشكل يمكن أن ترى أن %50 من الدرجات أقل من الدرجة 30 أو تساويها؛ لذا يمكنك القول:  الخطوة 2 
إن الدرجة 30 تقابل المئين 50 . 

ما المئين الذي يقابل الدرجة 35؟    

ما المئين الذي يقابل الدرجة 40؟ الخطوة 3 

ما الدرجة التي تقابل المئين 99.5؟  الخطوة 4 

  تمارين:

في كلٍّ من السؤالين التاليين، ارسم منحنى التوزيع الطبيعي، ثم أجب عن المطلوب.

ا بمتوسط 15، وانحراف معياري 2 ، فأوجد المئينات التي تقابل الدرجات  إذا كانت درجات الطلاب في اختبار مادة الفيزياء موزّعة توزيعًا طبيعيًّ  )1  
. 21 , 15 , 13

ا بمتوسط 40 ، وانحراف معياري 4 ، فأوجد الدرجات التي تقابل المئينات  إذا كانت درجات الطلاب في اختبار مادة الكيمياء موزّعة توزيعًا طبيعيًّ  )2  
 . 84 , 50 , 99.5

 معمل الجبر: 
القانون التجريبي والمئينات 

The Empirical Rule and Percentiles
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علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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التوزيعات ذات الحدين
Binomial Distributions

في لعبة الكرة الطائرة تبين أن اللاعب سلمان ينجح في لعب 
الإرسال الساحق الذي لا يصده الخصم في %36 من محاولاته، 

وبذلك يحصل فريقه على نقطة في كل مرة ينجح فيها.

التوزيع ذو الحدين  كثير من التجارب الاحتمالية يكون لها نتيجتان فقط؛ نجاح أو فشل أو يمكن جعلها كذلك. 
فمثلًا في مسائل الاختيار من متعدد التي لها 5 إجابات، يمكن تصنيف نتائج الإجابة عن كل فقرة إلى صح، أو خطأ، 

ويمكن تصنيف نتائج دواء طبي على أنه فعّال أو غير فعّال.

تجربة ذلت للحدين هي تجربة لتحإللية تحقق لل�ار ط لاآتية: 

يُعلد لمجرلا للحجربة لعدد محدد(n)  من للإحل ات للإ�احقلة )للإرلت(  .   •

. F لأ  ف�ال ، S كل محل لة لهل فقط نحيجحلن محوقعحلن؛ نجلح  •

 "q يرمز له بللحرف " P(F ) هو نف�اه في كل محل لة.  لتحإلا للف�ال "p يرمز له بللحرف " P(S)  •
. 1 - p هو نف�اه في كل محل لة  ي�ال ي

ويمُثّل المتغير العشوائي X عدد مرات النجاح في n من المحاولات.

حدّد ما إذا كانت كل تجربة مما يأتي ذات حدين، أو يمكن جعلها كذلك. وإذا كانت تجربة ذات حدين، فاكتب قيم 
n, p, q ، وقيم المتغير العشوائي الممكنة، وإذا لم تكن كذلك فبيِّن السبب.

تُبيّن نتيجة لمسح إحصائي داخل إحدى المدارس أن %68 من الطلاب يمتلكون حاسبة بيانية. إذا تم اختيار   )a  

ا إذا كانوا يمتلكون هذه الآلة؛ وكان المتغير العشوائي X يُمثّل عدد الطلاب  6 طلاب عشوائيًّا، وسؤالهم عمَّ
الذين يملكون الحاسبة البيانية، فإن:

هذه التجربة تحقق شروط تجربة ذات الحدين وهي:   

• كل طالب تم اختياره يُمثّل محاولة، وعملية اختيار الطلاب الستة تتكون من محاولات مستقلة.    

. F أو لا يملكها ،S للتجربة نتيجتان متوقعتان: الطالب يملك الحاسبة البيانية •   

. P(S) = 0.68 احتمال النجاح نفسه لكل طالب تم اختياره •   

وفي هذه التجربة n = 6 , p = P(S) = 0.68 . احتمال الفشل q = 1 - p ، أي أن:    

 q = 1 - 0.68 = 0.32 . ويُمثّل X عدد الطلاب الذين يملكون حاسبة بيانية من الّذين تم اختيارهم، أي أن:

X = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6

يحتوي صندوق على 52 بطاقة، وخُصّص لكل 13 بطاقة أحد الألوان الآتية: الأحمر، الأسود، الأخضر،   )b  
الأبيض. سحبت منه 5 بطاقات الواحدة تلو الأخرى دون إرجاع. وكان المتغير العشوائي X يدل على عدد 

البطاقات المسحوبة ذات اللون الأخضر.

في هذه التجربة، كل بطاقة يتم سحبها تُمثّل محاولة، وبما أنه يتم الاحتفاظ بالبطاقة التي تم اختيارها    
)السحب دون إرجاع(، فإن المحاولات غير مستقلة، واحتمال النجاح في كل محاولة يختلف عن الأخرى؛ 

لذا فإن هذه التجربة ليست ذات حدين.

در�ات ل�احعإلا نظرية ذلت 
للحدين. ) مهلرة �البقة )

لأميِّز تجربة ذلت للحدين.  
لأجد لاتحإلات بل�احعإلا   

للحوزيع ذي للحدين 
 مفكوكه.

 تجربة ذلت للحدين
binomial experiment

 للحوزيع ذ  للحدين
binomial distribution

 تجربة ذات الحدين

1تمييز التجربة ذات الحدين
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك
حدّد ما إذا كانت كل تجربة مما يأتي ذات حدين، أو يمكن جعلها كذلك. وإذا كانت تجربة ذات حدين، فاكتب قيم 

n, p, q ، وقيم المتغير العشوائي الممكنة، وإذا لم تكن كذلك فبيِّن السبب.

د أن %61 يحبون الزي الجديد، وأن  أظهرت نتيجة لمسح إحصائي في إحدى المدارس ذات الزي الموحَّ  )1A 
ا إذا كانوا يحبون الزي الجديد. وكان  %24 لا يحبونه. إذا تم اختيار 20 طالبًا بشكل عشوائي، وسؤالهم عمَّ

المتغير العشوائي X يدل على عدد الطلاب الذين يحبون الزي الجديد.

أجاب خالد عن اختبار مكوّن من 20 فقرة من نوع »الاختيار من متعدد« لكل فقرة منها أربع إجابات، واحدة   )1B 
فقط صحيحة )دون معرفة علمية بموضوع الاختبار(. وكان المتغير العشوائي X يدل على عدد الإجابات 

الصحيحة.

يُسمى توزيع النتائج المتوقَّعة لتجربة ذات حدين والاحتمالات المرتبطة بها توزيع ذات الحدين. ويمكن حساب 
. (p + q )  n  ا في مفكوك الاحتمالات في هذا التوزيع باستعمال الصيغة   nCX  p  X  q  n – X التي تمثل حدًّ

لتحإلا للنجلح في X مرة من n من للإحل ات للإ�احقلة في تجربة ذلت للحدين هو: 

P(X) =   n  C  X   p  X  q  n - X  =   n! _ 
(n - X) !  X  !

    p  X  q  n - X 

تيث p لتحإلا للنجلح ،  q لتحإلا للف�ال في للإحل لة للولتدة.

اختبار: في اختبار نهائي، أكد %35 من الطلاب أنهم أجابوا بشكل اعتيادي. إذا اختير 5 طلاب عشوائيًّا، وتم 
سؤالهم عما إذا أدوا الاختبار بشكل اعتيادي. وكان المتغير العشوائي X يدل على عدد الطلاب الذين أجابوا بنعم 
ن جدولًا للتوزيع ذي الحدين، ومثّله بالأعمدة، ثم أوجد احتمال أن يجيب 3 طلاب على الأقل  عن السؤال ، فكوِّ

عن السؤال بنعم.
هذه تجربة ذات حدين فيها:n = 5, p = 0.35, q = 1 - 0.35 = 0.65  . استعمل الحاسبة البيانية TI - nspire؛ 

لحساب احتمال كل قيمة ممكنة من قيم X مستعملًا صيغة احتمال ذات الحدين.

 P(0) =    5  C  0  · 0.3 5  0  · 0.6 5  5  ≈ 0.116

 P(1) =    5  C  1  · 0.3 5  1  · 0.6 5  4  ≈ 0.312

 P(2) =    5  C  2  · 0.3 5  2  · 0.6 5  3  ≈ 0.336

P(3) =    5  C  3  · 0.3 5  3  · 0.6 5  2  ≈ 0.181

P(4) =    5  C  4  · 0.3 5  4  · 0.6 5  1  ≈ 0.049

P(5) =    5  C  5  · 0.3 5  5  · 0.6 5  0  ≈ 0.005

وفيما يأتي جدول التوزيع ذي الحدين للمتغير X ، وتمثيله بالأعمدة.
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 ح�صاب احتمال ذات الحدين  

اميجلد كل لتحإلا لذلت 
للحدين على للحل�ابة للبيلنية؛ 

 ل�احعإل لاأمر
binomPdf(n, p, x) من 

قلئإة تطبيق للحل�ابة . 

p (1) مثلا: اميجلد  
binomPdf (5, 0.35, 1) لكحب 

Enter ثم ل�اغط 
 فحححال على 0.312386

كإل يإكن لميجلدهل بل�احعإلا 
لاآلة للحل�ابة للعلإية كإل 

 يلأتي:
ل�اغط على للإفلتيح لاآتية من 

للي�الر لملى لليإين:

5  SHIFT  ÷  1  ×  0 .35  
x ■  1 ‣  ×  (  1 -  0.35 
)  x ■  (  5 -  1 )  =

0.3123859375 فحظهر لل�ال�اة 
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. P(3) + P(4) + P(5) لإيجاد احتمال أن 3 طلاب على الأقل أجابوا بنعم، أوجد

= P(3) + P(4) + P(5)P(X ≥ 3)لتحإلا 3 طلاب على لاأقل

= 0.181 + 0.049 + 0.005P(3) = 0.181, P(4) = 0.049, P(5) = 0.005

ط 23.5% = 0.235 = ب�اِّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
كليات: يدرس في إحدى الكليات %48 من الطلاب لغة عالمية خلال سنة التخرج. إذا اختير 7 خريجين   )2  

ا إذا درسوا لغة عالمية في سنتهم الأخيرة. وكان المتغير العشوائي X يدل على عدد  عشوائيًّا، وتم سؤالهم عمَّ
ن التوزيع ذا الحدين، ومثِّله بالأعمدة، ثم أوجد احتمال أن يجيب أقل من 4  الطلاب الذين أجابوا بنعم، فكوِّ

طلاب بنعم.

تستعمل الصيغ الآتية؛ لإيجاد المتوسط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين.

يح�اب للإحو�اط  للحبلين  لانحرلف للإعيلري لإحغير ع�اولئي X في للحوزيع ذي للحدين بللحايغ لاآتية:

µ = np المتو�صط 
 σ  2  = npq التباين 
σ =   √   σ  2    =   √  npq   الانحراف المعياري

اختبار: بالرجوع إلى تجربة ذات الحدين في المثال 2 . أوجد المتوسط والتباين والانحراف المعياري للمتغير 
العشوائي X، ثُمَّ فسّر معنى المتوسط في سياق الموقف.

 استعمل صيغ المتوسط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين. في هذه التجربة ذات الحدين 
. n = 5, p = 0.35, q = 0.65
 = npµ

= 5 (0.35) = 1.75

= npq σ   2  

= 5 (0.35)(0.65) = 1.1375

=   √   σ  2   σ

=   √  1.1375   ≃ 1.0665

متوسط التوزيع يساوي 1.8 تقريبًا، ويعني أن خريجَين تقريبًا من أصل 5 أجابوا بنعم. كل من التباين والانحراف 
المعياري يساوي 1.1 تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
كليات: أوجد المتوسط والتباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي X في تحقق من فهمك 2 ، وفسّر   )3  

معنى المتوسط في سياق الموقف.


   اختيار الاحتمالات 

لأتيلنًل يكون من لاأ�اهل لأن 
تجد لتحإلا للف�ال  تطرح 
هذه للنحيجة من 1 لحجد 
لتحإلا للنجلح، اأنهإل 

لتحإلان مححلملن.

المتو�صط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين

3المتو�صط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين
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عندما يزداد عدد المحاولات في تجربة ذات الحدين، يمكن استعمال التوزيع الطبيعي لتقريب التوزيع ذي الحدين.

 في للحوزيع ذي للحدين عندمل تُإثّل n عدد للإحل ات ،  لتحإلا للنجلح p ،  لتحإلا للف�ال q ،  يكون
 ، µ = n p  n p ≥ 5 , n q ≥ 5 ، يإكن تقريب للحوزيع ذي للحدين لملى توزيع طبيعي بإحو�اط 

. σ =   √  n p q   لنحرلف معيلري 

أشارت دراسة سابقة إلى أن %64 من الخريجين يرون أن سنوات الجامعة كانت ممتعة. وقد نفّذ بلال دراسة 
مسحية على 300 من هؤلاء الخريجين اختارهم عشوائيًّا. ما احتمال أن يوافق 200 خريج منهم على الأقل على ما 

جاء في الدراسة الإحصائية السابقة؟

ذها بلال، عدد الخريجين الذين يرون أن سنوات الجامعة كانت ممتعة يتبع التوزيع ذا  في الدراسة المسحية التي نفَّ
الحدين، حيث:

 n = 300 , p = 0.64 , q = 0.36 
وحيث إن:

 n p = 300 (0.64) = 192 > 5

 n q = 300 (0.36) = 108 > 5
يمكنك استعمال التوزيع الطبيعي لتقريب الاحتمال على النحو الآتي:

 µ = n pللإحو�اط للحوزيع للطبيعي

 = 300(0.64) = 192n = 300 , p = 0.64

 σ =   √  n p q  لانحرلف للإعيلري للحوزيع للطبيعي

 =   √   300(0.64)(0.36)  n = 300 , p = 0.64 , q = 0.36

ل�احعإل لاآلة للحل�ابة8.31 ≈ 

العدد 200 أكبر من المتوسط بمقدار انحراف معياري واحد تقريبًا كما هو مبين في الرسم أعلاه؛ لذا يكون احتمال 
أن يوافق 200 خريج منهم على الأقل يساوي %16 تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أشارت دراسة سابقة إلى أن %32 من أولياء الأمور المستطلعة آراؤهم يرون أنه يجب تقليل عدد أيام الإجازة   )4  
الصيفية للطلاب في نهاية العام الدراسي. غير أن آية ترى أن النسبة أقل من ذلك، ولذلك قامت بإجراء دراسة 
مسحية شملت 250 من أولياء الأمور اختارتهم بطريقة عشوائية ممن استهدفتهم الدراسة السابقة. ما احتمال 

ألاَّ يرى أكثر من 65 من أولياء الأمور وجوبَ تقليلِ عدد أيام الإجازة الصيفية؟

تقريب التوزيع ذي الحدين اإلى التوزيع الطبيعي

4تقريب التوزيع ذي الحدين اإلى توزيع طبيعي 
التقريب اإلى التوزيع 

 الطبيعي 
يُ�احعإل للحقريب لملى للحوزيع 

 n للطبيعي؛ اأنه مع زيلدة
يحابح ل�احعإلا للحوزيع ذي 
للحدين اميجلد لاتحإلا 

عإلية معقّدة  �اعبة. 

13.5%

200

σ ≈ 8

208 216192

2%

0.5%
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حدّد ما إذا كانت كل تجربة مما يأتي ذات حدين، أو يمكن جعلها 
ذات حدين. وإن كانت كذلك، فاكتب قيم n, p, q ، ثم اكتب كل 

قيم المتغير العشوائي الممكنة. وإذا لم تكن تجربة ذات حدين، 
فبيِّن السبب. )مثلا 1 (

تم ترقيم أوجه مكعب بالأرقام من 1 إلى 6 ، ثم أُلقي المكعب    
10 مرات، والمتغير العشوائي X يدل على عدد مرات ظهور الرقم 5 .

أُلقيت قطعة نقد 20 مرة، والمتغير العشوائي X يدل على عدد مرات    
ظهور الكتابة.

سألت 15 شخصًا عن أعمارهم، والمتغير العشوائي X يدل على    
أعمار هؤلاء الأشخاص.

صندوق به 52 كرة، منها 13 كرة حمراء، و13 كرة زرقاء، و13 كرة    
بيضاء، و13 كرة صفراء. سحبت 10 كرات على التوالي دون إرجاع. 

والمتغير العشوائي X يدل على عدد الكرات البيضاء المسحوبة.

كوّن التوزيع ذا الحدين لكلِّ متغير عشوائي مما يأتي، ومثّله بالأعمدة، ثم 
أوجد المتوسط، وفسّر معناه في سياق الموقف، ثم أوجد التباين، 

والانحراف المعياري. )للإثلان 3 ,2 (

إذا كان % 89 من طلاب المرحلة الثانوية في إحدى المدارس    
يتابعون مباريات منتخبهم الوطني، وتم اختيار 5 طلاب عشوائيًّا من 

هذه المدرسة، وسؤالهم عما إذا كانوا يتابعون مباريات منتخبهم 
الوطني.

بيّنت دراسة أن % 26 من موظفي إحدى الشركات يستعملون    
الإنترنت في عملهم. إذا تم اختيار 10 موظفين من هذه الشركة 

عشوائيًّا، وسؤالهم عما إذا كانوا يستعملون الإنترنت في عملهم.

أفادت دراسة إحصائية أن % 65 من طلاب الجامعات الذين    
يمتلكون سيارات يستعملون أحزمة الأمان في أثناء قيادة سياراتهم. 

إذا تم اختيار 8 طلاب عشوائيًّا ممن يمتلكون سيارات، وسؤالهم إن 
كانوا يستعملون أحزمة أمان في أثناء قيادة سياراتهم. 

اأعمال �صيفية: تبيَّن في دراسة سابقة أن %90 من طلاب    
الصفوف العليا في مدرسة ثانوية يحصلون على أعمال صيفية، لكن 

منذرًا قدّر أن النسبة أقل من ذلك؛ لذا قام بدراسة مسحية شملت 
400 طالب من الصفوف العليا تم اختيارهم عشوائيًّا. ما احتمال 

ألا يكون أكثر من 348 من الطلاب المستهدفين حصلوا على عمل 
صيفي؟ )مثلا 4(

رخ�صة قيادة: اعتمادًا على إحدى الدراسات المسحية السابقة،    
إذا علمت أن %85 من طلاب إحدى الجامعات لديهم رخص قيادة 

سيارة، فما احتمال أن يكون 6 طلاب على الأقل من بين 10 تم 
اختيارهم عشوائيًّا لديهم رخص قيادة سيارة؟

كرة قدم: كسب فريق لكرة القدم %75.7 من مبارياته. أوجد    
احتمال أن يكسب 7 مباريات على الأقل من بين مبارياته العشر 

القادمة.

ريا�صيون: وفق بعض الدراسات الحديثة، إذا علمت أن 80%    
من طلاب المدارس الثانوية يمارسون رياضة واحدة على الأقل في 

 X مدرستهم، إذا اختير 6 طلاب عشوائيًّا، وكان المتغير العشوائي
يدل على عدد الذين يمارسون رياضة على الأقل.

فأوجد الاحتمالات المرتبطة بعدد الطلاب الذي يمارسون   )a  
رياضة واحدة على الأقل.

ما احتمال ألا يزيد عدد الذين يمارسون الرياضة عن طالبين؟  )b  

غ�صيل �صيارات: يقوم بعض الأشخاص بغسيل السيارات لزبائن    
بعض المجمعات التجارية مقابل أجر معين. وقد أفادت دراسة 

مسحية أن %65 من الزبائن يدفعون أكثر من الحد الأدنى لأجرة 
غسيل سياراتهم. ما احتمال أن يدفع أربعة على الأقل من خمسة 

زبائن مبلغًا أكثر من الحد الأدنى للأجر.

حوافز دعائية: تضع شركة للعصائر حوافز بحيث إن 30%     
من علب العصير تربح علبة مجانية، وقد اشترت سعاد 10 علب. 

مثّل بالأعمدة البيانية التوزيع الاحتمالي للتوزيع ذي الحدين إذا كان 
المتغير العشوائي يدل على عدد علب العصير الرابحة.

برامج دينية: بناءً على دراسة مسحية سابقة، إذا علمت أن 70%    
من الأشخاص تحت سن العشرين يتابعون برنامجًا دينيًّا على الأقل 
في التلفاز. إذا استطلع خليل رأي 200 شخص تحت سن 20 سنة، 
فما احتمال أن 146 شخصًا منهم على الأقل يتابعون برنامجًا دينيًّا 

على الأقل؟

إذا علمت أن نسبة النجاح في توزيع ذي حدين %60، ويوجد 18 محاولة، 
فأجب.

ما احتمال ألا توجد أي محاولة ناجحة؟   

ما احتمال أن توجد 12 محاولة فاشلة؟   
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119   للحوزيعلت ذلت للحدين الدرس 6 - 3

تن�س طاولة: كسب لاعب %85 من مبارياته التي لعبها خلال    
مسيرته الرياضية. أوجد الاحتمالات الآتية:

أن يكسب 3 مباريات من بين 5 مباريات قادمة.  )a  

أن يكسب مبارتين على الأقل من بين المباريات الخمس   )b  
القادمة.

أن يخسر مباراة واحدة على الأقل في مبارياته الخمس القادمة.  )c  

لكل من التوزيعات ذات الحدين الآتية، يدلّ الرمز n على عدد 
المحاولات، ويدلّ الرمز p على احتمال نجاح كل محاولة. أوجد احتمال 

الحصول على X من النجاحات.

 n = 8, p = 0.3, X ≥ 2   

 n = 10, p = 0.2, X > 2   

 n = 6, p = 0.6, X ≤ 4   

 n = 9, p = 0.25, X ≤ 5   

 n = 10, p = 0.75, X ≥ 8   

 n = 12, p = 0.1, X < 3   



: في تقريب التوزيع ذي الحدين إلى التوزيع الطبيعي، إذا  تحدٍّ   
علمت أن احتمال وجود 66 - 60 نجاحًا يساوي %34، وكان 

̶    ، واحتمال النجاح %36، فكم كان عدد المحاولات؟  x  = 60

تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمًا، أو صحيحة    
أحيانًا، أو غير صحيحة أبدًا. وبرّر إجابتك. » من الأفضل أن تجد 

احتمال الفشل وتطرحه من 1 لتجد احتمال النجاح «.

م�صاألة مفتوحة: صف حالة من أنشطة المدرسة أو المجتمع    
ينطبق عليها التوزيع ذو الحدين، وحدّد عدد المحاولات المستقلة 

(n) ، وكلاًّ من: احتمال النجاح واحتمال الفشل في المحاولة 
الواحدة. 

اكتب: فسّر العلاقة بين التجربة ذات الحدين والتوزيع ذي الحدين.   



حدّد ما إذا كانت المعادلة في كلٍّ ممايأتي تمثِّل دائرة، أو قطعًا مكافئًا، 
 أو قطعًا ناقصًا، أو قطعًا زائدًا، دون كتابتها على الصورة القياسية.

ر إجابتك: )مهلرة �البقة( وبرِّ

x 2 + 4 y 2 = 100   

5y 2 - 10 x = 0   

x 2 + y 2 - 3x + 4 y - 16 = 0   

�صرعة: وضع نظام لمراقبة سرعة السيارات وتسجيلها في شارع    
قريب من إحدى المدارس، إذا توزّعت هذه السرعات توزيعًا 

طبيعيًّا بمتوسط mi/h 37، وانحراف معياري mi/h 4، فكم سيارة 
كانت تسير بسرعة تقل عن mi/h 33 في عينة حجمها 425 سيارة؟  

)للدر�س 3-5(

درا�صة جامعيَّة: أوضح استطلاع في إحدى المدارس الثانوية    
أن %88 من الطلاب يريدون إكمال دراستهم الجامعية. وقد قام 

نواف باستطلاع آراء 150 طالبًا تم اختيارهم عشوائيًّا. ما احتمال أن 
يكون في العينة 132 طالبًا على الأقل يرغبون في استكمال دراستهم 

الجامعية؟ )للدر�س 3-5(



اختبار: تقدّمت سمر لاختبار من عشرة أسئلة من نوع الاختيار    
من متعدد لكل منها أربعة بدائل، لكنها أجابت عن الأسئلة من خلال 
التخمين )دون معرفة علمية بالموضوع(، ما احتمال أن تحصل على:

7 أسئلة صحيحة الإجابة؟   )a  

9 أسئلة صحيحة الإجابة؟   )b  

0 سؤال صحيح الإجابة؟  )c  

3 أسئلة صحيحة الإجابة؟  )d  

إذا كان احتمال نجاح عملية جراحية %90 ، فما احتمال نجاع عملية    
واحدة على الأقل إذا أُجريت العملية ثلاث مرات؟

0.1  )B  0.001  )A  

0.999  )D  0.9  )C  

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)



 لاتحإلا  لامتحالا  الف�صل 3 120

 

مفاهيم اأ�صا�صية 
العينة والمجتمع )الدر�صان 3-2 ,3-1(

إّإت لحاللح نولتج معينة . تكون للعينة مححيزة لمذل �اُ  •

تكون للعينة غير مححيزة لمذل كلنت ع�اولئية.  •

الارتباط وال�صببية
عندمل يوجد لرتبلط بين ظلهرتين فلمن كلًّ منهإل توؤثر في   •
لاأخرى،  عندمل يوجد �اببية، فلمن  قوع ظلهرة معينة يكون 

�اببًل مبل�ارًل في  قوع للظلهرة لاأخرى.

هام�ش خطاأ المعاينة
•  عند �احب عينة تجإهل n من مجحإع، فلمنه يإكن تقريب 

. ±   1 _ 
   

 √  n  
هلم�ش خطلأ للإعلينة بللقيإة   

 الانحراف المعياري
المجتمع العينة

 


 


   
  
k = 1

  
n

  (  x  k  -   ̶  x   )  2 
 __ 

n - 1
     


 


   
  
k = 1

  
n

  (  x  k  - µ )  2 
 __ n    

الاحتمال الم�صروط )الدر�ش 3-3(
لاتحإلا للإ�ار ط: هو لتحإلا  قوع تلدثة معينة لمذل عُلم   •

 قوع تلدثة لأخرى.
للجدل ا للحولفقية : هي جدل ا تكرلرية ذلت بعدين، يحم   •

فيهل ت�اجيل بيلنلت �اإن خليل، تيث لمن كل خلية من خليل 
ل، لمذ يكون من�اوبًل  للجد ا تُإثّل تكرلرًل ي�اإى تكرلرًل ن�ابيًّ
لملى مجإوع للحكرلرلت في للجد ا، لأ  من�اوبًل لملى مجإوع 
للحكرلرلت في للحاف للذي تقع فيه للخلية، لأ  من�اوبًل لملى  
مجإوع للحكرلرلت في للعإود للذي تقع فيه للخلية،  يإكن 
ل�احعإلا للجدل ا للحولفقية في لميجلد لاتحإلا للإ�ار ط .

التوزيعات الاحتمالية )الدرو�ش 3-6 ,3-5 ,3-4(

الو�صفالمفهوم
عدد محدّد من للنولتج للإإكنة منفحال

عدد غير محدّد من للنولتج للإإكنة مححال 

منحنيلت محإلثلة طبيعي 

منحنيلت غير محإلثلة ملحوي 

تجربة لتحإللية يكون لهل نحيجحلن فقطتجربة ذلت للحدين 

المفردات
للدرل�اة للإ�احية �ش 86

للإجحإع �ش 86
تعدلد علم �ش 86

للعينة �ش 86
للإححيزة �ش 86

غير للإححيزة �ش 86
للدرل�اة للقلئإة على 

للإلتظة �ش 87
للدرل�اة للحجريبية �ش 87

للإجإوعة للحجريبية �ش 87
للإجإوعة لل�البطة �ش 87

لارتبلط �ش 88
لل�اببية �ش 88

للححليل لامتحالئي �ش 92
للإحغير �ش 92

بيلنلت في محغير  لتد �ش 92
مقيل�ش للنزعة للإركزية �ش 92

للإَعْلإَة �ش 92
لامتحالئي �ش 92

هلم�ش خطلأ للإعلينة �ش 93
مقليي�ش للح�احت �ش 93

للحبلين �ش 93

لانحرلف للإعيلري �ش 93
لاتحإلا للإ�ار ط �ش 97

للجد ا للحولفقي �ش 98
للحكرلر للن�ابي �ش 98

للنجلح �ش 102
للف�ال �ش 102

للإحغير للع�اولئي �ش 103
للإحغير للع�اولئي 
للإنفحال �ش 103

للحوزيع لاتحإللي �ش 103
للحوزيع لاتحإللي 
للإنفحال �ش 103

لاتحإلا للنظري �ش 104
لاتحإلا للحجريبي �ش 104

للقيإة للإحوقعة �ش 104
للحوزيع لاتحإللي 

للإححال �ش 108
للحوزيع للطبيعي �ش 108
للحوزيع للإلحوي �ش 108

تجربة ذلت تدين �ش 114
للحوزيع ذ  للحدين �ش 115

اختبر مفرداتك 
اختر المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي من القائمة أعلاه: 

   لمتغير عشوائي معين هو دالة تربط فضاء العينة 

باحتمالات نواتج فضاء العينة .
عندما توجد علاقة بين حادثتين، فإنه يوجد     

بينهما.
الدراسة المسحية تكون  إذا صُمّمت لصالح    

نواتج معينة.
إذا أُعطيت مجموعة معالجة شكلية لا أثر لها في النتيجة، فإن هذه     

المجموعة تُسمّى  . 
يُحدّد  الفترة التي تبين الفرق في الاستجابة    

بين العينة والمجتمع . 

دليل الدرا�صة والمراجعة



1)

2)

3)

4)

5)

د ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبني عينة متحيزة أو غير  حدِّ
متحيزة، ثم فسّر إجابتك:

ق يخرج من مجمع تجاري؛ لمعرفة إن  يتم اختيار كل عاشر متسوِّ   
كان مرتاحًا أو مطمئناً لشرائه من المجمع.

يتم اختيار كل عاشر طالب يخرج من المدرسة؛ لمعرفة أحب    
المواد الدراسية إليه في المدرسة.

يطلب أحد مطاعم الوجبات السريعة إلى زبائنه أن يكملوا استبانة    
حول أفضل مطعم للوجبات السريعة.

د ما إذا كانت كل حالة تحتاج إلى دراسة مسحية أو دراسة قائمة على  حدِّ
الملاحظة أو دراسة تجريبية.

اختر 100 طالب نصفهم يعمل جزئيًّا بعد الدراسة، وقارن بين    
الأوساط لدرجاتهم.

اختر 100 شخص، وقسّمهم إلى نصفين عشوائيًّا، ودع إحدى    
المجموعتين تتناول وجبات قليلة الدسم، بينما تتناول الأخرى 

وجبات اعتيادية. وقارن النتائج؛ لمعرفة أثر الوجبات القليلة 
الدسم على صحة الجسم.

اختار صاحب وكالة للسيارات 100 زبون عشوائيًّا قاموا بإجراء الصيانة 
الدورية لسياراتهم في الوكالة حديثًا، وطرح سؤالً عليهم حول نوعية 
الخدمة التي تُقدّمها الوكالة. هل يُمثّل الزبائن الذين تم اختيارهم عينة 

متحيزة أم غير متحيزة؟ فسّر إجابتك.
غير متحيزة ؛ لأنّ لكل شخص من زبائن الوكالة الفرصة نفسها لأن 

يكون من بين العينة.

ع معلم الرياضيات طلابه مجموعتين عشوائيًّا، وطبِّق عليهم اختبارًا،  وزَّ
حيث طلب من المجموعة الأولى أداء تمارين رياضية قبل الختبار، 

بينما أعطى المجموعة الثانية الختبار دون أن يطلب منهم تأدية أي 
تمارين رياضية، وقارن نتائجهم في الختبار. هل هذه الدراسة دراسة 
مسحية أم دراسة قائمة على الملاحظة أم دراسة تجريبية؟ وإذا كانت 

تجريبية، فاذكر كلاًّ من المجموعتين الضابطة والتجريبية، ثم بيِّن ما إذا 
كانت الدراسة متحيزة أم ل.

دراسة تجريبية: المجموعة التجريبية هي الأولى، والضابطة هي الثانية، 
والدراسة التجريبية متحيزة؛ لأن كل طالب يعرف المجموعة التي 

ينتمي اليها.

ف�صول ال�صنة: في دراسة مسحية عشوائية شملت 3446    
شخصًا، ذكر %34 منهم أن الربيع هو أفضل فصول السنة لديهم. 

ما هامش الخطأ في المعاينة؟

�صباحة: في أثناء تمرين السباحة، قاس خالد الأزمنة التي    
استغرقها في كل مرة لقطع مسافة m 400 ، وسجل النتائج الممثلة 
في الجدول أدناه. أوجد الانحراف المعياري للأزمنة التي حققها.

الزمن بالثواني 
301311320308312307

313315309308304302

311313313316314306

329326319310306309

320318315318314309

قال %12 من عينة حجمها 2645 شخصًا: إن كرة القدم هي الأكثر 
تفضيلًا لديهم. ما هامش خطأ المعاينة ؟ 

 _ 1   ± = هامش خطأ المعاينة  
  √  n  

  

 = ±   1 _ 
  √  2645  

  

 ≈ ± 0.019

هامش خطأ المعاينة %1.9± تقريبًا.

دليل الدرا�صة والمراجعة

1
الدرا�صات التجريبية والم�صحية والقائمة على الملاحظة )ال�صفحات90 - 86 (3-1

6)

7)

8)

9)

10)

2

3
التحليل الاإح�صائي  )ال�صفحات96 - 92 (3-2

11)

12)
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مفاهيم اأ�صا�صية 
العينة والمجتمع )الدر�صان 3-2 ,3-1(

إّإت لحاللح نولتج معينة . تكون للعينة مححيزة لمذل �اُ  •

تكون للعينة غير مححيزة لمذل كلنت ع�اولئية.  •

الارتباط وال�صببية
عندمل يوجد لرتبلط بين ظلهرتين فلمن كلًّ منهإل توؤثر في   •
لاأخرى،  عندمل يوجد �اببية، فلمن  قوع ظلهرة معينة يكون 

�اببًل مبل�ارًل في  قوع للظلهرة لاأخرى.

هام�ش خطاأ المعاينة
•  عند �احب عينة تجإهل n من مجحإع، فلمنه يإكن تقريب 

. ±   1 _ 
   

 √  n  
هلم�ش خطلأ للإعلينة بللقيإة   

 الانحراف المعياري
المجتمع العينة
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n
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الاحتمال الم�صروط )الدر�ش 3-3(
لاتحإلا للإ�ار ط: هو لتحإلا  قوع تلدثة معينة لمذل عُلم   •

 قوع تلدثة لأخرى.
للجدل ا للحولفقية : هي جدل ا تكرلرية ذلت بعدين، يحم   •

فيهل ت�اجيل بيلنلت �اإن خليل، تيث لمن كل خلية من خليل 
ل، لمذ يكون من�اوبًل  للجد ا تُإثّل تكرلرًل ي�اإى تكرلرًل ن�ابيًّ
لملى مجإوع للحكرلرلت في للجد ا، لأ  من�اوبًل لملى مجإوع 
للحكرلرلت في للحاف للذي تقع فيه للخلية، لأ  من�اوبًل لملى  
مجإوع للحكرلرلت في للعإود للذي تقع فيه للخلية،  يإكن 
ل�احعإلا للجدل ا للحولفقية في لميجلد لاتحإلا للإ�ار ط .

التوزيعات الاحتمالية )الدرو�ش 3-6 ,3-5 ,3-4(

الو�صفالمفهوم
عدد محدّد من للنولتج للإإكنة منفحال

عدد غير محدّد من للنولتج للإإكنة مححال 

منحنيلت محإلثلة طبيعي 

منحنيلت غير محإلثلة ملحوي 

تجربة لتحإللية يكون لهل نحيجحلن فقطتجربة ذلت للحدين 

دليل الدرا�صة والمراجعة



د ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبني عينة متحيزة أو غير  حدِّ
متحيزة، ثم فسّر إجابتك:

ق يخرج من مجمع تجاري؛ لمعرفة إن  يتم اختيار كل عاشر متسوِّ   
كان مرتاحًا أو مطمئناً لشرائه من المجمع.

يتم اختيار كل عاشر طالب يخرج من المدرسة؛ لمعرفة أحب    
المواد الدراسية إليه في المدرسة.

يطلب أحد مطاعم الوجبات السريعة إلى زبائنه أن يكملوا استبانة    
حول أفضل مطعم للوجبات السريعة.

د ما إذا كانت كل حالة تحتاج إلى دراسة مسحية أو دراسة قائمة على  حدِّ
الملاحظة أو دراسة تجريبية.

اختر 100 طالب نصفهم يعمل جزئيًّا بعد الدراسة، وقارن بين    
الأوساط لدرجاتهم.

اختر 100 شخص، وقسّمهم إلى نصفين عشوائيًّا، ودع إحدى    
المجموعتين تتناول وجبات قليلة الدسم، بينما تتناول الأخرى 

وجبات اعتيادية. وقارن النتائج؛ لمعرفة أثر الوجبات القليلة 
الدسم على صحة الجسم.

اختار صاحب وكالة للسيارات 100 زبون عشوائيًّا قاموا بإجراء الصيانة 
الدورية لسياراتهم في الوكالة حديثًا، وطرح سؤالً عليهم حول نوعية 
الخدمة التي تُقدّمها الوكالة. هل يُمثّل الزبائن الذين تم اختيارهم عينة 

متحيزة أم غير متحيزة؟ فسّر إجابتك.
غير متحيزة ؛ لأنّ لكل شخص من زبائن الوكالة الفرصة نفسها لأن 

يكون من بين العينة.

ع معلم الرياضيات طلابه مجموعتين عشوائيًّا، وطبِّق عليهم اختبارًا،  وزَّ
حيث طلب من المجموعة الأولى أداء تمارين رياضية قبل الختبار، 

بينما أعطى المجموعة الثانية الختبار دون أن يطلب منهم تأدية أي 
تمارين رياضية، وقارن نتائجهم في الختبار. هل هذه الدراسة دراسة 
مسحية أم دراسة قائمة على الملاحظة أم دراسة تجريبية؟ وإذا كانت 

تجريبية، فاذكر كلاًّ من المجموعتين الضابطة والتجريبية، ثم بيِّن ما إذا 
كانت الدراسة متحيزة أم ل.

دراسة تجريبية: المجموعة التجريبية هي الأولى، والضابطة هي الثانية، 
والدراسة التجريبية متحيزة؛ لأن كل طالب يعرف المجموعة التي 

ينتمي اليها.

ف�صول ال�صنة: في دراسة مسحية عشوائية شملت 3446    
شخصًا، ذكر %34 منهم أن الربيع هو أفضل فصول السنة لديهم. 

ما هامش الخطأ في المعاينة؟

�صباحة: في أثناء تمرين السباحة، قاس خالد الأزمنة التي    
استغرقها في كل مرة لقطع مسافة m 400 ، وسجل النتائج الممثلة 
في الجدول أدناه. أوجد الانحراف المعياري للأزمنة التي حققها.

الزمن بالثواني 
301311320308312307

313315309308304302

311313313316314306

329326319310306309

320318315318314309

قال %12 من عينة حجمها 2645 شخصًا: إن كرة القدم هي الأكثر 
تفضيلًا لديهم. ما هامش خطأ المعاينة ؟ 

 _ 1   ± = هامش خطأ المعاينة  
  √  n  

  

 = ±   1 _ 
  √  2645  

  

 ≈ ± 0.019

هامش خطأ المعاينة %1.9± تقريبًا.

دليل الدرا�صة والمراجعة

1
الدرا�صات التجريبية والم�صحية والقائمة على الملاحظة )ال�صفحات90 - 86 (3-1

6)

7)

8)

9)

10)

2

3
التحليل الاإح�صائي  )ال�صفحات96 - 92 (3-2

11)

12)
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كرة طائرة: يحصل طارق على نقطة في %65 من مرات    
قيامه بضربة الإرسال، ما احتمال ألا يحصل على نقطة في ضربة 

الإرسال الثانية علمًا بأنه حصل على نقطة في ضربة الإرسال 
الأولى؟

في الجدول أدناه إذا اختير طالب عشوائيًّا فأجب عما يأتي:    

لا يلب�ش نظاراتيلب�ش نظارات
615الاأول الثانوي

522الثاني الثانوي

ما احتمال أن يكون الطالب من الأول الثانوي علمًا بأنه يلبس   )a  
نظارات؟

ما احتمال أن يكون من الذين لا يلبسون النظارات علمًا بأنه   )b  
من الثاني الثانوي؟

درا�صة: أوجد احتمال أن يأخذ طالب اختير عشوائيًّا حصة إضافية 
علمًا بأنه طالب جديد.

(E) ا اإ�صافية ا اإ�صافية (X)ياأخذ ح�ص�صً لا ياأخذ ح�ص�صً
(N) 12684طالب جديد

(O) 9872طالب قديم

 

 P(E | N) =   
P(E ∩ N)

 _ 
P(N)

قلنون لاتحإلا للإ�ار ط  

 =   126 _ 
380

   ÷   210 _ 
380

  P(E ∩ N) =   126 _ 
380

    , P(N) =   210 _ 
380

  

 =   126 _ 
210

   =   3 _ 
5
ط   ب�اِّ

قرعة الاألعاب: خلط يوسف بطاقات الألعاب جميعها في 
صندوق، حيث تشكّلت البطاقات من 12 بطاقة لكرة القدم، 8 بطاقات 

لكرة الطائرة، 5 بطاقات لكرة السلة وجميعها متماثلة. إذا تم اختيار 3 
بطاقات بصورة عشوائية، فأوجد احتمال كل من: 

 P)3 بطاقات للكرة الطائرة(   

P )3 بطاقات لكرة القدم(   

 P)بطاقة لكرة السلة وبطاقتان للكرة الطائرة(   

 P)بطاقتان لكرة السلة وبطاقة لكرة القدم(   

بطاقات: مجموعة بطاقات مرقّمة مكوّنة من 3 بطاقات عليها    

الرقم 9، 4 عليها العدد 10، 5 عليها الرقم 6، 4 عليها الرقم 5، 
وبطاقتين على كلٍّ منهما الرقم 2 ، وبطاقة عليها الرقم 3 . إذا سحبت 

ا من مجموعة البطاقات، فما القيمة المتوقّعة لهذه  بطاقة عشوائيًّ
البطاقة؟

لدى حمزة 5 كتب في حقيبته، هي الرياضيات والكيمياء واللغة 
الإنجليزية واللغة العربية والتاريخ. إذا قام بترتيبها على رفّ في صف 

واحد عشوائيًّا، فما احتمال أن تأتي كتب اللغة الإنجليزية واللغة العربية 
والرياضيات في أقصى اليسار ؟

حدّد عدد النجاحات. الخطوة 1 
3P3مكلن للكحب للثلثة لملى للي�الر

2P2لأمكنة للكحلبين لاآخرين  

. s استعمل التباديل ومبدأ العد الأساسي لإيجاد  

s =  3P3 · 2P2 = 3! · 2! = 12  

.s + f أوجد عدد عناصر فضاء العينة الخطوة 2 
5P5 = 5! = 120s + f = 120  

وتمثل عدد الترتيبات الممكنة للكتب الخمسة على الرف.  

أوجد الاحتمال. الخطوة 3 

P (S) =   s _ 
s + f

   =   12 _ 
120

لتحإلا للنجلح0.1 =   

 

احتمال وضع كتب اللغة الإنجليزية واللغة العربية والرياضيات في 
أقصى اليسار يساوي 0.1 أو 10%.

دليل الدرا�صة والمراجعة

4
الاحتمال الم�صروط )ال�صفحات100 - 97 (3-3

13)

14)

5
الاحتمال والتوزيعات الاحتمالية )ال�صفحات107 - 102 (3-4

15)

16)

17)

18)

19)

في كلٍّ من السؤالين الآتيين توزيع طبيعي بمتوسط وانحراف معياري. 
أوجد الحتمال المطلوب في كل منهما.

µ = 121 , σ = 9 , P(X > 103(   

µ = 181 , σ = 12, P(X > 169(   

زمن الرك�ش: أزمنة الركض لمسافة m 40 لفريق كرة    
 ،4.7 s ع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط القدم المدرسي تتوزَّ

وانحراف معياري s 0.15 . ما نسبة اللاعبين الذين يقل زمن 
قطعهم المسافة عن s 4.4؟

تتوزّع مجموعة من البيانات توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط 78، وانحراف 
معياري 5 . أوجد احتمال أن تزيد قيمة لـ X اختيرت عشوائيًّا عن 83 .

13.5%

83

3σ2σ1σ

88 9378

2%
0.5%

بما أن µ + σ = 78 + 5 = 83 ؛ لذا فإن الاحتمال المطلوب يكون 
مساويًا 16% = 0.5% + 2% + 13.5%

اأ�صخا�ش م�صهورون: في إحدى الدراسات تَبيّن أن %63 من   23)  
الشباب يفضلون أداء أحد الرياضيين المشهورين. إذا اختير 5 

من الشباب عشوائيًّا، وتم سؤالهم عما إذا كانوا يفضلون أداء هذا 
الرياضي أو لا.

لون أداء  إذا مثَّل المتغير العشوائي X عدد الشباب الذين يفضِّ  )a  
ن جدول التوزيع الاحتمالي لذات الحدين  هذا الرياضي، فكوِّ

للمتغير X، ومثِّله بالأعمدة.

لون أداء هذا  أوجد احتمال أن يكون أكثر من 2 من الشباب يفضِّ  )b  
الرياضي.

�صاعات: أشارت دراسة مسحية للبالغين أن ما نسبته %74 من    
البالغين يلبسون ساعة يد.وقد قام بكر باستطلاع رأي 200 شخص 
ا. ما احتمال أن يكون 160 شخصًا على الأقل  من البالغين عشوائيًّ

ممن شملهم الاستطلاع يلبسون ساعة يد؟

ر�صم هند�صي: أُجريت دراسة في إحدى المدارس، فَتبيّن أن %45 من 
الطلاب يستطيعون رسم مخروط. إذا تم اختيار 5 منهم بشكل عشوائي، 

ومثَّل المتغير العشوائي X عدد الطلاب الذين لديهم مقدرة على رسم 
مخروط، فأجب عمّا يأتي:

كوّن جدول التوزيع الحتمالي لذات الحدين للمتغير X ، ومثِّله   )a  
بالأعمدة.

. n = 5, p = 0.45, q = 1 - 0.45 = 0.55 في هذه المسألة   

X 0 1 2 3 4 5

P( X ) 0.050 0.206 0.337 0.276 0.113 0.018
  

0 1 2 3 4 5
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0.30

P(X)

X

أوجد المتوسط والنحراف المعياري والتباين للتوزيع.  )b  

= np = 5 (0.45) = 2.25µ

= npq = 5 (0.45)(0.55) = 1.2375 σ   2  

=   √   σ  2    =   √  1.2375   ≃ 1.1124σ

دليل الدرا�صة والمراجعة

6
التوزيع الطبيعي  )ال�صفحات112 - 108 (3-5
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التوزيعات ذات الحدين  )ال�صفحات119 - 114 (3-6

24)
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كرة طائرة: يحصل طارق على نقطة في %65 من مرات    
قيامه بضربة الإرسال، ما احتمال ألا يحصل على نقطة في ضربة 

الإرسال الثانية علمًا بأنه حصل على نقطة في ضربة الإرسال 
الأولى؟

في الجدول أدناه إذا اختير طالب عشوائيًّا فأجب عما يأتي:    

لا يلب�ش نظاراتيلب�ش نظارات
615الاأول الثانوي

522الثاني الثانوي

ما احتمال أن يكون الطالب من الأول الثانوي علمًا بأنه يلبس   )a  
نظارات؟

ما احتمال أن يكون من الذين لا يلبسون النظارات علمًا بأنه   )b  
من الثاني الثانوي؟

درا�صة: أوجد احتمال أن يأخذ طالب اختير عشوائيًّا حصة إضافية 
علمًا بأنه طالب جديد.

(E) ا اإ�صافية ا اإ�صافية (X)ياأخذ ح�ص�صً لا ياأخذ ح�ص�صً
(N) 12684طالب جديد

(O) 9872طالب قديم

 

 P(E | N) =   
P(E ∩ N)

 _ 
P(N)

قلنون لاتحإلا للإ�ار ط  

 =   126 _ 
380

   ÷   210 _ 
380

  P(E ∩ N) =   126 _ 
380

    , P(N) =   210 _ 
380

  

 =   126 _ 
210

   =   3 _ 
5
ط   ب�اِّ

قرعة الاألعاب: خلط يوسف بطاقات الألعاب جميعها في 
صندوق، حيث تشكّلت البطاقات من 12 بطاقة لكرة القدم، 8 بطاقات 

لكرة الطائرة، 5 بطاقات لكرة السلة وجميعها متماثلة. إذا تم اختيار 3 
بطاقات بصورة عشوائية، فأوجد احتمال كل من: 

 P)3 بطاقات للكرة الطائرة(   

P )3 بطاقات لكرة القدم(   

 P)بطاقة لكرة السلة وبطاقتان للكرة الطائرة(   

 P)بطاقتان لكرة السلة وبطاقة لكرة القدم(   

بطاقات: مجموعة بطاقات مرقّمة مكوّنة من 3 بطاقات عليها    

الرقم 9، 4 عليها العدد 10، 5 عليها الرقم 6، 4 عليها الرقم 5، 
وبطاقتين على كلٍّ منهما الرقم 2 ، وبطاقة عليها الرقم 3 . إذا سحبت 

ا من مجموعة البطاقات، فما القيمة المتوقّعة لهذه  بطاقة عشوائيًّ
البطاقة؟

لدى حمزة 5 كتب في حقيبته، هي الرياضيات والكيمياء واللغة 
الإنجليزية واللغة العربية والتاريخ. إذا قام بترتيبها على رفّ في صف 

واحد عشوائيًّا، فما احتمال أن تأتي كتب اللغة الإنجليزية واللغة العربية 
والرياضيات في أقصى اليسار ؟

حدّد عدد النجاحات. الخطوة 1 
3P3مكلن للكحب للثلثة لملى للي�الر

2P2لأمكنة للكحلبين لاآخرين  

. s استعمل التباديل ومبدأ العد الأساسي لإيجاد  

s =  3P3 · 2P2 = 3! · 2! = 12  

.s + f أوجد عدد عناصر فضاء العينة الخطوة 2 
5P5 = 5! = 120s + f = 120  

وتمثل عدد الترتيبات الممكنة للكتب الخمسة على الرف.  

أوجد الاحتمال. الخطوة 3 

P (S) =   s _ 
s + f

   =   12 _ 
120

لتحإلا للنجلح0.1 =   

 

احتمال وضع كتب اللغة الإنجليزية واللغة العربية والرياضيات في 
أقصى اليسار يساوي 0.1 أو 10%.

دليل الدرا�صة والمراجعة

4
الاحتمال الم�صروط )ال�صفحات100 - 97 (3-3

13)

14)

5
الاحتمال والتوزيعات الاحتمالية )ال�صفحات107 - 102 (3-4

15)

16)

17)

18)

19)

في كلٍّ من السؤالين الآتيين توزيع طبيعي بمتوسط وانحراف معياري. 
أوجد الحتمال المطلوب في كل منهما.

µ = 121 , σ = 9 , P(X > 103(   

µ = 181 , σ = 12, P(X > 169(   

زمن الرك�ش: أزمنة الركض لمسافة m 40 لفريق كرة    
 ،4.7 s ع توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط القدم المدرسي تتوزَّ

وانحراف معياري s 0.15 . ما نسبة اللاعبين الذين يقل زمن 
قطعهم المسافة عن s 4.4؟

تتوزّع مجموعة من البيانات توزيعًا طبيعيًّا بمتوسط 78، وانحراف 
معياري 5 . أوجد احتمال أن تزيد قيمة لـ X اختيرت عشوائيًّا عن 83 .

13.5%

83

3σ2σ1σ

88 9378

2%
0.5%

بما أن µ + σ = 78 + 5 = 83 ؛ لذا فإن الاحتمال المطلوب يكون 
مساويًا 16% = 0.5% + 2% + 13.5%

اأ�صخا�ش م�صهورون: في إحدى الدراسات تَبيّن أن %63 من   23)  
الشباب يفضلون أداء أحد الرياضيين المشهورين. إذا اختير 5 

من الشباب عشوائيًّا، وتم سؤالهم عما إذا كانوا يفضلون أداء هذا 
الرياضي أو لا.

لون أداء  إذا مثَّل المتغير العشوائي X عدد الشباب الذين يفضِّ  )a  
ن جدول التوزيع الاحتمالي لذات الحدين  هذا الرياضي، فكوِّ

للمتغير X، ومثِّله بالأعمدة.

لون أداء هذا  أوجد احتمال أن يكون أكثر من 2 من الشباب يفضِّ  )b  
الرياضي.

�صاعات: أشارت دراسة مسحية للبالغين أن ما نسبته %74 من    
البالغين يلبسون ساعة يد.وقد قام بكر باستطلاع رأي 200 شخص 
ا. ما احتمال أن يكون 160 شخصًا على الأقل  من البالغين عشوائيًّ

ممن شملهم الاستطلاع يلبسون ساعة يد؟

ر�صم هند�صي: أُجريت دراسة في إحدى المدارس، فَتبيّن أن %45 من 
الطلاب يستطيعون رسم مخروط. إذا تم اختيار 5 منهم بشكل عشوائي، 

ومثَّل المتغير العشوائي X عدد الطلاب الذين لديهم مقدرة على رسم 
مخروط، فأجب عمّا يأتي:

كوّن جدول التوزيع الحتمالي لذات الحدين للمتغير X ، ومثِّله   )a  
بالأعمدة.

. n = 5, p = 0.45, q = 1 - 0.45 = 0.55 في هذه المسألة   

X 0 1 2 3 4 5

P( X ) 0.050 0.206 0.337 0.276 0.113 0.018
  

0 1 2 3 4 5
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أوجد المتوسط والنحراف المعياري والتباين للتوزيع.  )b  

= np = 5 (0.45) = 2.25µ

= npq = 5 (0.45)(0.55) = 1.2375 σ   2  

=   √   σ  2    =   √  1.2375   ≃ 1.1124σ

دليل الدرا�صة والمراجعة
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د ما إذا كان كل موقف مما يأتي يمثِّل دراسة تجريبيّة، أو دراسة  حدِّ   

قائمة على الملاحظة، وفي حالة الدراسة التجريبية، اذكر كلاًّ 
من المجموعة الضابطة والمجموعة التجريبيّة، ثم بيّن إن وجد 

تحيز أو لا: )للدر�ش 1- 3 (

اختر 100 طالب نصفهم يأتي إلى المدرسة مبكرًا، وقارن بين   )a  

تحصيلهم في مادة معينة.

اختر 100 موظف، واقسمهم نصفين، وأخضع إحدى   )b  

المجموعتين إلى دورة في اللغة الإنجليزية، أما الأخرى فلا 
تخضعها لأي دورة تدريبية.

اختير 10 طلاب بصورة عشوائية من الصف الثالث الثانوي، وقيست    

أطوالهم بالسنتمترات فكانت كما يلي:

170, 165, 155, 168, 177, 180, 168, 167, 160, 161

بيِّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثِّل عينة أم مجتمعًا، ثم اوجد    
الانحراف المعياري لهذه الأطوال. )للدر�ش 2- 3 (

لت أعداد الطلاب ذوي العيون الزرقاء أو غير الزرقاء في أحد  سجِّ   

المعاهد. 

�صنة ثانية�صنة اأولى

510عيون زرقاء

9580عيون  لي�صت زرقاء

إذا اختير أحد الطلاب عشوائيًّا، فأوجد احتمال أن تكون عيونه زرقاء    

علمًا بأنه في السنة الثانية. )للدر�ش 3- 3 (

رُميت 3 قطع نقد مرة واحدة. إذا كان المتغير العشوائي X يدل على    
عدد مرات ظهور الشعار، فاكتب جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير 

العشوائي X ، ثم مثِّله بالأعمدة. )للدر�ش 4- 3 (

�صكة حديد: إذا كانت الفترات الزمنية للانتظار التي يقضيها   29)  
عة توزيعًا  16000 مسافر في إحدى محطات سكك الحديد موزَّ

طبيعيًّا بمتوسط min 72، وانحراف معياري min 15، فأوجد نسبة 
المسافرين الّذين ينتظرون أكثر من min 42. )للدر�ش 5- 3 (

اإجازات: في دراسة مسحية سابقة وجد أن ما نسبته 70%    
من العاملين يأخذون إجازاتهم السنوية في الصيف، لكن محسناً 

يعتقد أن هذا الرقم مبالغ فيه، فقام باستطلاع رأي 650 عاملًا 
عشوائيًّا. ما احتمال ألا يأخذ أكثر من 420 عاملًا إجازاتهم في 

الصيف؟ )للدر�ش 6- 3 (

دليل الدرا�صة والمراجعة

تطبيقات وم�صائل
25)

26)

27)

28)

30)
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حدّد ما إذا كانت العبارات الآتية تصف ارتباطًا أو سببية، ثم فسّر إجابتك:
عندما يرى محمود البرق، فإنه يسمع الرعد بعد ذلك.   

عندما يركض نايف عند مدخل المدرسة، فإنه يكون متأخرًا عن    
المدرسة.

حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبنى عينة متحيزة أو غير 
متحيزة، ثم فسّر إجابتك:

استطلع صاحب مخزن يبيع من خلال الشبكة العنكبوتية زبائنه عن    
أهمية وجود الإنترنت في المنزل.

يختار معلم 5 أسماء لطلاب يدرسهم؛ لإلقاء كلمة الصباح بعد أن    
يقوم بوضع الأسماء جميعها في سلة ويخلطها .

أي مقاييس النزعة المركزية يصف كلًّ من البيانات الآتية بصورة أفضل؟ 
ولماذا؟ 

درجات اختبار    
44333

45544

33334

33344

45343
  

الطول بالبو�صة    
6164626164

6365616683

8463626561

6162666361
  

ع  فيما يأتي المتوسط والانحراف المعياري لمجموعة من البيانات تتوزَّ
توزيعًا طبيعيًّا، أوجد الاحتمال المطلوب في كل منها:

µ = 54, σ = 5, P(X > 44)   

µ = 35, σ = 2.4, P(X < 37.4)   

يحتوي كيس على 10 كرات زجاجية زرقاء، و8 كرات حمراء، 
و 12 خضراء، وجميعها متماثلة، سحبت كرتان واحدة تلو الأخرى، أوجد 

الاحتمال لكل من:

الكرة الثانية حمراء، علمًا بأن الكرة الأولى زرقاء دون إرجاع.   

الكرة الثانية زرقاء، علمًا بأن الكرة الأولى خضراء مع الإرجاع.   

اختبارات: أعطى المعلم أيمن طلابه الفرصة لإعادة أحد    
الاختبارات، كما عقد درس مراجعة اختياري يوم الخميس قبل إعادة 
ن أداؤهم، والبعض الآخر  الاختبار لمن يرغب. بعض الطلاب تحسَّ

لم يتحسن، والجدول أدناه يبين ذلك. إذا اختير طالب عشوائيًّا، 
فأوجد:

لم يتح�صن تح�صن 
123ح�صر المراجعة 

46لم يح�صر المراجعة    

احتمال أن يكون قد تحسّن علمًا بأنه حضر المراجعة.  )a  

احتمال أنه لم يحضر المراجعة علمًا بأنه لم يتحسّن.  )b  

اختيار من متعدد: شارك 10 طلاب من الصف الأول الثانوي،    
وَ 12 طالبًا من الصف الثاني الثانوي في السحب على 5 جوائز. إذا 
كان السحب عشوائيًّا، فما احتمال أن يكون الرابحون 3 من الصف 

الأول الثانوي، وطالبين من الصف الثاني الثانوي؟

%0.46 تقريبًا  A  

%0.25 تقريبًا  B  

%70 تقريبًا  C  

%30 تقريبًا  D  

سُحبت كرتان معًا من صندوق يحتوي على 3 كرات زرقاء، وكرتين    
حمراوين. إذا كان المتغير العشوائي X يدل على عدد الكرات الزرقاء 

. X ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المسحوبة، فكوِّ

طق�س: أخبر الراصد الجوي أن احتمال سقوط المطر في كل يوم    
من الأيام السبعة القادمة %40 . أوجد احتمال أن يسقط المطر في 

يومين من هذه الأيام على الأقل.

حديقة: يخطط يعقوب لزرع 24 شجرة أزهار، إذا علمت أن    
البذور التي أحضرها لأزهار من اللونين الأبيض والأزرق، وأنها لم 
تزهر بعد، ولكنه يعلم أن احتمال الحصول على زهرة زرقاء 75% ، 

فما احتمال حصوله على 20 زهرة زرقاء على الأقل؟ 

اختبار الف�صل

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)
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النهايات والا�صتقاق
Limits and Differentiation 

در�اتُ تاقتلالا  مُعداا 
تاهغيّر.

تأَح�ابُ نتلالا د تل كثيرتا   ■

تاحد د  تاد تل تاق�ابية.
تأَجدُ مُعداا تاهغيّر   ■

تالحظية.
تأَجدُ م�اهنلا د تل كثيرتا   ■

تاحد د،  تأح�اب قيمتل.
تأجد تام�الحة تحت مقحقى   ■

دتاة بل�اهعمللِ تاهكلمل 
تامحدد.

تأجد تادتاة تاأ�الية،   ■

 تأ�اهعمل تاقظراة 
تاأ�ال�اية في تاهفل�ال 

 تاهكلمل في تإاجلد تاهكلمل 
تامحدد.

الاأفعوانية: اُعد تاياهنلا 
 �ايلة فلعلة  متمة عقد 

درت�اة مُعداا تاهغيّر غير 
تاثلبهة ، فلإذت ركبت تاأفعوتنية 
اومًل ، فلإن �ارعهك  ت�الرعك 
اهغيرتن بل�اهمرتر مع تازمن 

بلاعهملد على موقعك ، 
 �اهدر�س في هذت تاف�ال 

م�الئل تحهوي موتقف 
م�البتة.

قراءة �صابقة: ت�اهعمل 
تأ�ائلة تخهبلر مقه�اف 

تاف�ال؛ اه�العدك على توقّع 
محهوى تاق�اف تاأ ل من 

تاف�ال.
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مراجعة المفردات

  (limit)   النهاية
تاقهرتب من قيمة د ن تاو�اول تإايتل بلا�ار رة.

(asymptotes)    خطوط التقارب
خط انهرب من مقحقى تادتاة د ن تأن ا�اله.

y

xO

f(x) =   1_x



  (continuous function)   الدالة المت�صلة
تكون تادتاة مه�الة تإذت ام اكن في تمثيلتل تابيلني تأي تننطلع تأ  

قفزة.
y

O x

y = f (x)

. x f (x)

  (removable discontinuity)   عدم الات�صال القابل للإزالة
ننلط عدم تت�الل قلبلة الإزتاة تحدث غلابًل عقدمل اكون بين ب�اط 

 منلم تادتاة تاق�ابية عوتمل م�اهركة.

  (average rate of change)   متو�صط معدل التغير
مهو�اط معدل تاهغير بين ننطهين على مقحقى تادتاة f (x) هو ميل 

تام�اهنيم تاملر بتلتين تاقنطهين.

y

xO

y = f (x)

(x1, f (x1))

(x2 , f (x2))

x1 x2



استعمل التمثيل البياني لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني لكل دالة 
مما يأتي:

m(x) =   7 - 10x _ 
2x + 7

   )2  q(x) = -   2 _ x    )1  

�صناعة: يمكن تقدير معدل التكلفة بالريال لإنتاج x قطعة من   )3  

منتج ما باستعمال الدالة A(x) =   1700 _ x   + 1200 . صف سلوك 

الدالة باستعمال التمثيل البياني للحاسبة البيانية عندما تقترب x من 

موجب مالانهاية.

 ، f(x) = -2 x  3  - 5 x  2  + 6 أوجد متوسط مُعدّل تغيّر الدالة  )4  
على الفترة [1- ,4-] 

أوجد معادلات خطوط التقارب الرأسية والأفقية )إن وجدت( لكل دالة 
مما يأتي:

h(x) =   2 x  2  - 8 _ 
x - 10

   )6  f(x) =   4 x  2  _ 
2 x  2  + 1

   )5  

g(x) =    x  2  - 16 __  
(x - 2)(x + 4)

   )8  f(x) =   
(x - 1)(x + 5)

  __  
(x + 2)(x - 4)   )7  

أوجد الحدود الأربعة التالية في كل متتابعة مما يأتي:

5, -1, -7, -13, …  )10  8, 3, -2, -7, …  )9  

-28, -21, -14, -7, …  )12  5, -10, 20, -40, …  )11 

y

xO 8

8

-8

-8

-12

-12 12

12
y

xO
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ا تقدير النهايات بيانيًّ
Estimating Limits Graphically

لة في المسابقات الرياضية لا يمكن تجاوزها؟  هل هناك نهايات للأرقام المسجَّ
ل في دورة الألعاب المقامة في بكين عام 2008 م  لقد كان الرقم القياسي المسجَّ

 لمسابقة الوثب بالزانة m 5.05. ويمكن استعمال الدالة:
  __  f (x) =   5.334  لتقدير الرقم القياسي الذي تم تسجيله في 

1 + 62548.213  (2.7)  -0.129 x 
  

هذه الرياضة للأعوام بين 1996 م و2008 م ، حيث x عدد السنوات منذ عام 
1900 م ، يمكنك استعمال نهاية هذه الدالة عندما تقترب x من المالانهاية؛ للتنبؤ 

بأكبر رقم يمكن تسجيله.

تقدير النهايات عند قيم محددة: يتمحور علمُ التفاضلِ والتكاملِ حول مسألتين أساسيتين:
إيجاد معادلة مماس منحنى دالة عند نقطة واقعة عليه.  •

 .x إيجاد مساحة المنطقة الواقعة بين التمثيل البياني لدالة والمحور  • 
وتُعدُّ مفاهيم النهايات أساسية لحل هاتين المسألتين.

،L من قيمة وحيدة f(x) تعلمت سابقًا أنه إذا اقتربت قيم
كلما اقتربت قيم x من العدد c من كلا الجهتين ، فإن نهاية f(x) عندما 

. lim  x→c
  f(x) = L وتكتب على الصورة ، L هي c من x تقترب

يمكنك تطبيق مفهوم النهاية لتقدير نهاية f(x) عندما تقترب x من 
lim  x→c  ، وذلك من خلال تمثيل الدالة بيانيًّا، أو إنشاء 

  f(x) العدد c ؛ أي 
. f(x) جدولٍ لقيم

ز إجابتك باستعمال جدول قيمٍ.     lim   باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ
x→2

  (-3x + 1) ر قدِّ

 التحليل بيانيًّا: مثِّل الدالة الخطيةy = -3x+1   بيانيًّا باستعمال النقطتين (2- ,1) ,(1 ,0).
  يُبيّن التمثيل البياني للدالة f(x) = -3x + 1 ، أنه كلما اقتربت x من العدد 2 ،

فإن قيم f(x) المقابلة تقترب من العدد 5 - ؛ لذا فإن بإمكاننا تقدير أن :

.  lim  x→2
 (-3x + 1) = -5

ا: كوّن جدولًا لقيم f (x) ، وذلك باختيار قيم x القريبة من العدد  التعزيز عدديًّ
2 من كلا الجهتين.

x تنهرب من 2  x تنهرب من 2 
x 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1

f(x) -4.7 -4.97 -4.997 -5.003 -5.03 -5.3

يبيِّن نمط قيم f(x) أنه كلما اقتربت x من العدد 2 من اليمين أو من اليسار، فإن قيم f(x) تقترب من العدد 5- ، 
ز تحليلنا البياني.  وذلك يعزِّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ز إجابتك باستعمال جدول قيمٍ. ر كل نهاية مما يأتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ قدِّ

 lim  x→1
  ( x  2  - 1)  )1B    lim  x→-3

  (1 - 5x)  )1A 

در�اتُ تندار تاقتلالا 
اهحداد تت�الل تادتاة 
 �الوك طرفي تمثيلتل 
تابيلني. )متلرة �البنة(

ر نتلاة تادتاة عقد قيم  تأقدِّ  ■

محددة. 
ر نتلاة تادتاة عقد  تأقدِّ  ■

تاملانتلاة .

تاقتلاة من جتة  تحدة
one - sided limit

تاقتلاة من جتهين
two - sided limit

y

xO x1 x2 c x3 x4

y = f (x)
f(x1

)
f(x2

)
L

f(x3
)

f(x4
)

 lim  f (x) = L
x→c

1)تقدير النهاية )النهاية ت�ساوي قيمة الدالة

y

xO
f (x) = −3x + 1
2

−5

 ثابت بن قرة 
 (221هـ-288هـ(

من تأ تئل من فكر ت بعلم تاهفل�ال 
 تاهكلمل، حيث تأ جد حجم تاج�ام 

تاقلتج عن د رتن تانطع تامكلفئ 
حول محوره.
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lim  x→2  هي نفسها f(2) ، إلا أن نهاية الدالة لا تساوي دائمًا قيمة الدالة.
  (-3x + 1) في المثال 1 ، لاحظ أن

ز إجابتك باستعمال جدولِ قيم.     lim    باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ
x→3

     x  2  - 9 _ 
x - 3

ر    قدِّ

التحليل بيانيًّا:
R-{3} مجال الدالة

 _ f(x) =    x  2  - 9   المجاور، أنه كلما اقتربت x من 
x - 3

يُبيِّن التمثيل البياني للدالة   
 العدد 3 ، فإن قيمة f (x) المقابلة لها تقترب من العدد 6 ؛ لذا فإن بإمكاننا تقدير أن:

  lim  x→3
     x  2  - 9 _ 

x - 3
   =  6

ا: التعزيز عدديًّ
كوّن جدولًا لقيم  f(x) ، وذلك باختيار قيم x القريبة من العدد 3 من كلا الجهتين.

x تنهرب من 3  x تنهرب من 3 

x 2.9 2.99 2.999 3 3.001 3.01 3.1

f(x) 5.9 5.99 5.999 6.001 6.01 6.1

ز تحليلنا  يُبيّن نمط قيم f (x)  ، أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 3 ، فإن قيم f (x)  تقترب من العدد 6 ، وذلك يعزِّ
البياني.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ز إجابتك من خلال جدول قيم. ر كل نهاية مما يأتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ قدِّ

 lim  x→5
     x  2  - 4x - 5 _ 

x - 5
   )2B    lim  x→-2

    x + 2 _ 
 x  2  - 4

   )2A 

 . f (3) ≠ 6 من العدد 3، على الرغم من أن x تقترب من العدد 6 عند اقتراب قيم f(x) في المثال 2 ، لاحظ أن قيم 
ا في النهايات. ح مفهومًا مهمًّ  _ x  2  - 9    غير معرّفة عندما x = 3. وهذه الملاحظة توضِّ

x - 3
فالعبارة   

.c على قيمة تادتاة عقد c من تاعدد x عقدمل تنهرب f (x) ا تعهمد نتلاة التعبير اللفظي: 
y

O x

L

c

y = h(x)
 y

O x

L

c

n y = g(x)
 y

O x

L

c

y = f(x)
الأمثلة: 

 lim  x→c
  h(x) = L   lim  x→c

  g(x) = L   lim  x→c
  f(x) = L  

h(c) = L  g(c) = n f(c) غير معرفة   

إن النهاية عند عدد لا تعني قيمة الدالة عند ذلك العدد، وإنما قيمة الدالة عندما تقترب x من ذلك العدد.

2)تقدير النهاية )النهاية ل ت�ساوي قيمة الدالة 
 جداول 

اإن�الء جد ل بل�اهعملل 
تاحل�ابة تابيلنية 

TI - nspire ، تأدخل تادتاة 
تإاى تاحل�ابة بل�اهعملل قلئمة 

 ، ثم تخهيلر تاجد ل 
بلا�اغط على  . ثم تكهب 

قيم x الاقهرتب من قيمة 
محددة .

y

xO 3

6

f(x) =   x
2 - 9

x- 3

عدم اعتماد النهاية على قيمة الدالة عند نقطة
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 c من x عندما تقترب f(x) ر النهاية باستعمال التمثيل البياني أو جدول القيم ، فإننا نبحث عن قيمة لاحظ أننا عندما نقدِّ
من كلا الجهتين. ويمكننا إيجاز وصف سلوك التمثيل البياني عن يمين عدد أو عن يساره بمفردة النهاية من جهةٍ واحدة.

النهاية من الي�سار
تإذت تقهربت قيم f (x)  من قيمة  حيدة  L  2  ، عقد 

تقهرتب قيم x من تاعدد c من تاي�الر، فلإن:

 -  lim  x→ c   ،  تُنرتأ :
  f(x) =  L  2 

 L  2  من تاي�الر هي c من x عقدمل تنهرب f(x) نتلاة

النهاية من اليمين
تإذت تقهربت قيم f (x)  من قيمة  حيدة  L  1  ، عقد 

تقهرتب قيم x من تاعدد c من تايمين، فلإن:

  lim   ،  تنرتأ:
x→ c  + 

  f(x) =  L  1 

L  1   من تايمين هي c من x عقدمل تنهرب f(x) نتلاة

يمكننا باستعمال هذين التعريفين إيجاز ما تعنيه مفردة النهاية من جهتين ، وما يعنيه كونها موجودة.

تكون نتلاة f (x)  موجودة عقدمل تنهرب x من c ، تإذت  فنط تإذت كلنت تاقتلاهلن من تايمين  تاي�الر 
موجودتين  مه�ال اهين، تأي تأنه:

،   lim  x→ c  - 
  f(x) =   lim  

x→ c  + 
  f(x) = L

lim  x→c
  f(x) = L  تإذت  فنط تإذت كلن

ر إن أمكن كلاًّ من النهايات الآتية باستعمال التمثيل البياني للدالة: قدِّ

  lim  x→ 0  - 
    
|2x|

 _ x  ,   lim  
x→ 0  + 

    
|2x|

 _ x  ,  lim  x→0
   
|2x|

 _ x   )a  

   = f (x)  أن:
|2x|

 _ x    يُبيّن التمثيل البياني للدالة   

  lim  x→ 0  - 
    
|2x|

 _ x   = -2  ,     lim  
x→ 0  + 

    
|2x|

 _ x   = 2   

وبما أن النهايتين من اليسار واليمين غير متساويتين ، فإن     

lim  x→0   غير موجودة.
    
|2x|

 _ x  

g(x) =   
⎧
 
 
 ⎨   ⎩
 4 , x ≠ - 3

-2 , x = - 3
 -  lim  x→- 3   ، حيث   

  g(x) ,   lim  
x→- 3  + 

  g(x) ,   lim  x→-3
  g(x)  )b  

يُبيّن التمثيل البياني للدالة g(x)  أن:   

  lim  x→- 3  - 
  g(x) = 4   ,    lim  

x→- 3  + 
  g(x) = 4   

lim  x→-3    موجودة 
  g(x) وبما أن النهايتين من اليسار ومن اليمين متساويتان ، فإن   

وتساوي 4.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ر إن أمكن كلاًّ من النهايات الآتية إذا كانت موجودة: قدِّ

 -  lim  x→- 2   ، حيث:
  g(x),   lim  

x→- 2  + 
  g(x) ,   lim  x→-2

  g(x)  )3B  -  lim  x→ 1   ، حيث: 
  f(x) ,   lim  

x→ 1  + 
  f(x) ,  lim  x→1

  f(x)  )3A 

g(x) =  
⎧
 
 
 ⎨   

⎩
  
 -0.5x + 2 , x < - 2

- x  2  , x ≥ - 2
  f(x) =  

⎧
 
 
 ⎨   

⎩
  

x  3  + 2  , x < 1
2x + 1 , x ≥ 1

  

النهايات من جهة واحدة 
النهاية من اليمين والنهاية 

 من الي�سار للدالة 
امقلق�اة تاقتلاة من تايمين 
ادتاة عقد c اجب تأن ن�امن 
 c تأن تادتاة معرّفة على امين

 (c, b).على فهرة 
 امقلق�اة تاقتلاة من تاي�الر 
ادتاة عقد c اجب تأن ن�امن 
 c تأن تادتاة معرّفة على ا�الر

.(a, c) على فهرة

النهاية عند نقطة

3تقدير النهاية من جهة واحدة ومن جهتين


   و�سف النهاية

اإذا كانت النهايتان من 
الي�سار ومن اليمين غير 

مت�ساويتين، فاإننا نقول: اإن 
النهاية غير موجودة.

y

xO

f (x) =   
2 x_

x

y

xO−3

y = g(x)
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إن عدم مقدرتنا على إيجاد قيمة نهاية للدالة  f  كعدد حقيقي عند الاقتراب من نقطة ثابتة ليس ناتجًا بالضرورة عن عدم 
تساوي النهايتين من اليسار واليمين؛ إذ من الممكن أن تزداد قيم f(x)  بشكلٍ غير محدود عند اقتراب قيم x من c ، وفي 
هذه الحالة نشير إلى النهاية بالرمز ∞ ، أما إذا تناقصت قيم f(x)  بشكلٍ غير محدود عند اقتراب قيم x من c ، فإننا نشير 

إلى النهاية بالرمز ∞-.

ر -إن أمكن- كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة:  قدِّ

 lim  x→4
    1 _ 
 (x - 4) 2 

   )a  

 _ f(x) =   1  المجاور أن :
 (x - 4) 2 

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة     التحليل بيانيًّ   

   lim  x→ 4  - 
    1 _ 
 (x - 4) 2 

   = ∞  ,    lim  
x→ 4  + 

    1 _ 
 (x - 4) 2 

   = ∞   

فكلما اقتربت قيم x من العدد 4 ، ازدادت قيم f(x)  بشكل غير محدود،     

 وبما أن كلاًّ من النهايتين من اليسار ومن اليمين∞ . لذا فإن
lim  x→4    لا تساوي عددًا حقيقيًّا، إلا أنه وبسبب كون كلتا 

    1 _ 
 (x - 4) 2 

    
.  lim  x→4

    1 _ 
 (x - 4) 2 

النهايتين ∞ ، فإننا نصف سلوك f (x)  عند العدد 4 بكتابة ∞ =    
ا: التعزيز عدديًّ   

x تنهرب من 4  x تنهرب من 4 

x 3.9 3.99 3.999 4 4.001 4.01 4.1

f(x) 100 10000 1000000 1000000 10000 100

يُبيّن نمط قيم f(x) أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 4 من اليسار أو من اليمين ، فإن قيم f(x) تزداد بشكل غير    
ز تحليلنا البياني. محدود، وذلك يعزِّ

 lim  x→0
    1 _ x   )b  

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة    f(x) =   1 _ x  المجاور أن: التحليل بيانيًّ   

  lim  x→ 0  - 
    1 _ x   = -∞  ,    lim  

x→ 0  + 
    1 _ x   = ∞   

فكلما اقتربت قيم x من العدد 0 من اليسار ، قلَّت قيم f(x)  بشكل غير    

 محدود، في حين تزداد قيم f(x)  كلما اقتربت قيم x من العدد 0 من اليمين.
lim  x→0 غير 

    1 _ x    إن كلتا النهايتين من اليسار واليمين غير متساويتين. لذا فإن
موجودة ، لذلك لا يمكننا وصف سلوك الدالة عندما  x = 0 بعبارة واحدة ، بمعنى أنه لا يمكن أن 

  lim ، وذلك بسبب سلوك الدالة غير المحدود من اليمين واليسار .
x→ 0    

    1 _ x   = ∞    نكتب
ا:  التعزيز عدديًّ   

x تنهرب من 0  x تنهرب من 0 

x -0.1 -0.01 -0.001 0 0.001 0.01 0.1

f(x) -10 -100 -1000 1000 100 10

يُبيّن نمط قيم f(x)  أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 0 من اليسار أو من اليمين ، فإن قيمf(x)  إما أن تنقص أو    
تزداد بشكل غير محدود، وذلك يعزز تحليلنا البياني.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ر -إن أمكن- كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة:   قدِّ

   lim  x→0
  -   2 _ 

 x  4 
   )4B   lim  x→3

     x  2  - 4 _ 
x  - 3

    )4A 
   


 ال�سلوك غير المحدود 
 f(x) تعقي زالدة تأ  نن�الن

ب�اورة غير محد دة عقدمل 
x → c ، تأنه بلخهيلر قيمة 
اـ x قرابة من c بلاندر 
تاذي نراد، فلإنه امكققل 

تاح�اول على قيمة كبيرة 
اِـ |f(x)|بلاندر تاذي نراد، 
 c قرابة من x كلمل كلنت 

كلنت |f(x)| تأكبر.

4النهايات وال�سلوك غير المحدود

y

xO

f (x) = 1_
(x- 4)  2

4

y

xO

f (x) = 1_
x


 النهايات غير المحدودة 
من تا�ار ري تأن نفتم تأن 

 تاعبلرتين 
  lim  x→ 0  - 

  f(x) = -∞ , 

  lim  
x→ 0  + 

  f(x) = ∞   

همل فنط  �اف الحلاة تاهي 
  lim  
x→ 0    

  f(x) ب�اببتل 

غير موجودة ، تإذ ا امثل 
تارمزتن∞    ∞- عددان 

حنينيين.
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.c من العدد x بين قيمتين مختلفتين باقتراب قيم  f(x) لا تكون النهاية موجودة أيضًا عندما تتذبذب قيم

lim  x→0  إذا كانت موجودة.
  cos   1 _ x   ر قدِّ

يُبيِّن التمثيل البياني للدالة   f(x) = cos   1 _ x  المجاور أن قيم f(x)  تتذبذبُ 
بشكل مستمر بين العددين 1 - ، 1 كلما اقتربت قيم x من العدد 0 ، مما يعني 

أنه لأي قيمة  x  1   قريبة من الصفر ، بحيث f ( x  1 ) = 1  ، يمكنك إيجاد قيمة 
ا من الصفر مثل  x  2  ، بحيث f ( x  2 ) = -1  ، وبالمثل لأي قيمة قريبة  قريبة جدًّ

ا  من الصفر  x  3  ، بحيث f ( x  3 ) = -1 ، يمكنك إيجاد قيمة مثل  x  4  قريبة جدًّ
.f ( x  4 ) = 1 من الصفر، بحيث

lim  x→0  غير موجودة.
  cos   1 _ x   أي أن

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: قدِّ

 lim  x→0
  ( x  2  sin x)  )5B   lim  x→0

  sin   1 _ x   )5A 

نلخّص فيما يأتي أهم ثلاثة أسباب تجعل نهاية الدالة عند نقطة غير موجودة.

  lim   غير موجودة في تاحلاا تاآتية:
 x→ c    

  f(x) تكون
عقدمل تنهرب قيم f(x) من قيمهين مخهلفهين عقد تقهرتب قيم x من تاعدد c من تاي�الر  من تايمين.  •

عقدمل تزدتد قيم f(x)  ب�اكلٍ غير محد د عقد تقهرتب قيم x من تاعدد c من تاي�الر  تهقلق�ص قيمتل   •
ب�اكل غير محد د عقد تقهرتب x من تاعدد c من تايمين، تأ  تاعك�ص.

. c من تاعدد x بين قيمهين مخهلفهين عقد تقهرتب قيم  f(x) عقدمل تهذبذب قيم  •

تقدير النهاية عند المالنهاية: درست فيما سبق استعمال النهايات لوصف سلوك f(x) عندما تقترب قيم x من 
عدد ثابت c ، و تستعمل النهايات أيضًا لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني للدالة . وهو سلوك الدالة عند ازدياد أو 

نقصان قيم x بشكل غير محدود. وفيما يأتي ملخّص لرموز هذه النهايات.

تإذت تقهربت قيم f(x) من عدد  حيد  L  1  عقد تزدالد قيم x ب�اكلٍ غير محد د، فلإن:  • 
»  L  1  من موجب ملانتلاة هي x عقدمل تنهرب قيم f(x) تُنرتأ » نتلاة  ،   lim  x→∞

  f(x) =  L  1 

تإذت تقهربت قيم f(x) من عدد  حيد  L  2  عقد نن�الن قيم x ب�اكلٍ غير محد د، فلإن:  • 
»  L  2  من �الاب ملانتلاة هي x عقدمل تنهرب قيم f(x) تُنرتأ » نتلاة  ،   lim  x→-∞

  f(x) =  L  2 

درست سابقًا أنه إذا اقتربت قيم الدالة من ∞ أو∞- عند اقتراب قيم x من عدد ثابت c ، فإن ذلك يعني وجود خط 
تقارب رأسي للدالة، كما درست أن خط التقارب الأفقي يحدث عندما تقترب قيم الدالة من عدد حقيقي كلما اقتربت 

قيم x من ∞ أو∞- ، بمعنى:
  lim   أو كليهما.

x→ c  + 
  f(x) = ±∞  أو   lim  x→ c  - 

  f(x) = ±∞ إذا كانت ،  f  هو خط تقارب رأسي للدالة x = c المستقيم  •

  lim  x→∞
  f(x) = c أو    lim  x→-∞

  f(x) = c إذا كانت ،  f  هو خط تقارب أفقي للدالة y = c المستقيم  •


 التذبذب اللانهائي 

خل�اية تهبع تام�الر في 
تاحل�ابة تابيلنية تفيد 

غلابًل في توقع قيمة تاقتلاة 
الدتاة، تإا تأنه ا امكقك 

تاعهملد عليتل دتئمًل. فتي 
تعهمد على عدد محد د من 
تاقنلط في تمثيل تامقحقى، 

كمل في تامثلل 5 تامبيَّن 
 تمثيله تأدنله .

[-0.25, 0.25] scl: 0.05 by 
[-1.5, 1.5] scl: 1

فلاهمثيل بلاحل�ابة تابيلنية 
ام اظتر تأن الدتاة عددًت ا 

نتلئيقل في تاهذبذبلا بلانرب 
من تا�افر.

5النهايات وال�سلوك التذبذبي

y

x

f (x) = cos   1_x

O-1 1

-1

1

اأ�سباب عدم وجود نهاية عند نقطة

النهايات عند المالنهاية
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ر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: قدِّ

  lim  x→∞
    1 _ x   )a  

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة   f(x) =   1 _ x  المجاور أن التحليل بيانيًّ   

∞→lim  x   ، فكلما زادت قيم x ، اقتربت قيم f(x)  من العدد 0. 
    1 _ x   = 0

ا: التعزيز عدديًّ   

x تنهرب من ∞ 

x 10 100 1000 10000 100000

f(x) 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001

يُبيّن نمط قيم f(x)  أنه كلما زادت قيم x ، فإن قيم f(x)  تقترب من العدد 0.   

  lim  x→-∞
   (-   3 _ 

 x  2 
   + 2)  )b  

 _ f(x) = -   3  المجاور أن
 x  2 

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة 2 +    التحليل بيانيًّ    

∞-→lim  x   ، فكلما قلَّت قيم x ، اقتربت قيم f(x)  من العدد 2. 
   (-   3 _ 

 x  2 
   + 2) = 2 

ا: التعزيز عدديًّ   

x تنهرب من ∞- 

x -10000 -1000 -100 -10

f(x) 1.99999997 1.999997 1.9997 1.97

يُبيّن نمط قيم f (x)  أنه كلما قلَّت قيم x ، فإن قيم f(x) تقترب من العدد  2.    

  lim  x→-∞
   (2.7)  x  sin 3πx ,   lim  x→∞

   (2.7)  x  sin 3πx  )c  

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة التحليل بيانيًّ   

f(x) =  ( 2.7 )  x  sin 3πx  المجاور أن:   

 ، x فكلما قلَّت قيم ،   lim  x→-∞
   (2.7)  x  sin 3πx = 0    

تذبذبت قيم f(x)  مقتربة من العدد 0 .
∞→lim  x  غير موجودة ، فكلما 

   (2.7)  x  sin 3πx في حين يبيّن التمثيل البياني أن      
ازدادت قيم x ، تذبذبت قيم f(x) متباعدةً.

ا: التعزيز عدديًّ   

   
x تنهرب من ∞-  x تنهرب من ∞ 

x -17.1 -10.8 -10.1 0 10.1 50.1 99.1

f(x) 3.4 × 1 0  -8 -0.00002 -0.00004 0 1.8 × 1 0  4 3.3 × 1 0  21 -4.5 × 1 0  42 

  f(x) تقترب من العدد 0 ، في حين تتذبذب قيم f(x) فإن قيم ، x أنه كلما قلَّت قيم f(x) يتضح من نمط قيم   
.x متباعدة كلما زادت قيم

6تقدير النهاية عند المالنهاية

y

x
y = 0

f(x) =   1_x

O


 خطوط التقارب 

 6a ت�اير تاقتلاة في تامثلل
 تإاى  جود خط تنلرب تأفني 
y = 0 ،  ت�اير تاقتلاة في 

مثلل 6b تإاى  جود خط 
.y = 2 تنلرب تأفني

y

xO

y = 2

f(x) =   3_x2 + 2-

y

f(x) = (2.7)x sin 3 xπ

xxO


 ال�سلوك المتذبذب 

تإن تاهذبذب تالانتلئي الدتاة 
ا اعقي بلا�ار رة عدم 

 جود تاقتلاة عقدمل تنهرب 
x من ∞  تأ  ∞- . فلإذت 
كلن تاهذبذب بين قيمهين 
مخهلفهين، فلاقتلاة غير 

موجودة، تأمل تإذت كلن تاهذبذب 
مهنلربًل نحو عدد معين، 

فلاقتلاة موجودة.
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: قدِّ

  lim  x→∞
  sin x  )6C    lim  x→-∞

  5   x  )6B    lim  x→∞
   (  1 _ 

 x  4 
   - 3)  )6A 

يمكنك استعمال التمثيل البياني أو جدول قيم لتقدير النهايات عند المالانهاية في كثير من المواقف الحياتية.

هيدروليك: تستعمل نوابض لإغلاق الأبواب الثقيلة، وآلية هيدروليكية   )a  
 _ π   ثم تُركَ لتغلقه النوابض، 

4
للتحكم في سرعة حركتها، إذا فُتح باب بزاوية   

θ(t) تمثِّل زاوية فتحته θ بعد t ثانية.  =   π _ 
4
   (1 + 2t)( 2.7)  -2t   فإن الدالة

ر معناها إذا كانت موجودة. ∞→lim  t، وفسِّ
 θ(t)    ر قدِّ

ر النهاية: قدِّ   

 _ θ(t) =   π بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. 
4
   (1 + 2t) (2.7)  -2t  مَثِّل الدالة    

 لاحظ أنه كلما زادت قيم t ، فإن قيم الدالة θ (t) تقترب من العدد 0. 
.lim  t→∞

  θ(t) = 0 أي أن   

ر النتيجة: فسِّ   

إن قيمة النهاية 0 في هذه المسألة، تعني أن الزاوية التي يصنعها الباب مع    
 وضع الإغلاق مع مرور الزمن 

هي 0 درجة بالراديان. بمعنى أنه بعد مرور زمن أطول ، فإن الباب سيقترب من وضع الإغلاق التام.

دواء: يُعطى تركيز دواء في دم مريض بوحدة ملجرام لكل مللتر بالعلاقة  C(t) = t  2  -0.18t ، حيث t الزمن   )b  
ر معناها إذا كانت موجودة. ∞→lim  t   ، وفسِّ

  C(t) ر بالساعات بعد حقن المريض. قدِّ

ر النهاية: قدِّ   

مَثِّل الدالة  C(t) = t 2  -0.18t بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. يتضح من    
التمثيل البياني أنه كلما زادت قيمة t فإن منحنى الدالة يقترب من 0، أي 

.   lim  t→∞
  C(t) = 0 أن

ر النتيجة: فسِّ   

إن قيمة النهاية هي 0 ، وتعني في هذه المسألة أنه مع مرور الزمن، فإن    
واء سيصبح قريبًا من الصفر في دم المريض. تركيز الدَّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

 t حيث ، V(t) = 165 sin 120πt كهرباء: يزوّد مقبس في منطقة ما بفرق جهد كهربائي يُعطى بالعلاقة  )7A 
ر معناها. ∞→lim  t  إذا كانت موجودة، وفسِّ

  V(t)    ر الزمن بالثواني. قدِّ

 t اأحياء: عند وضع عدد من ذبابات الفاكهة في وعاء يحوي حليبًا وفاكهةً وخميرةً فإن عدد الذبابات بعد  )7B 

ر معناها. ∞→lim  t    إذا كانت موجودة، وفسِّ
  P(t) ر   __ P(t) =   230  ، قدِّ

1 + 56.5 (2.7)  -0.37t 
يوم يُعطى بالعلاقة   

77تقدير النهاية عند المالنهاية

θ





تاأنظمة تاتيدر ايكية هي تأحد تأنظمة 
ننل تاندرة تاهي ت�اهعمل طلقة تا�اوتئل 

انيلدة تأ  تحراك تاأجزتء تامهحركة 
في تاقظلم تاتيدر ايكي.  ت�اهعمل في 

تاعداد من تامجلاا،  مقتل فرتمل 
تا�ايلرتا  تاأبوتب تاثنيلة  غيرهل.

[-1, 3] scl: 0.5 by [-0.1, 0.9] scl: 0.1


 ا�ستعمل الآلة الحا�سبة 
الو�اول تإاى ياكل مقل�اب 

الهمثيل تابيلني الدتاة 
في تاآاة تاحل�ابة، امكقك 

ت�اهعملل بع�ص ميزتا تاآاة.

  ،  بدءًت من مفهلح 
امكقك ت�اهعملل خل�اية 

 
 تخهيلر 

 ؛ 
اهحداد مدى تانيم  طول 

 x, فهرة تاهدراج اكلٍّ من
y ، كذاك امكن تخهيلر 

  ،  

 
اه�اغير  تكبير تاهمثيل 

تابيلني، حهى امكن تاح�اول 
 علي ياكلٍ مقل�ابٍ الدتاة.

كمل امكن ت�اهعملل خل�اية 

 اههبع 
قيم تادتاة؛ ممل ا�العد 

على تاهو�ال اهندار قيمة 
تاقتلاة.

[-1, 50] scl: 2 by [-0.5, 3.5] scl: 0.5
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ز إجابتك باستعمال  ر كل نهاية مما يأتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ قدِّ

جدول قيمٍ. إرشاد:" يمكنك استعمال الآلة البيانية للتمثيل 
البياني". )تامثلان 2 ,1(

 lim  x→2 
  (  1 _ 

2
    x  5  - 2 x  3  + 3 x  2 )  2)   lim  x→5 

 (4x - 10)  1)  

  lim  x→-2
     x  3  + 8 _ 
 x  2  - 4

   4)    lim  x→-2
 ( x  2  + 2x - 15)  3)  

 lim  x→4
    x - 4 _ 
  √  x   - 2

   6)   lim  x→0 
 [5 (co s  2  x - cos x)]  5)  

  lim  x→-5
     x  2  + x - 20 _ x + 5   8)   lim  x→6 

 (x + sin x)  7)  

ر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: )مثلل 3( قدِّ

  lim  x→ 0  - 
    
|4x|

 _ x   10)    lim  
x→ 0  + 

    sin x - x _ x   9)  

   lim  x→ 3  - 
     x  2  - 5x + 6 _ 

x - 3
   12)   lim  x→0

    2 x  2  _ 
|x|

   11)  

  lim  x→-2
     x  2  + 5x + 6 _ 

|x + 2|
   14)    lim  

x→-   1 _ 
2
    
-

 
    
|2x + 1|

 _ x   13)  

 lim  x→5
     x  2  - 25 _ 

x - 5
   16)    lim  x→ 0  - 

  (  √  -x   - 7)  15)  

  lim  x→-1
    
|x + 1|

 _ 
 x  2  - 1

   18)    lim  x→0
    
|3x|

 _ 
2x

   17)  

 lim  x→0
   f(x)  , f(x) = x - 5 , x < 0 

 x  2  + 5 , x ≥ 0
  
⎧
 
 
 ⎨   

⎩
  19)  

 lim  x→0
   f(x)  , f(x) = 

- x  2  + 2 , x < 0

  2x _ x    , x ≥ 0 
  
⎧
 
 
 ⎨   

⎩
  20)  

استعمل التمثيل البياني لتقدير كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة:   
)تاأمثلة 4 -1(

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

g(x)

 

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

f(x)

  
 lim  x→4 

 g(x)  22)    lim  x→-4
  f(x)  21)  

  lim  x→-6
  g(x)  24)   lim  x→4 

 f(x)  23)  

ر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: )تاأمثلة 6 – 4( قدِّ

 lim  x→4
    

|x|
 _ x - 4   26)    lim  x→-4

    -17 __ 
 x  2  + 8x + 16

   25)  

 lim  x→6
    5 _ 
(x - 6 )  2 

   28)    lim  x→5
      x  2  __  

 x  2  - 10x + 25
   27)  

  lim  x→∞
     x  2  + x - 22 _ 

4 x  3  - 13
   30)    lim  x→-∞

 ( x  5 -7 x  4  -4x + 1)  29)  

  lim  x→-∞
     3  x  +  3  -x  _ 
 3  x  -  3  -x 

   32)    lim  x→∞
  x cos x  31)  

 lim  x→0
   x  2  cos   1 _ x   34)   lim  x→0

    
sin |x|

 _ 
x
   33)  

دواء: تم توزيع لقاح للحدِّ من عدوى مرض ما. ويُبيّن التمثيل   35)  
البياني أدناه عدد الحالات المصابة بالمرض بعد w أسبوع من توزيع 

اللقاح. )مثلل 7(









0

200

400


2 4 6 8

f  (w)

w

 

.   lim  w→3
  f(w) ،   lim  w→1

  f(w) استعمل التمثيل البياني لتقدير  )a  

∞→lim  w   إذا كانت موجودة، 
  f(w) استعمل التمثيل البياني لتقدير  )b  

ر النتيجة. وفسِّ

ر عدد مشاهدي أحد البرامج التلفزيونية  برامج تلفزيونية: يُقدَّ  36)  
اليومية بالدالة f(d) = 12(1.25012 )  d  - 12، حيث d رقم اليوم منذ 

أول يوم للبرنامج. )مثلل 7(

.0 ≤ d ≤ 20 بيانيًّا في الفترة f(d) مَثِّل الدالة  )a  

ما عدد مشاهدي البرنامج في اليوم: الخامس، العاشر ،   )b  
العشرين، بعد شهرين) d = 60 (؟

ر النتيجة. ∞→lim  d   إذا كانت موجودة، وفسِّ
  f(d) ر قدِّ  )c  

ب مادة سامة من أنبوب غاز تحت الأرض كما في  كيمياء: تتسرَّ  37)  
الشكل أدناه. ويعبَّر عن المسافة الأفقية بالأمتار التي تقطعها المادة 

بة بالدالة d(t) = 2000(0.7 )  t - 1 , t ≥ 1 ، حيث t عدد  المتسرِّ
ب. )مثلل 7( السنوات منذ بدء التسرُّ

2000 m
1 2  3 

1400 m 980 m

.1 ≤ t ≤ 15 مَثِّل باستعمال الآلة البيانية الدالة بيانيًّا في الفترة  )a  

استعمل التمثيل البياني وخاصية تتبع المسار في الحاسبة البيانية   )b  
 .t = 5, 10, 15 عندما d  لإيجاد قيم

.  lim  t→∞
  d(t)  استعمل التمثيل البياني لتقدير  )c  

بة لمستشفى يقع على  هل من الممكن أن تصل المادة المتسرِّ  )d  
ر أن مجموع المتسلسلة  بُعد m 7000 من موقع التسريب؟ تذكَّ

.   a  1 
 _ 

1 - r
الهندسية غير المنتهية هو    
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ر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: للدالة الممثَّلة بيانيًّا أدناه، قدِّ

  lim  x→ 0  - 
   f(x)  38)  

  lim  
x→ 0  + 

   f(x)  39)  

 lim  x→0
   f(x)  40)  

  lim  x→ 2  - 
   f(x)  41)  

  lim  
x→ 2  + 

   f(x)  42)  

 lim  x→1
   f(x)  43)  

د ما إذا كانت النهاية موجودة أو غير موجودة في  حا�سبة بيانية: حدِّ
كل مما يأتي. وإذا لم تكن موجودة، فصف التمثيل البياني للدالة عند 

نقطة النهاية:

 lim  x→2
     x  2  + x _ 
 x  2  - x - 2

   45)   lim  x→1
     x  2  - 1 _ 
 x  2  - 2x + 1

   44)  

  lim  x→-5
    
|x + 5|

 _ 
x + 5

   47)    lim  x→0
  3 cos   π _ x   46)  


اكت�سف الخطاأ: قال علي: إن نهاية الدالة الممثَّلة بيانيًّا في الشكل   48)  
أدناه عندما تقترب x من 6- هي 4- . في حين قال محمد: إنها 3. 

ر إجابتك. هل أي منهما إجابته صحيحة؟ برِّ
y

xO

8

4

−8

−4

−4−8 4 8

f(x)

   lim  x→0
   f(x) بحيث تكون ، f(x) م�ساألة مفتوحة: أعطِ مثالً على  49)  

موجودة، و f(0)  غير معرفة ، ومثالً على دالة أخرى g(x) ، بحيث 
lim  x→0  غير موجودة.

  g(x) معرفة، ولكن g(0) تكون

ر كلًّ من  _ f(x) =    x  2  + 1 . فقدِّ
x - 1

    , g(x) =   x + 1 _ 
 x  2  - 4

: إذا كان    تحدٍّ  50)   

lim  x→1  . وإذا كانت h(x), j(x) كثيرتي حدود بحيث: 
  f(x) ,  lim  x→2

 g(x)

lim  x→a     ؟
   
j(x)

 _ 
h(x)

 h(a) = 0 , j(a) ≠ 0 ، فماذا يمكنك القول عن  

ر إجابتك. برِّ

د ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمًا أو صحيحة  تبرير: حَدِّ  51)  
ر إجابتك. أحيانًا أو غير صحيحة أبدًا. برِّ

. lim  x→c
  f(x) = L فإن ، f(c) = L إذا كان

م�ساألة مفتوحة: مَثِّل بيانيًّا دالة تحقق كلًّ مما يأتي:   52)   
lim  x→2  غير موجودة.

  f(x) و ،  lim  x→0
  f(x) = -3 , f(0) = 2, f(2) = 5

ر كلًّ من النهايات الآتية للدالة f إذا كانت موجودة: : قدِّ تحدٍّ  53)  

 f(x) =  

 ⎧       ⎪ 

 
 
 ⎨   

 ⎪       ⎩ 

   

2x + 4 , x < -1
-1 , -1 ≤ x ≤ 0
 x  2  , 1 < x ≤ 2
x - 3 , x > 2 

  

  lim  
x→ 2  + 

   f(x)  )c   lim  x→0
   f(x)  )b   lim  x→-1

   f(x)  )a  

اكتب:  من خلل ما لحظته في حل التمارين، وضّح طريقتك   54)  
لتقدير نهاية دالة متصلة.


أثبت صحة المتطابقة.  )متلرة �البنة(  55)  

sin θ  (  1 _ 
sin θ

   -   cos θ _ 
cot θ

  )  =  cos  2  θ   

ر إجابتك  د ما إذا كانت الدالة الآتية متصلة عند قيم x المعطاة. برِّ حدِّ  56)  

د نوع  باستعمال اختبار التصال، وإذا كانت الدالة غير متصلة، فحدِّ
h(x) =   x

2-25 _ 
x+5

 عدم التصال: ل نهائي، قفزي، قابل للإزالة     
)متلرة �البنة(

f(x) في الفترة =   √  x - 6     أوجد متوسط مُعدّل تغير  57)   

]16 ,8]. )متلرة �البنة(

أوجد قياس الزاوية θ بين المتجهين u, v في كلٍّ مما يأتي: )تادر�س 1-5(

u = 〈2, 9, -2〉, v = 〈-4, 7, 6〉  58)  
m = 3i - 5j + 6k , n = -7i + 8j + 9k  59)  



باستعمال التمثيل البياني للدالة y = f(x) أدناه،  60)   
lim  x→0  )إن وجدت(؟

  f(x) ما قيمة

y

xO

f(x)

3  C  0  A  

النهاية غير موجودة  D  1  B  

 _ g(x) =   1 وكانت العبارات:
 x  2 

إذا كانت      61)  

نقطة عدم اتصال ل نهائي.  I  

نقطة عدم اتصال قفزي.  II  

نقطة عدم اتصال قابل للإزالة.  III  

 فأيٌّ مما يأتي يصف التمثيل البياني لمنحنى الدالة (g)x؟
II فقط  C I فقط  A  

I و II فقط  D I , III فقط   B  

y

x

f(x)

O
−1
−2

1 2 3
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ا ح�ساب النهايات جبريًّ
Evaluating Limits Algebraically

 __  d(x) =    152 x  -0.45  + 85؛ 
4 x  -0.45  + 10

 إذا أُعطيت اتساع البؤبؤ بالملمترات لعين حيوان بالعلاقة   

 ،(lux) الاستضاءة الساقطة على البؤبؤ مقيسة بوحدة اللوكس x حيث 
 فإنه يمكنك استعمال النهاية عندما تقترب x من 0 أو ∞ لإيجاد اتساع البؤبؤ 

ها الأدنى أو الأعلى. عندما تكون الاستضاءة في حدِّ

ح�ساب النهاية عند نقطة: تعلمتَ في الدرس 1- 4 تقدير النهايات بيانيًّا، 
وباستعمال جداول قيم . وستكتشف في هذا الدرس طرائق جبرية لحساب 

النهايات.

نهايات الدوال الثابتة
ناحاة ج دج ة ج ثحبتة عتد جأي نقطة c هي ج قيمة ج ثحبتة  لدج ة. التعبير اللفظي: 

  lim    
x→c

   k = k الرموز: 

نهايات الدالة المحايدة
. c هي c ناحاة ج دج ة ج مححادة عتد ج تقطة التعبير اللفظي: 

  lim    
x→c

   x = c الرموز: 

تظهر أهمية نهايات الدوال الثابتة والدالة المحايدة واضحة في خصائص النهايات.

    lim  مواودتين ، 
x→c

   g (x) ,  lim    
x→c

   f (x) عددًج �ّحيحًح مواً ح، وكحنت ج تاحاتحن n ،عددان اقيقيين k , c جإذج كحن
فحإن كلس من ج خ�ّحئ�ص جلآتية �ّحيحة:

 lim    
x→c

   [ f(x) + g(x)] =  lim    
x→c

   f (x) +  lim    
x→c

   g(x) خا�سية المجموع:  
 lim    
x→c

   [ f(x) - g(x)] =  lim    
x→c

   f (x) -  lim    
x→c

   g(x) خا�سية الفرق:  
 lim    
x→c

   [ k f(x)] = k  lim    
x→c

   f (x) خا�سية ال�سرب في ثابت: 
    lim    

x→c
   [ f(x) · g(x)] =  lim    

x→c
   f (x) ·  lim    

x→c
   g(x) خا�سية ال�سرب:  

  lim    
x→c

   g(x) ≠ 0 ايث ،    lim    
x→c

     
f (x)

 _ 
g(x)

   =   
 lim    
x→c

   f(x)
 _ 

 lim    
x→c

   g(x)
خا�سية الق�سمة:  

 lim    
x→c

   [ f (x) ]  n  =   ⎡   ⎣     lim    
x→c

   f (x)    ⎤   ⎦   
n   :خا�سية القوة

    lim  ، ايث n عدد زواي.
x→c

   f(x) > 0 جإذج كحن ،      lim    
x→c

     n
 √  f (x)   =   n

 √   lim    
x→c

   f (x) خا�سية الجذر النوني:  
،     lim    

x→c
     n

 √  f (x)   =   n
 √   lim    
x→c

   f (x)  ح، فحإن وجإذج كحن n عددًج فبداس   

در�ّتُ كيفية تقداب ج تاحاحن 
ح. )ج در�ص 4-1( بيحنيسح وعدداس

جأادُ ناحاحن دوجل كثيبجن   ■

ج حدود وج دوجل ج تًّ ية 
عتد قيم محددة.

جأادُ ناحاحن دوجل كثيبجن   ■

ج حدود وج دوجل ج تًّ ية 
عتد ج محلناحاة .

ج تعوا�ص ج م ح�ّب
direct substitution

ج �ّيغة غيب ج محددة
indeterminate form

نهايات الدوال
y

O x

f (x) = k

k

c

y

O x

f (x) = x
c

c


  جإذج كحنت f(c) ≤ 0  وَ n عددًج 

 Lim    
x→c

   n    √  f(x)    زوايسح فحإن 
غيب مواودة.

خ�سائ�س النهايات

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH4-L3

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
TRNS-math6-CH4-L3.png

حساب النهايات جبريا

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-النهايات والاشتقاق
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استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتي:
  lim    
x→4

  ( x   2  - 6x + 3)  )a  

=   lim    
x→4

   x  2  -   lim    
x→4

   6x +   lim    
x→4

   3  lim    
x→4

  ( x  2  - 6x + 3)خح�ّيتح ج مجموع وج فبا

=    (   lim    
x→4

  x )   2   - 6 ·   lim    
x→4

  x +   lim    
x→4

خح�ّيتح ج قوة وج �ّبر في ثحبت3  

ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة وج دج ة ج مححادة3 + 4 · 6 -  2  4  =

ط5 - = بًّّ

 يعزّز التمثيل البياني للدالةتحقق
f (x) =  x  2  - 6x + 3  هذه النتيجة. 

  lim    
x→-2

    4 x  3  + 1
 _ 

x - 5
   )b  

=   
  lim    
x→-2

  (4 x  3  + 1)
  __  

  lim    
x→-2

  (x - 5)
    lim    

x→-2
    4 x  3  + 1 _ 

x - 5
خح�ّية ج قًّمة  

=   
  lim    
x→-2

  4 x  3  +   lim    
x→-2

  1
  __  

  lim    
x→-2

  x -   lim    
x→-2

  5
خح�ّيتح ج مجموع وج فبا  

=   
4  (   lim    

x→-2
  x )   3  +   lim    

x→-2
 1
  __  

  lim    
x→-2

 x -   lim    
x→-2

 5
خح�ّيتح ج قوة وج �ّبر في ثحبت  

=   4(-2 )  3  + 1
 _ 

ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة وج دج ة ج مححادة   5 - 2-

ط4.4 ≈ بًّّ

كوّن جدولًا لقيم x التي تقترب من 2- من الجهتين. تحقق
x تقتبر من x-2 تقتبر من 2-

x -2.1 -2.01 -2.001 -2 -1.999 -1.99 -1.9

f(x) 5.08 4.49 4.43 4.42 4.37 3.83

من الواضح أنه كلما اقترب x من العدد 2-، فإن f (x) تقترب من العدد 4.4   

  lim    
x→3

    √  8 - x   )c  

=   lim    
x→3

  8 -   lim    
x→3

   x   lim    
x→3

  (8 - x)خح�ّية ج فبا

عوّ�ص3 - 8 =
ط0 < 5 = بًّّ
=   √    lim    

x→3
  (8 - x)     lim    

x→3
    √  8 - x  خح�ّية ج جذر ج توني

=   √     lim    
x→3

  8 -   lim    
x→3

  x  خح�ّية ج فبا

=   √  8 - 3   ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة وج دج ة ج مححادة
=   √  5  ط بًّّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتي:

  lim    
x→-1

    √  x + 3   )1C    lim    
x→2

    x - 3 __ 
2 x  2  - x - 15

   )1B    lim    
x→2

  (- x  3  + 4)  )1A 

لاحظ أن نهاية كل دالة في المثال أعلاه عندما تقترب x من c تساوي قيمة f (c) . ومع أن هذه الملاحظة ليست صحيحة 
 في جميع الدوال ، إلا أنها صحيحة في دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية التي مقاماتها لا تساوي صفرًا عندما

x = c . كما هو موضح فيما يأتي:

1ا�ستعمال خ�سائ�س النهايات 
 خ�سائ�س النهايات 

ت قى خ�ّحئ�ص ج تاحاحن 
�ّحيحة في احل كون 

ج تاحاحن من ااة وجادة ، 
وفي احل كوناح عتد 

ج محلناحاة ، �ّباطة واود 
هذه ج تاحاحن.

y

xO

−5

4

f(x) = x2 - 6x + 3


  خح�ّية ج جذر ج توني ج زواي 

 تًّتخدم فقط جإذج كحن
Lim    
   x→c 

  f (x)>0   
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نهايات دوال كثيرات الحدود
.   lim    

x→c
   p(x) = p(c)  ح ، فحإن جإذج كحنت p(x) دج ة كثيبة ادود ، وكحن c عددًج اقيقيس

نهايات الدوال الن�سبية
.   lim    

x→c
   r(x) = r(c) =   

p(c)
 _ 

q(c)
ح، ايث q(c) ≠ 0، فحإن       = r(x)  دج ةً نًّ ية، وكحن c عددًج اقيقيس

p(x)
 _ 

q(x)
جإذج كحنت    

وبشكل مختصر، فإنه يمكن حساب نهايات دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية من خلال التعويض المباشر ، 
شريطة ألا يساوي مقام الدالة النسبية صفرًا عند النقطة التي تُحسب عندها النهاية.

احسب كل نهاية مما يأتي باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكنًا، وإلا فاذكر السبب:

  lim    
x→-1

 (-3 x  4  + 5 x  3  - 2 x  2  + x + 4)  )a  

بما أن هذه نهاية دالة كثيرة حدود، فيمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.   

= - 3(-1 )  4  + 5(-1 )  3  - 2(-1 )  2  + (-1) + 4  lim    
x→-1

  (- 3 x  4  + 5 x  3  - 2 x  2  + x + 4)

= - 3 - 5 - 2 - 1 + 4 = - 7

ز التمثيل البياني بالآلة البيانية للدالة تحقق يعزِّ
 f (x) = -3   x   4  + 5   x   3  - 2  x  2  + x + 4 

هذه النتيجة. 

  lim    
x→3

    2 x  3  - 6 _ 
x -  x  2 

   )b  

بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامُها ليس صفرًا عندما x = 3 ، فيمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.   

=   2(3 )  3  - 6
 _ 

3 -  (3)  2 
    lim    

x→3
    2 x  3  - 6 _ 

x -  x  2 
  

=   48 _ 
- 6

  

= - 8

  lim    
x→1

     x  2  - 1 _ 
x - 1

   )c  

بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامها صفر عندما x = 1 ، فلا يمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.   

  lim    
x→-6

     
 √  x + 5   )d  

    lim    بالتعويض المباشر.
x→-6

      √  x+5         فلا يمكننا حساب ، lim    
x→-6

  (x+5) = -6 + 5 = -1 < 0     بما أن   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يأتي باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكنًا، وإلا فاذكر السبب:

  lim    
x→-5

    x + 1 _ 
 x  2  + 3

   )2B      lim    
x→4

  ( x  3  - 3 x  2  - 5x + 7 )  )2A 

  lim    
x→-8

    √  x + 6   )2D    lim    
x→2

     x  3  - 8 _ 
x - 2

   )2C 

    lim    بشكل خاطئ كما يلي: 
x→1

     x  2  - 1 _ 
x - 1

لنفترض أنك استعملت خاصية القسمة أو التعويض المباشر لحساب النهاية    

وهذج  يًص �ّحيحًح؛ لأن ناحاة ج مقحم تًّحوي 0 .   lim    
x→1

     x  2  - 1 _ 
x - 1

   =   
  lim    
x→1

  ( x  2  - 1)
 _ 

  lim    
x→1

  (x - 1)
   =    1  2  - 1 _ 

1 - 1
    =   0 _ 

0
  

نهايات الدوال 
   الدوال الجيدة ال�سلوك
تُعدُّ ج دوجل ج مت�ّلة مثل 

دوجل كثيبجن ج حدود ودج تي 
ج جيب وايب ج تمحم دوجلَّ 

ايدة ج ًّلوك، جإذ امكن 
اًّحر ناحاحتاح من خلل 

ج تعوا�ص ج م ح�ّب، وامكن 
جإاجحد ناحاة ج دوجل من خلل 
ج تعوا�ص ج م ح�ّب اتى وجإن 
 م تكن ج دج ة ايدة ج ًّلوك 
على مجح اح، ب�ّبط جأن تكون 

مت�ّلة عتد ج تقطة ج تي 
ا�ستعمال التعوي�س المبا�سر لح�ساب النهايات2تحًّب عتدهح ج تاحاة.

[-4, 4] scl: 0.2 by [-8, 8] scl: 1
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 _ 0    الصيغة غير المحددة ؛ لأنه لا 
0
يُسمى ناتج التعويض في النهايات على الصورة    

يمكنك تحديد نهاية الدالة مع وجود صفر في المقام، ومثل هذه النهايات قد تكون 
موجودة ولها قيمة حقيقية، أو غير موجودة، أو متباعدة نحو ∞ أو ∞-، ويُبيِّن 
    lim    موجودة وتساوي 2 .

x→1
      x  2  - 1 _ 

x - 1
 _ f (x)  =    x   2  - 1  أن    

x - 1
التمثيل البياني للدالة     

على الرغم من أن الصيغة غير المحددة تظهر من خلال تطبيق خاطئ لخصائص النهايات، إلا أن الحصول على هذه 
الصيغة قد يرشدنا إلى الطريقة الأنسب لإيجاد النهاية.

ا من خلال تحليل كل من  ط العبارة جبريًّ  _ 0      ، فبسِّ
0

إذا قمت بحساب نهاية دالة نسبية، ووصلت إلى الصيغة غير المحددة  
البسط والمقام واختصار العوامل المشتركة.

: احسب كل نهاية مما يأتي

  lim    
x→-4

     x  2  - x - 20 _ 
x + 4

   )a  

ا، واختصار أي  20 - (4-) -  2  ( 4-)   ؛ لذا فإن علينا تحليل المقدار جبريًّ
  __ 

-4 + 4
   =   

0
ينتج عن التعويض المباشر     0 _    

عوامل مشتركة بين البسط والمقام.

=   lim    
x→-4

    
(x - 5)(x + 4)

  __ 
x + 4

    lim    
x →-4

     x  2  - x - 20 _ 
x + 4

الّل ج  ًّط  

=   lim    
x→-4

    
(x - 5)(x + 4)

  __ 
x + 4

جخت�ّب ج عحمل ج م�ّتبك  

=   lim    
x→-4

  (x - 5)ط بًّّ

ط9-  =  5 - (4-) = عوّ�ص وبًّّ

ز التمثيل البياني للدالةتحقق  يعزِّ

= f(x)  هذه النتيجة.     x  2  - x - 20 _ 
x + 4

   

  lim    
x→3

    x - 3 __  
 x  3  - 3 x  2  - 7x + 21

   )b  

.    3 - 3  __  
 3  3  - 3(3 )  2  - 7(3) + 21

   =   
0

يَنتج عن التعويض المباشر    0 _    

=   lim    
x→3

    x - 3 __  
( x  3 - 3x  2 )+(-7x+21)

    lim    
x→3

    x - 3 __  
 x  3  - 3 x  2  - 7x + 21

جأعد تجميع ج مقحم  

=  lim    
x→3

    x - 3 __  
 x  2 (x-3)-7(x-3)

جأخبج ج عحمل ج م�ّتبك من ج حدود   
ج مجمعة في ج مقحم

=  lim    
x→3

    x - 3 __ 
( x  2 -7)(x-3)

جأخبج ج عحمل ج م�ّتبك في ج مقحم  

=   lim    
x→3

    x - 3 __  
( x  2  - 7)(x - 3)

جخت�ّب  

=   lim    
x→3

    1 _ 
 x  2  - 7

ط   بًّّ

=   1 _ 
(3 )  2  - 7

   =   1 _ 
2
ط   عوّ�ص وبًّّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يأتي:

  lim    
x→6

     x 2  - 7x + 6 __  
3 x  2  - 11x - 42

   )3B    lim    
x→-2

     x  3  - 3 x  2  - 4x + 12  __ 
x + 2

   )3A 

y

x

2

1

f(x) =   x  2 - 1_
x- 1

O

3ا�ستعمال التحليل لح�ساب النهايات

y

xO

−4

−8

−2−4

f(x) =   x
2 - x- 20__

x+ 4 
 التحليل 

عتد جخت�ّحر ج  ًّط بحأكمله، 
فحإنه ا�ّ ح 1 و يًص 0 .
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ينتج عن اختصار العامل المشترك بين بسط ومقام الدالة النسبية دالة جديدة ، ففي المثال 3a ينتج عن الاختصار بين 
بسط ومقام الدالة f  دالة جديدة g ، حيث:

f (x) =    x  2  - x - 20 _ 
x + 4

    ,  g(x) = x - 5

إن قيم هاتين الدالتين متساوية لجميع قيم x إلا عندما x = - 4 ، فإذا تساوت قيم دالتين إلا عند قيمة وحيدة c ، فإن 
نهايتيهما عندما تقترب x من c متساويتان ؛ لأن قيمة النهاية لا تعتمد على قيمة الدالة عند النقطة التي تُحسبُ النهاية 

.    lim    
x→-4

     x  2  - x - 20 _ 
x + 4

    =   lim    
x→-4

  (x - 5) عندها؛ لذا فإن

والطريقة الأخرى لإيجاد نهايات ناتجِ التعويضِ فيها صيغة غير محددة ، هي إنطاق البسط أو المقام أولًا، ثم اختصار 
العوامل المشتركة.

.    lim    
x→9

      
√  x   - 3

 _ 
x - 9

احسب    

 9   - 3 √      ؛  لذا أنطق البسط، ومن ثم اختصر العوامل المشتركة. 
 _ 

9 - 9
   =    0 _ 

0
يَنتج عن التعويض المباشر   

=   lim    
x→9

       
√  x   - 3

 _ 
x - 9

   ·     
√  x   + 3

 _ 
  √  x   + 3

    lim    
x→9

      
√  x   - 3

 _ 
x - 9

  √  x   - 3    وج ذي امثل مبجفق ،   √  x   + 3 ج�ّبر كلٍّ من ج  ًّط وج مقحم في

=   lim    
x→9

    x - 9 __  
(x - 9)(  √  x   + 3)

ط   بًّّ

=   lim    
x→9

    x - 9 __  
(x - 9)(  √  x   + 3)

جخت�ّب ج عحمل ج م�ّتبك  

=   lim    
x→9

    1 _ 
  √  x   + 3

ط   بًّّ

=   1 _ 
  √  9   + 3

عوّ�ص  

=   1 _ 
6
ط   بًّّ

     = f (x)  تحقق
√  x   - 3

 _ 
x - 9

ز التمثيل البياني بالآلة البيانية للدالة     يعزِّ

في الشكل المجاور هذه النتيجة. 

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يأتي:

  lim    
x→0

    
2 -   √  x + 4  

 _ 
x
   )4B    lim    

x→25
    x - 25 _ 
  √  x   - 5

   )4A 

ح�ساب النهايات عند المالانهاية: درست سابقًا أن لجميع الدوال الزوجية سلوك طرفي التمثيل البياني نفسه ، 
وكذلك الدوال الفردية لها جميعًا سلوك طرفي التمثيل البياني نفسه.

 ، n لأي عدد �ّحيح مواب

   lim    
x→∞

   x  n  = ∞  •

     lim    ، جإذج كحن n عددًج زوايسح.
x→-∞

   x  n  = ∞  •

ح.      lim    ، جإذج كحن n عددًج فبداس
x→-∞

   x  n  = -∞  •

إن سلوك طرفي التمثيل البياني لدالة كثيرة الحدود هو ذاته سلوك طرفي التمثيل البياني لدالة القوة الناتجة عن الحد 
الرئيس في كثيرة الحدود ، وهو الحد ذو القوة الكبرى، ويمكننا وصف ذلك أيضًا باستعمال النهايات.

4ا�ستعمال اإنطاق الب�سط اأو المقام لح�ساب النهايات

[-0.1, 20] scl: 1 by [-0.05, 0.4] scl: 0.05

نهايات دوال القوى عند المالانهاية
y

xO

f(x) = x2

y

x

f(x) = x3

O

نموذج
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 جإذج كحنت   p(x) =  a  n  x  n  + … +  a  1 x +  a  0  دج ة كثيبة ادود ، فحإن
    lim    
x→∞

  p(x) =   lim    
x→∞

   a  n   x  n   ,    lim     
x→-∞

  p(x) =   lim     
x→-∞

   a  n   x  n  

ر أن كون نهاية الدالة  يمكنك استعمال هاتين الخاصيتين لحساب نهايات دوال كثيرات حدود عند المالانهاية. تذكَّ
∞ أو ∞- لا يعني أنها موجودة، ولكنه وصف لسلوك منحناها؛ فإما أن يكون متزايدًا بلاحدود أو متناقصًا بلا حدود.

احسب كل نهاية مما يأتي:

  lim  x→-∞
  ( x  3  - 2 x  2  + 5x - 1)  )a  

=   lim    
x→-∞

   x  3   lim    
x→-∞

  ( x  3  - 2 x  2  + 5x - 1)ناحاة دج ة كثيبة ج حدود عتد ج محلناحاة

ناحاة دج ة ج قوة عتد ج محلناحاة∞- =

  lim  x→∞
  (4 + 3x -  x  2 )  )b  

=   lim    
x→∞

  - x  2   lim    
x→∞

  (4 + 3x -  x  2 ) ناحاة دج ة كثيبة ج حدود عتد ج محلناحاة

= -  lim    
x→∞

   x  2 خح�ّية ج �ّبر في ثحبت

ناحاة دج ة ج قوة عتد ج محلناحاة∞- =

  lim  x→-∞
 (5 x  4  - 3x)  )c  

=   lim    
x→-∞

  5 x  4   lim    
x→-∞

  (5 x  4  - 3x)ناحاة دج ة كثيبة ج حدود عتد ج محلناحاة

= 5   lim    
x→-∞

   x  4 خح�ّية ج �ّبر في ثحبت

ناحاة دج ة ج قوة عتد ج محلناحاة∞ = ∞ × 5 =

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يأتي:

  lim    
x→-∞

  (2x - 6 x  2  + 4 x  5 )  )5C    lim    
x→-∞

  (4 x  6  + 3 x  5  - x)  )5B    lim    
x→∞

 (- x  3  - 4 x  2  + 9)  )5A 

ولحساب نهاية دالة نسبية عند المالانهاية نحتاج إلى خصائص أخرى للنهايات.

جإن ناحاة دج ة ج مقلور عتد مواب جأو �ّح ب محلناحاة هي �ّفب. التعبير اللفظي: 
  lim    
x→∞

    1 _ x   =   lim     
x→-∞

    1 _ x   = 0 الرموز: 

O

y

x

f(x) =   1_x

   

O x

f(x) =   1_x

y

 

.    lim     
x→±∞

    1 _ 
 x  n 

لأي عدد �ّحيح مواب n ، فحإن 0 =    نتيجة:  

ويمكننا استعمال هذه الخاصية لحساب نهايات الدوال النسبية عند المالانهاية ، وذلك بقسمة كل حد في  بسط ومقام 
الدالة النسبية على أعلى قوة لمتغير الدالة.

نهايات دوال كثيرات الحدود عند المالانهاية 
   ال�سرب في المالانهاية

 lim    
x→c

     f(x) = ∞ 

تعتي جأن ج دج ة تحأخذ قيمًح 
موا ة ومتزجادة ب�ّكل غيب 
 x محدود، كلمح جقتببت قيم
من ج عدد c؛  ذج فحإن �ّبر 

هذه ج قيم في عدد مواب ل 
اغيب هذج ج ًّلوك، جأمح �ّبباح 

في عدد �ّح ب، فحإنه اعكًص 
جإ�ّحرجتاح، وبذ ك تقتبر 

ج تاحاة من ∞- ، جأي جأنه جإذج 
 كحن a a a فحإن:

 a (∞)= ∞, 
 -a (∞)= -∞

5نهايات دوال كثيرات الحدود عند المالانهاية


   دالة المقلوب

 تذكب جأن دج ة ج مقلور هي
= f (x)    ، ايث a(x) دج ة    1 _ 

a(x)

.a(x) ≠ 0 خطية ، و

نهايات دالة المقلوب عند المالانهاية
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احسب كل نهاية مما يأتي إن أمكن:

   lim  x→∞
    4x + 5

 _ 
8x - 3

   )a  

=   lim    
x→∞

    
  4x _ x   +   5 _ x  

 _ 
  8x _ x   -   3 _ x  

    lim    
x→∞

    4x + 5 _ 
8x - 3

  x جقًّم كل اد على جأعلى قوة، وهي

=   lim    
x→∞

    
4 +   5 _ x  

 _ 
8 -   3 _ x  

ط   بًّّ

=   
  lim    
x→∞

  4 + 5   lim    
x→∞

    1 _ x  
  __  

  lim    
x→∞

  8 - 3  lim    
x→∞

    1 _ x  
خ�ّحئ�ص ج قًّمة، وج مجموع، وج فبا، وج �ّبر في ثحبت  

=   4 + 5 · 0 _ 
8 - 3 · 0

   =   1 _ 
2
ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة ودج ة ج مقلور عتد ج محلناحاة   

 _ f (x) =   4x + 5  المجاور تحقق
8x - 3

ز التمثيل البياني للدالة     يعزِّ
هذه النتيجة. ✔

   lim     
x→-∞

    6 x  2  - x _ 
3 x  3  + 1

   )b  

=   lim    
x→-∞

    
  6 x  2  _ 
 x  3 

   -   x _ 
 x  3 

  
 _ 

  3 x  3  _ 
 x  3 

   +   1 _ 
 x  3 

  
    lim    

x→-∞
    6 x  2  - x _ 
3 x  3  + 1

    x  3  جقًّم كل اد على جأعلى قوة، وهي

=   lim    
x→-∞

    
  6 _ x   -   1 _ 

 x  2 
  
 _ 

3 +   1 _ 
 x  3 

  
ط   بًّّ

=   
6  lim    

x→-∞
    1 _ x   -   lim    

x→-∞
    1 _ 
 x  2 

   
  __  

  lim    
x→-∞

  3 +   lim    
x→-∞

    1 _ 
 x  3 

  
خ�ّحئ�ص ج قًّمة، وج مجموع، وج فبا، وج �ّبر في ثحبت  

=   6 · 0 - 0 _ 
3 + 0

ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة ودج ة ج مقلور عتد ج محلناحاة0 =   

  lim    
x→∞

    5 x  4  _ 
9 x  3  + 2x

   )c  

=   lim    
x→∞

    5 _ 
  9 _ x   +   2 _ 

 x  3 
  
    lim    

x→∞
     5 x  4  _ 

9 x  3  + 2x
   x  4  جقًّم كل اد على جأعلى قوة، وهي

=   
  lim    
x→∞

   5
  __  

9  lim    
x→∞

     1 _ x   + 2  lim    
x→∞

     1 _ 
 x  3 

  
خ�ّحئ�ص ج قًّمة، وج مجموع، وج �ّبر في ثحبت  

=   5 _ 
9 · 0 + 2 · 0

   =   5 _ 
0
ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة ودج ة ج مقلور عتد ج محلناحاة   

وحيث إن نهاية المقام صفر، فإننا نكون قد طبقنا خطأً خاصية القسمة، إلا أننا نعلم أنه عند قسمة العدد 5 على    
قيم صغيرة موجبة تقترب من الصفر، فإن الناتج سيكون كبيرًا بشكلٍ غير محدود ، أي أن النهاية هي ∞.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل نهاية مما يأتي:

lim    
x→∞

    7 x  3  - 3 x  2  + 1  __ 
2 x  3  + 4x

     )6C     lim    
x→∞

    -3 x  2  + 7 _ 
5x + 1

   )6B     lim    
x→-∞

    5 _ 
x - 10

   )6A 

6نهايات الدوال الن�سبية عند المالانهاية

y

xO

f(x) =   4x+ 5
8x  3


   نهاية الدوال الن�سبية
تواد ثلث احلن عتد 

اًّحر ناحاحن ج دوجل 
ج تًّ ية عتدمح تقتبر x من 

 ج محلناحاة.
1) جإذج كحنت دراة ج  ًّط 
جأك ب من دراة ج مقحم، فحإن 

ج تاحاة جإمح ∞ جأو ∞- ، 
بحًّب جإ�ّحرة ج حد ج بئيًص 
في كل من ج  ًّط وج مقحم.
2 ) جإذج كحنت دراة ج  ًّط 

مًّحواة  دراة ج مقحم، فحإن 
ج تاحاة مًّحواة  تحتج قًّمة 
معحملي ج حدان ج بئيًّين 

في ج  ًّط وج مقحم.
3 ) جإذج كحنت دراة ج  ًّط 
جأقل من دراة ج مقحم، فحإن 

ج تاحاة �ّفب.
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درست سابقًا أن المتتابعة هي دالة مجالها مجموعة من الأعداد الطبيعية، ومداها مجموعة من الأعداد الحقيقية؛ لذا 
فإن نهاية المتتابعة غير المنتهية هي نهاية دالة عندما ∞ → n . إذا كانت النهاية موجودة ، فإن قيمة هذه النهاية هي العدد 

 _ a  n  = 1 ,   1   بـ  f (n) =   1 _ n    ، حيث n عدد 
2
   ,   1 _ 

3
   ,   1 _ 

4
   , الذي تقترب منه المتتابعة . فمثلًا يمكن وصف المتتابعة …

    lim    ، فإن المتتابعة تقترب من الصفر.
n→∞

    1 _ n   = 0 صحيح موجب . وبما أن

احسب نهاية كل متتابعة مما يأتي إن وجدت:

 a  n  =   3n + 1
 _ 

n + 5
   )a  

 lim    
n→∞

     3n + 1 _ 
n + 5

لحساب نهاية المتتابعة، أوجد        

=   lim    
n→∞

    
3 +   1 _ n  

 _ 
1 +   5 _ n  

    lim    
n→∞

    3n + 1 _ 
n + 5

  n جقًّم كل اد على جأعلى قوة، وهي

=   
  lim    
n →∞

  3 +   lim    
n →∞

    1 _ n  
  __  

  lim    
n →∞

  1 + 5  lim    
n →∞

    1 _ n  
خ�ّحئ�ص ج قًّمة، وج مجموع، وج �ّبر في ثحبت   

=   3 + 0 _ 
1 + 5 · 0

ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة ودج ة ج مقلور عتد ج محلناحاة3 =   

أي أن نهاية المتتابعة هي 3 ، بمعنى أن حدود المتتابعة تقترب من 3 .   

ِـ n .تحقق كوّن جدولًا، واختر قيمًا متعددة ل
n 1 20 40 60 80 90 100 1000 10000

an 0.6667 2.44 2.6889 2.7846 2.8353 2.8526 2.8667 2.9861 2.9986

. n نلاحظ أن حدود المتتابعة تقترب من العدد 3 كلما كبرت

 b  n  =   5 _ 
 n  4 

    ⎡ 
 
 ⎢   

⎣
   
 n  2  (n + 1 )  2  

 _ 
4
   ⎤ 

 
 ⎥   

⎦
  )b  

الحدود الخمسة الأولى بصورة تقريبية هي 1.8 ,1.953 ,2.222 ,2.813 ,5 . والآن أوجد نهاية المتتابعة   

=   lim    
n→∞

    5 _ 
 n  4 

    ⎡ 
 
 ⎢   ⎣   
 n  2 ( n  2  + 2n + 1)

  __ 
4
    ⎤ 

 
 ⎥   ⎦   lim    

n→∞
    5 _ 
 n  4 

    ⎡ 
 
 ⎢   ⎣   
 n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
   ⎤ 

 
ربّع ثتحئية ج حد ⎦   ⎥ 

=   lim    
n→∞

    5 n  4  + 10 n  3  + 5 n  2   __ 
4 n  4 

ج�ّبر  

=   
  lim    
n→∞

  5 + 10   lim    
n→∞

    1 _ 
n

   + 5  lim    
n→∞

    1 _ 
 n  2  

  
   ___  

  lim    
n→∞

  4
جقًّم كل اد على جأعلى قوة، وهي  n  4  ، ثم ج�ّتعمل   

خ�ّحئ�ص ج قًّمة ، وج مجموع، وج �ّبر في ثحبت

=   5 _ 
4
ناحاتح ج دج ة ج ثحبتة ودج ة ج مقلور عتد ج محلناحاة1.25 =   

أي أن نهاية المتتابعة هي 1.25 ، بمعنى أن حدود المتتابعة تقترب من 1.25.   

ق كوّن جدول قيم، واختر قيمًا كبيرة لـ n . قيم )   b  n في الجدول أدناه مقربة إلى أقرب جزء من مئة(تحقَّ
n تقتبر من ∞

n 10 100 1000 10000 100000

bn
1.51 1.28 1.25 1.25 1.25

  

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب نهاية كل متتابعة مما يأتي إن وجدت: 

 c  n  =   9 _ 
 n  3  

    ⎡ 
 
 ⎢   ⎣   
n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
   ⎤ 

 
 ⎥   ⎦  )7C   b  n  =   2 n  3  _ 

3n + 8
   )7B   a  n  =   4 _ 

 n  2  + 1
   )7A 

7نهايات المتتابعات
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استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتي: )مثحل 1 (

  lim    
x→5

     x  2  + 4x + 13 __ 
x - 3

   2)    lim    
x→-3

  (5x - 10)  1)  

  lim    
x→-4

  [ x  2 (x + 1) + 2]  4)    lim    
x→9

   (  1 _ x   + 2 x +   √  x   )  3)  

  lim    
x→-6

     x  4  -  x  3  _ 
 x  2 

   6)    lim    
x→12

     x  2  - 10x _ 
  √  x + 4  

   5)  

احسب كل نهاية مما يأتي باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكنًا، وإلا 
فاذكر السبب: )مثحل 2 (

  lim    
x→16

     x  2  + 9 _ 
  √  x   - 4

   7)  

  lim    
x→2

  (4 x  3  - 3 x  2  + 10)  8)  

  lim    
x→3

     x  3  + 9x + 6 _ 
 x  2  + 5x + 6

   9)  

  lim    
x→3

    √  2 - x   10)  

  lim    
x→9

  ( 3 x  2  - 10x + 35 )  11)  

  lim    
x→10

  (-  x  2  + 3x +   √  x    )  12)  

فيزياء: بحسب نظرية آينشتاين النسبية، فإن كتلة جسم يتحرك   13)  

c سرعة الضوء،    = m، حيث
 m  0 
 _ 

  √ 
 1 -    v  2  _ 

 c  2 
    
 بسرعة v تُعطى بالعلاقة   

    m  0   كتلة الجسم الابتدائية أو كتلته عند السكون.
    lim   ، ووضّح العلاقة بين هذه النهاية و  m  0   . )مثحل 2 (

v →0
  m أوجد

احسب كل نهاية مما يأتي: )ج مثحلن 4 , 3 (

  lim    
x→0

    4x _ 
  √  x + 1    - 1

   15)    lim    
x→1

     x  2  + 4x - 5 _ 
 x  2  - 1

   14)  

  lim    
x→0

    2x _ 
3 -   √  x + 9  

   17)    lim    
x→-5

    4 x  2  + 21x + 5  __  
3 x  2  + 17x + 10

   16)  

  lim    
x→6

    
  √  x + 3   - 3

 _ 
x - 6

   19)    lim    
x→-3

     x  2  - 2x - 15 __ 
x + 3

    18)  

احسب كل نهاية مما يأتي: )ج مثحلن 6 , 5 (

  lim    
x→∞

    3 x  3  - 10x + 2  __ 
4 x  3  + 20 x  2 

   21)    lim    
x→∞

  ( 5 - 2 x  2  + 7 x  3  )  20)  

  lim    
x→∞

    14 x  3  - 12x __  
4 x  2  + 13x - 8

   23)    lim    
x→∞

 (10 x+14+6  x   2 - x  4  )  22)  

  lim    
x→∞

   10 x  4  - 2 __  
5 x  4  + 3 x  3  - 2x

   25)    lim    
x→∞

   6 x  3 +2x-11  __  
- x  5  + 17 x  3  + 4x

   24)  

اإ�سفنج: تحتوي مادة هلامية على حيوان الإسفنج، وعند وضع   26)  
المادة الهلامية في الماء، فإن حيوان الإسفنج يبدأ بامتصاص الماء 

 ، ℓ(t)  =   105 t  2  _ 
10 +  t  2 

والتضخم. ويمكن تمثيل ذلك بالدالة  25 +   
حيث ℓ طول حيوان الإسفنج بالملمترات بعد t ثانية من وضعه في 

الماء. )مثحل 6 (

� � �

t = 0 t = t1 t = tn

ما طول حيوان الإسفنج قبل وضعه في الماء؟  )a  

ما نهاية الدالة عندما ∞ → t؟  )b  

ح العلاقة بين نهاية الدالة ℓ وطول حيوان الإسفنج. وضِّ  )c  

احسب نهاية كل متتابعة مما يأتي إذا كانت موجودة: )مثحل 7 (

 a  n  =   8n + 1 _ 
 n  2  - 3

   27)  

 a  n  =   -4 n  2  + 6n - 1  __ 
 n  2  + 3n

   28)  

 a  n  =   12 n  2  + 2 _ 
6 n  2  - 1

   29)  

 a  n  =   8 n  2  + 5n + 2 __ 
3 + 2n

    30)  

 a  n  =   1 _ 
 n  4 

    ⎡ 
 
 ⎢   ⎣   
 n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
   ⎤ 

 
 ⎥   ⎦  31)  

 a  n  =    12 _ 
 n   2 

    ⎡ 
 
 ⎢   ⎣   
n(2n + 1)(n + 1)

  __ 
6
   ⎤ 

 
 ⎥   ⎦  32)  

احسب كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة مستخدمًا التعويض المباشر 
لحساب النهايتين من اليمين واليسار:

  lim    
x→-2

  

 
 
 ⎨   


    

x - 3
     

2x - 1
   
, x ≤ -2

      
, x > -2

  33)  

  lim    
x→0

  

 
 
 ⎨   


   
5 -  x  2 

     
5 - x

   
, x ≤ 0

     
, x > 0

  34)  

  lim    
x→2

  

 
 
 ⎨   


   
(x -  2)  2  +1

      
x - 6

      
, x ≤ 2

     
, x > 2

  35)  
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احسب كل نهاية مما يأتي، إذا كانت موجودة:

  lim    
x→0

  (1 + x +  2  x  - cos x)  38)    lim    
x→π

    sin x _ x   37)  

  lim    
x→1

   1 -   √  x  
 _ 

x - 1
   40)    lim    

x→  π _ 
2

  
    tan 2x _ 

x
    39)  

    lim    لكل دالة مما يأتي:
h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

أوجد    

f(x) = 7 - 9x  42)  f (x) = 2x - 1  41)  

f(x) =   √  x + 1   44)  f(x) =   √  x   43)  

f(x) =  x  2  + 8x + 4  46)  f (x) =  x  2  45)  

فيزياء: يمتلك الجسم المتحرك طاقةً تُسمى الطاقة الحركية؛ لأن   47)  

بإمكانه بذل شغل عند تأثيره على جسم آخر. وتُعطى الطاقة الحركية 
 _ k(t) =   1  ، حيث v(t) سرعة 

2
   m ·   (v(t))   2  لجسم متحرك بالعلاقة

الجسم عند الزمن t ، و m كتلته بالكيلوجرام. إذا كانت سرعة جسم 
 _ v(t) =   50 لكل t ≥ 0 ، وكتلته kg 1، فما الطاقة الحركية التي 

1 +  t  2 
  

يمتلكها عندما يقترب الزمن من s 100؟


برهان: استعمل خصائص النهايات؛ لإثبات أنه لأي كثيرة حدود   48)   

  p(x) =  a  n   x  n  +  a  n - 1  x  n - 1  + ⋯ +  a  2  x  2  +  a  1 x +  a  0 

 lim    
x→c

  p(x) = p(c)   فإن ، c ولأي عدد حقيقي

برهان: استعمل الاستقراء الرياضي؛ لإثبات أنه إذا كان  49)   
n فإنه لأي عدد صحيح ،    lim    

x →c
   f (x) = L 

.   lim    
x→c

 [  f(x)  ]  n  = [  lim    
x →c

   f (x) ]  n   =  L  n  

:  a  n  ≠ 0 ,  b  m  ≠ 0 احسب النهاية الآتية إذا كانت : تحدٍّ  50)   

    lim    
x→∞

   
 a  n  x  n  +  a  n - 1  x  n - 1  + ⋯ +  a  2  x  2  +  a  1 x +  a  0 

    ____    
 b  m  x  m  +  b  m - 1  x  m - 1  + ⋯ +  b  2  x  2  +  b  1 x +  b  0 

   

 (m < n, m = n, m > n إرشاد: افترض كلاًّ من الحالات (

    lim    
x→c

  r(x) = r (c) دالة نسبية، فهل العلاقة r(x) تبرير: إذا كانت  51)  
 صحيحة أحيانًا، أو صحيحة دائمًا، أو غير صحيحة أبدًا؟

ر إجابتك. برِّ

نه مثالًا  اكتب: استعمل جدولًا لتنظيم خصائص النهايات، وضمِّ  52)  
على كل خاصية.

عي      lim    . تدَّ
x→a

    
p(x)

 _ 
q(x)   =   ∞ _ 

∞
    دالة نسبية، وأن    

p(x)
 _ 

q(x)
اكتب: افترض أن      53)  

ح سبب كونها مخطئة. وما  ليلى أن قيمة هذه النهاية هي 1 . وضِّ
الخطوات التي يمكن اتباعها لحساب هذه النهاية، إذا كانت 

موجودة؟


استعمل التمثيل البياني للدالة f (x) أدناه لإيجاد كلٍّ مما يأتي:

 )ج در�ص 1- 4 (

  f (-2) ،   lim    
x→-2

   f (x)  54)  

 f (0) ،   lim    
x→0

   f (x)  55)  

 f (3) ،   lim    
x→3

   f (x)  56)  

  )، لكل زوج من 
f
 _ g  )(x) ،(f.g)(x) ،(f - g)(x) ،(f + g)(x) أوجد

د مجال الدالة الناتجة:   )ماحرة �ّحبقة ( الدوال الآتية، ثم حدِّ

f(x) =   x _ 
x + 1

   58)  f(x) =  x  2  - 2x  57)   

g(x) =  x  2  - 1   g(x) = x + 9



    lim   ؟
h→0

    2 h  3  -  h  2  + 5h  __ 
h
ما قيمة     59)  

5  C  3  A  

غيرموجودة  D  4  B  

g(x) =   x + π  عندما 
 _ 

cos (x + π)
ما القيمة التي تقترب منها      60)   

تقترب x من 0 ؟
-   1 _ 

2
   π  C  -π  A  

0  D  -   3 _ 
4
   B  

    lim ؟ 
x→ 2  + 

  f (x)    أدناه، ما قيمة  f  باستعمال التمثيل البياني للدالة  61)  

y

xO

f(x)

1 2

1
2

غير موجودة  D  5  C  1  B  0  A  

y

xO

f(x)
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يعتبر ميل المستقيم بوصفه معدلًا ثابتًا للتغير مفهومًا واضحًا، إلا أن الميل ليس واضحًا بالنسبة للمنحنيات بصورة 
عامة؛ إذ يتغير ميل المنحنى عند كل نقطة عليه.

وبشكل عام فإن التمثيلات البيانية لمعظم الدوال 
ا. صها على فترةٍ قصيرة جدًّ تبدو خطيةً عند تفحُّ

وبالنظر إلى القواطع المتتالية، يكون من الممكن 
تطبيق فكرة الميل على المنحنيات.

قدّر ميل منحنى الدالة y = (x - 2 )  3  + 1 عند النقطة (2 ,3).

 ، y = (x - 2 )  3  + 1:ثم احسب ميل القاطع المار بمنحنى ، f1 في y = (x - 2 )  3  + 1 أدخل خطوة 1 
عندما x = 2 , x = 4. كما يلي:

مثِّل الدالة بالضغط على   ، ثم اكتب الدالة واضغط.  	

، ثم  	 د نقطتين على منحنى الدالة بالضغط على مفتاح  واختيار  حدِّ
 واختيار ، ثم الضغط على المنحنى مرتين 

وستظهر نقطتان.

	 .x = 2, x = 4 لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين x ظلِّل إحداثيِّي

، واختيار  	 ارسم القاطع المار بالنقطتين بالضغط على 
 ، ثم  ثم اختيار

.  واضغط على النقطتين ثم اضغط 

، واختيار  	 أوجد ميل القاطع بالضغط على 
 ، ثم ، ثم اضغط على القاطع وسيظهر أن ميله يساوي 4.

 معمل الحاسبة البيانية: 
ميل المنحنى

The Slope of a Curve

 الهــدف
���ت���ل �������� �������� 
TI - nspire ؛ �تقدير ��� 

.�����

y

xO

y

x3

2.1

1.8

2

2.8

1 خطوط القاطع

[-1, 5] scl: 0.2 by [-10, 10] scl: 1
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المما�س وال�سرعة المتجهة
Tangent Line and Velocity

عندما يقفز المظلي من ارتفاع ft 15000، فإن سرعته في اتجاه الأرض تزداد 
مع مرور الزمن؛ بسبب تسارع الجاذبية الأرضية، وتستمر سرعته في الازدياد 

حتى يفتح مظلته عند ارتفاع ft 2500 ، أو عندما يصل إلى السرعة المتجهة 
الحدية، وهي السرعة المتجهة التي ينعدم عندها تسارع المظلي، ويحدث هذا 

عندما تصبح محصلة القوى عليه صفرًا.

المما�سات: تعلمت سابقًا أن مُعدّل تغيّر منحنى دالة غير خطية يتغير من نقطة 
إلى أخرى عليه، ويمكن حساب متوسط مُعدّل تغيّر الدالة غير الخطية على 

 فترة باستعمال ميل القاطع. ففي التمثيلات البيانية أدناه للدالة
ا بالنقطة (1 ,1) ، وبنقطة أخرى مثل (9 ,3) ،    y =  x  2 والقاطع الذي يقطعه مارًّ

أو  (4 ,2)، أو (1.21 ,1.1) ، تجد أن القاطع يتخذ أوضاعًا مختلفة يتغير 
خلالها ميله.

y

xO

(1.1, 1.21)

(1, 1)

m = 2.1

   

y

xO

(2, 4)

(1, 1)

m = 3

   

y

xO

(3, 9)

(1, 1)

m = 4

ال�سكل )3( ال�سكل )2(  ال�سكل )1(   
ةُ تقريب ميل القاطع لميل المنحنى في هذه الفترة. إذا  لاحظ أنه كلما قصُر طولُ الفترة بين نقطتي التقاطع ، زادت دِقَّ

واصلنا تقصير الفترة إلى درجة تكون فيها نقطتا التقاطع متطابقتين كما في الشكل (3) أعلاه، فإننا نحصل على مماس 
للمنحنى، وهو مستقيم يتقاطع مع المنحنى، ولكنه لا يعبره عند نقطة التماس. ويمثِّل ميل هذا المستقيم ميل المنحنى 

عند نقطة التماس.

ولتعريف ميل المماس لمنحنى عند النقطة (x, f(x)) فإنه يمكننا الرجوع إلى صيغة 
ميل القاطع المار بالنقطتين (x, f (x)) و (x + h, f (x + h)) كما في الشكل 

المجاور، ومنه يمكن كتابة ميل القاطع بالصيغة:

m =   
f (x + h) - f (x)

  __ 
(x + h) - x

   =   f (x + h) - f (x)
  __ 

h
     

ى هذه الصيغة قسمة الفرق. وتُسَمَّ

فكلما اقتربت النقطة  (x+h, f (x+h))  من النقطة (x, f(x)) ؛ أي كلما اقتربت قيمة 
 h من الصفر، فإن القاطع يقترب من مماس المنحنى عند النقطة  (x, f (x)) ؛ لذا يمكننا حساب ميل المماس

.h → 0 وهو مُعدل التغيّر اللحظي للدالة عند تلك النقطة على أنه نهاية ميل القاطع عندما

 ، (x, f (x)) �ع�د ���قط m هو ��� ������س (x, f(x)) �ع�د ���قط  f  ���دل ��تغّ�ر ��ل�ظي �لد��ُ

m  =  lim  h→0 ، ب��رط �أن تكون ���ت�ي� �وجودة. 
    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

 يُ�ط� ب�����غ�    

در��ت �إيج�د �تو��ط ُ��دّل 
��تغّ�ر ب���ت���ل ��ق�طع. 

)�ت�رة ���بق�(

�أجدُ ُ��دل ��تغّ�ر ��ل�ظي   ■

�د��� غ�ر خط�� ع�د 
�قط� ب����ب ��� ����س 
����� ��د��� ع�د تلك 

���قط�.
�أجدُ ����رع� ���تو��ط�   ■

���تجت�  ����رع� 
���تجت� ��ل�ظ��.

������س
tangent line

ُ��دل ��تغّ�ر ��ل�ظي
 instantaneous rate of

change

ق���� ��فرا
difference quotient

����رع� ���تجت� ��ل�ظ��
instantaneous velocity

y

xO x

(x, f(x))

x + h

(x + h, f(x + h))
y = f (x)

 مُعدل التغيّر اللحظي

  y =   (x - 2)  3  + 1:احسب ميل القاطع المار بمنحنى خطوة 2 
. x = 2.5 , x = 3.5 عندما

ظلِّل إحداثيِّي x لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين   
x = 2.5, x = 3.5 ، فيكون ميل القاطع يساوي 3.25

  y =   (x - 2)  3  + 1:احسب ميل القاطع المار بمنحنى  خطوة 3 
.x = 2.8 , x = 3.2 عندما

ظلِّل إحداثيِّي x لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين   
x = 2.8, x = 3.8 ، فيكون ميل القاطع يساوي 3.04

أوجد ميل 3  قواطع أخرى في فترات متناقصة حول النقطة (2 ,3). خطوة 4 

 كلّما نقص طول الفترة حول النقطة (2 ,3)، فإن ميل القاطع يقترب أكثر من العدد 3 ؛ لذا فإن ميل منحنى
y = (x - 2 )  3  + 1  عند النقطة (2 ,3) هو 3 تقريبًا.

تمارين :
ر ميل منحنى كل دالة مما يأتي عند النقطة المعطاة: قدِّ

y = (x + 1 )  2 , (-4, 9)   

y =  x  3  - 5, (2, 3)   

y = 4 x  4  -  x  2 , (0.5, 0)   

y =   √  x  , (1, 1)   

حلِّل النتائج

ل: صف ما يحدث لقاطع منحنى دالة عندما تقترب نقاط التقاطع من نقطة معطاة (a, b) على المنحنى. حلِّ   

خمّن: صِف كيف يمكنك إيجاد القيمة الفعلية لميل منحنى عند نقطة معطاةٍ عليه.   

 معمل الحاسبة البيانية: 
ميل المنحنى

The Slope of a Curve

[-1, 5] scl: 0.2 by [-10, 10] scl: 1

[-1, 5] scl: 0.2 by [-10, 10] scl: 1

1)

2)

3)

4)

5)

6)
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المما�س وال�سرعة المتجهة
Tangent Line and Velocity

عندما يقفز المظلي من ارتفاع ft 15000، فإن سرعته في اتجاه الأرض تزداد 
مع مرور الزمن؛ بسبب تسارع الجاذبية الأرضية، وتستمر سرعته في الازدياد 

حتى يفتح مظلته عند ارتفاع ft 2500 ، أو عندما يصل إلى السرعة المتجهة 
الحدية، وهي السرعة المتجهة التي ينعدم عندها تسارع المظلي، ويحدث هذا 

عندما تصبح محصلة القوى عليه صفرًا.

المما�سات: تعلمت سابقًا أن مُعدّل تغيّر منحنى دالة غير خطية يتغير من نقطة 
إلى أخرى عليه، ويمكن حساب متوسط مُعدّل تغيّر الدالة غير الخطية على 

 فترة باستعمال ميل القاطع. ففي التمثيلات البيانية أدناه للدالة
ا بالنقطة (1 ,1) ، وبنقطة أخرى مثل (9 ,3) ،    y =  x  2 والقاطع الذي يقطعه مارًّ

أو  (4 ,2)، أو (1.21 ,1.1) ، تجد أن القاطع يتخذ أوضاعًا مختلفة يتغير 
خلالها ميله.

y

xO

(1.1, 1.21)

(1, 1)

m = 2.1

   

y

xO

(2, 4)

(1, 1)

m = 3

   

y

xO

(3, 9)

(1, 1)

m = 4

ال�سكل )3( ال�سكل )2(  ال�سكل )1(   
ةُ تقريب ميل القاطع لميل المنحنى في هذه الفترة. إذا  لاحظ أنه كلما قصُر طولُ الفترة بين نقطتي التقاطع ، زادت دِقَّ

واصلنا تقصير الفترة إلى درجة تكون فيها نقطتا التقاطع متطابقتين كما في الشكل (3) أعلاه، فإننا نحصل على مماس 
للمنحنى، وهو مستقيم يتقاطع مع المنحنى، ولكنه لا يعبره عند نقطة التماس. ويمثِّل ميل هذا المستقيم ميل المنحنى 

عند نقطة التماس.

ولتعريف ميل المماس لمنحنى عند النقطة (x, f(x)) فإنه يمكننا الرجوع إلى صيغة 
ميل القاطع المار بالنقطتين (x, f (x)) و (x + h, f (x + h)) كما في الشكل 

المجاور، ومنه يمكن كتابة ميل القاطع بالصيغة:

m =   
f (x + h) - f (x)

  __ 
(x + h) - x

   =   f (x + h) - f (x)
  __ 

h
     

ى هذه الصيغة قسمة الفرق. وتُسَمَّ

فكلما اقتربت النقطة  (x+h, f (x+h))  من النقطة (x, f(x)) ؛ أي كلما اقتربت قيمة 
 h من الصفر، فإن القاطع يقترب من مماس المنحنى عند النقطة  (x, f (x)) ؛ لذا يمكننا حساب ميل المماس

.h → 0 وهو مُعدل التغيّر اللحظي للدالة عند تلك النقطة على أنه نهاية ميل القاطع عندما

 ، (x, f (x)) �ع�د ���قط m هو ��� ������س (x, f(x)) �ع�د ���قط  f  ���دل ��تغّ�ر ��ل�ظي �لد��ُ

m  =  lim  h→0 ، ب��رط �أن تكون ���ت�ي� �وجودة. 
    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

 يُ�ط� ب�����غ�    

در��ت �إيج�د �تو��ط ُ��دّل 
��تغّ�ر ب���ت���ل ��ق�طع. 

)�ت�رة ���بق�(

�أجدُ ُ��دل ��تغّ�ر ��ل�ظي   ■

�د��� غ�ر خط�� ع�د 
�قط� ب����ب ��� ����س 
����� ��د��� ع�د تلك 

���قط�.
�أجدُ ����رع� ���تو��ط�   ■

���تجت�  ����رع� 
���تجت� ��ل�ظ��.

������س
tangent line

ُ��دل ��تغّ�ر ��ل�ظي
 instantaneous rate of

change

ق���� ��فرا
difference quotient

����رع� ���تجت� ��ل�ظ��
instantaneous velocity

y

xO x

(x, f(x))

x + h

(x + h, f(x + h))
y = f (x)

 مُعدل التغيّر اللحظي


 اخت�سارات 

ي�كن �خت���ر ��ج�ل� ��� 
������س ������ ��د��� ب��� 

.�������
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يمكنك استعمال صيغة معدل التغيّر اللحظي لإيجاد ميل مماس منحنى عند نقطة عليه.

أوجد ميل مماس منحنى الدالة  y =  x  2 الممثَّلة بالشكل أدناه عند النقطة(1 ,1) .

=  lim  h→0
    
f(x + h) - f(x)

  __ 
h
  mغ� ُ��دّل ��تغّ�ر ��ل�ظي���

=  lim  h→0
    
f(1 + h) - f(1)

  __ 
h
  x = 1

=  lim  h→0
    
(1 + h )  2  -  1  2 

 __ 
h
  f(1 + h) = (1 + h )  2  ,  f(1) =  1  2 

=  lim  h→0
    1 + 2h +  h  2  - 1  __ 

h
   (1+h)2 فك ���قد�ر

=  lim  h→0
    
h(2 + h)

 _ 
h
ب�ّ�ط  

=  lim  h→0
   (2 + h)h �ق��م عل�

عوّ�س  ب�ّ�ط2 = 2+0=

أي أن ميل منحنى  y =  x  2 عند النقطة (1 ,1)  هو  2.
تحقق: من خلال التمثيل البياني للمنحنى ومماسه عند النقطة (1 ,1) نلاحظ أن ميل المستقيم الذي يمثِّل المماس 

يساوي 2 .
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد ميل مماس كل منحنى مما يأتي عند النقطة المعطاة:

y =  x  2  + 4, (-2, 8)  )1B  y =  x  2 , (3, 9)  )1A 

كما يمكنك استعمال صيغة مُعدل التغيّر اللحظي لإيجاد معادلة ميل المنحنى عند أي نقطة (x , f(x)) عليه .

أوجد معادلة ميل منحنى   y =   4 _ x عند أي نقطة عليه.

=  lim  h→0
     

f(x + h) - f(x)
  __ 

h
  mغ� ُ��دل ��تغّ�ر ��ل�ظي���

=  lim  h→0
    
  4 _ 
x + h

   -   4 _ x  
 _ 

h
  mf(x + h) =   4 _ 

x + h
    ,  f(x) =   4 _ 

x
  

=  lim  h→0
    
  - 4h _ 
x(x + h)

  
 _ 

h
  mطرح  ��ك��رين في �����ط ، ثم ��ت����ط�

=  lim  h→0
    -4h _ 
xh(x + h)

  mب�ّ�ط

=  lim  h→0
    -4 _ 
 x  2  + xh

  mثم ���رب ، h �ق��م عل�

=   -4 _ 
 x  2  + x(0)

  mعوّ�س

=   -4 _ 
 x  2 

  mب�ّ�ط

 ،   m = -   4 _ 
 x  2 

أي أن ميل المماس للمنحنى عند أي نقطة  (x, f(x)) عليه هو  
والشكل المجاور يبين ميل المنحنى عند ثلاث نقط مختلفة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتي عند أي نقطة عليه: 

y =  x  3   )2B  y =  x  2  - 4x + 2  )2A 


   مُعّدل التغيّر اللحظي
ع�د ح���ب �ت�ي� ��� 

�����تق�م ��ق�طع 
ع�د�� h→0 ، ف�إن ���د د 

����ق�� ب�د �إجر�ء 
�اخت���ر�ا ،  ��تي ت�توي 
���تغ�ر h ��ت���ح �أ��ف�رً�.

1ميل المما�س لِلمنحنى عند نقطة عليه

y

xO

(1, 1)

2ميل المنحنى عند اأي نقطة عليه

y

xO

−4

−8

−8

8

4

4 8

m = -   14

m = -4  
  

m =   
  

-  116 (1, 4)

(8, 0.5)

(-4, -1)
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ال�سرعة المتجهة اللحظية: تعلمت سابقًا طريقة حساب السرعة المتوسطة لجسم  يقطع مسافة f(t) في زمن 
مقداره t، من خلال قسمة المسافة المقطوعة على الزمن الذي استغرفه الجسم لقطع تلك المسافة. والسرعة المتجهة 

هي سرعة لها اتجاه. ويمكنك إيجاد السرعة المتوسطة المتجهة بالطريقة نفسها التي أوجدت بها السرعة المتوسطة 
مع توضيح اتجاهها باستعمال الإشارة في الناتج، فالإشارة الموجبة للناتج تعني اتجاه الأمام أو الأعلى، أما الإشارة 

السالبة فتعني اتجاه الخلف أو الأسفل.

  v  
avg

�إذ� �أُعطي �وقع ج��م �ت�رك بو��فه د��� في ��ز�ن f(t) ، ف�إن ����رع� ���تو��ط� ���تجت� �لج��م  
في ��فترة ��ز���� �ن a �إ�� b تُ�ط� ب�����غ�

 v  
avg

  =   
��تغّ�ر في ������ف�

    =    ��تغّ�ر في ��ز�ن  __  
 f(b) - f(a)

 _ 
b - a

     

جري: تمثِّل المعادلة f(t) = -1.3 t  2  + 12t المسافة بالأميال، والتي قطعها عدّاء بعد t ساعة باتجاه خط 
النهاية. ما سرعته المتوسطة المتجهة بين الساعتين الثانية والثالثة من زمن السباق؟

 . a = 2 ,  b = 3 اء عند الزمن أوجد أولًا المسافة الكلية التي قطعها العدَّ

f(t) =-1.3 t  2  + 12t ��د�� �اأ��ل����� f(t) = -1.3 t  2  + 12t

f(2) = -1.3(2 )  2  + 12(2) a = 2 , b = 3 f(3) = -1.3(3 )  2  + 12(3)

f(2)= 18.8 ب�ّ�ط f(3)= 24.3

استعمل الآن صيغة السرعة المتوسطة المتجهة.

 v  avg  =   
f(b) - f(a)

 _ 
b - a

���غ� ����رع� ���تو��ط� ���تجت�  

=   24.3 - 18.8 _ 
3 - 2

  f(b) = 24.3 ,  f(a) = 18.8, b = 3 , a = 2

ب�ّ�ط5.5 =

أي أن السرعة المتوسطة المتجهة للعدّاء بين الساعتين الثانية والثالثة هي mi/h 5.5  إلى الأمام.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

 تمثِّل  h(t) = 5 + 65t - 16 t  2 الارتفاع بالأقدام بعد t ثانية لبالون يصعد رأسيًّا، ما السرعة  بالون:  )3  
المتوسطة المتجهة للبالون بين t =2 s ، t = 1 s؟

إذا أمعنَّا النظر في إجابة المثال 3 ، نجد أنه تم حساب السرعة المتوسطة المتجهة من خلال 
إيجاد ميل القاطع الذي يمر بالنقطتين (18.8 ,2) ، (24.3 ,3) كما في الشكل المجاور. 

والسرعة المتجهة التي تم حسابها هي السرعة المتوسطة المتجهة خلال فترة زمنية ، وليست 
السرعة المتجهة اللحظية، والتي تساوي سرعة الجسم المتجهة عند لحظةٍ زمنيةٍ محددة.

ولإيجاد سرعة العدّاء المتجهة عند لحظةٍ زمنيةٍ محددة t ، فإننا نجد مُعدّل التغيّر 
اللحظي لمنحنى  f (t)  عند تلك اللحظة .

�إذ� �أُعطي �وقع ج��م �ت�رك بو��فه د��� في ��ز�ن f (t)  ، ف�إن ����رع� ���تجت� ��ل�ظ�� v(t) �ذ�ك 
��ج��م ع�د ��ز�ن t ت�ط� ب�����غ� 

v (t)  =  lim  h→0
     
f(t + h) - f(t)

  __ 
h

  

ب��رط �أن تكون هذه ���ت�ي� �وجودة.

ال�سرعة المتو�سطة المتجهة

33ال�سرعة المتو�سطة المتجهة

�أحرز ���دّ�ء �����ودي ���د ي�� ين 
ذه��� ����ا m 1500 في د رة �أ���ب 
�آ���� ���ق��� في �����ن ع�م 2010م، 

 في ���تو��ط فقد قطع ����ف� 
ك�لو�تر خلال 2:24:33 دق�ق� تقريً��.

f(t)

tO

10

15

20

5

1 2

(2, 18.8)

3

(3, 24.3)

ال�سرعة المتجهة اللحظية


 موقع الج�سم 

�وقع ��ج��م ع�دة ي�ط� 
ب���لاق� y = f(x)  ذ�ك 

�ت�ديد ���وقع في �����توى 
 ، x, y بدا�� �اإحد�ث��ن
�أ�� �إذ� �أُعطي بو��فه د��� 
في ��ز�ن t، فتذ� ي��ي 

 x ��اإز�ح� )����ل� ���رك�
 ���رك�� y ) ��وقع ��ج��م 

ع�د ��ل�ظ� t،  �إذ� ك��ت 
���رك� عل� خط ���تق�م 

ف�إن د��� ���وقع تكون �ف��ت� 
د��� ������ف� �ع �أخذ �اتج�ه 

ب��ن �اعت��ر.


 ���ق �أن عرفت ع�د در���� 

�اإحد�ث��ا ��قط��� �أن 
�اتج�ه �ه دا�� خ���� في 
������ف� ���تجت�  ��ز� ي� 

���تجت�، كذ�ك ف�إن �اتج�ه 
في ����رع� ���تجت� �ه دا�� 

خ����.
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سقطت كرة من قمة بناية ارتفاعها ft 2000 ، وتمثِّل الدالة  f(t) = 2000 - 16 t  2 ارتفاع الكرة عن سطح الأرض 
.5 s للكرة بعد v(t) ثانية من سقوطها. أوجد السرعة المتجهة اللحظية t بالأقدام بعد

لإيجاد السرعة المتجهة اللحظية، افترض أن t = 5 ، وطبق صيغة السرعة المتجهة اللحظية.

= lim  h→0
    
f(t + h) - f(t)

  __ 
h
   v (t) ��غ� ����رع� ���تجت� ��ل�ظ���

=  lim  h→0
    2000 - 16(5 + h )  2  - [2000 - 16(5 )  2 ]

   ___  
h
   v (5)  f(5 + h) = 2000 - 16(5 + h )  2 , 

f(5) = 2000 - 16(5 )  2 

= lim  h→0
    -160h - 16 h  2   __ 

h
فك ���قد�ر 2(h+5)  ���رب  ب�ّ�ط  

= lim  h→0
    
h(-160 - 16h)

  __ 
h
حلّ�  

= lim  h→0
  (-160 - 16h)h �ق��م عل�

عوّ�س  ب�ّ�ط160- = (0)16 - 160-=

أي أن سرعة الكرة بعد s 5 هي ft/s 160، أما الإشارة السالبة فتعني أن الكرة تهبط لأسفل.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

سقطت علبة مادة التنظيف من يد عامل في أثناء قيامه بتنظيف نافذة بناية على ارتفاع ft 1400 عن سطح   )4  
الأرض، وتمثل الدالة  h(t) = 1400 - 16 t  2 ارتفاع العلبة بالأقدام بعد t ثانية من سقوطها. أوجد السرعة 

. 7 s بعد v(t) المتجهة اللحظية للعلبة

يمكن إيجاد معادلة للسرعة المتجهة اللَّحظية عند أي زمن.

تُعطى المسافة التي يقطعها جسم بالسنتمترات بعد t ثانية بالدالة s(t) = 18t - 3 t  3  - 1 . أوجد معادلة السرعة 
المتجهة اللحظية v(t) للجسم عند أي زمن .

طبِّق صيغة السرعة المتجهة اللحظية.

=  lim  h→0
    s(t + h) - s(t)

  __ 
h
   v (t) ��غ� ����رع� ���تجت� ��ل�ظ���

=  lim  h→0
    18(t + h) - 3(t + h )  3  - 1 - [18t - 3 t  3  - 1]

    ____  
h
  s(t + h) = 18(t + h) - 3(t + h )  3   - 1 

s(t) = 18t - 3 t  3  - 1

=  lim  h→0
    18h - 9 t  2 h - 9t h  2  - 3 h  3   __ 

h
فك ���قد�ر 3(t+h)  ���رب  ب�ّ�ط  

=  lim  h→0
    
h(18 - 9 t  2  - 9th - 3 h  2 )

  __ 
h
حلّ�  

=  lim  h→0
  (18 - 9 t  2  - 9th - 3 h  2 )h �ق��م عل�

= 18 - 9 t  2  - 9t(0) - 3(0 )  2 عوّ�س  ب�ّ�ط

= 18 - 9 t  2 ب�ّ�ط

.v (t)  = 18 - 9 t  2  أي أنَّ معادلة سرعة الجسم المتجهة اللحظية عند أي زمن هي
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

تمثِّل الدالة  s(t) = 90t - 16 t  2 ارتفاع صاروخ بعد t ثانية من إطلاقه رأسيًّا من مستوى سطح البحر ، حيث   )5  
الارتفاع بالأقدام. أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية  v (t) للصاروخ عند أي زمن .

4ال�سرعة المتجهة اللحظية عند لحظة زمنية معينة


 التعوي�س 

تذكر �أن توزِّع �اإي��رة �������� 
�إ�� ي���ر f(t) عل� ك� حد ف�ت�.

5ال�سرعة المتجهة اللحظية عند اأي لحظة زمنية
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أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتي عند النقاط المعطاة: )�ث�ل 1(

y =  x  2  - 5x , (1, -4) , (5, 0)  1)  

y = 6 - 3x, (-2 , 12) , (6, -12)  2)  

y =   3 _ x   , (1, 3) , (3, 1)  3)  

y =  x  3  + 8 , (-2, 0) , (1, 9)  4)  

أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتي عند أي نقطة عليه: )�ث�ل 2(

y = - x  2  + 4x  6)  y = 4 - 2x  5)  

y =   1 _ 
 x  2 

   8)  y = 8 -  x  2  7)  

 y = -2 x  3  10)  y =   1 _ 
  √  x  

   9)  

تزلج: تمثِّل الدالة p(t) = 0.06 t  3  - 1.08 t  2  + 51.84  موقع   11)  
متزلج على سفح جليدي بعد t ثانية من انطلاقه. )�ث�ل 2(

t

p(t)

أوجد معادلة ميل السفح الجليدي عند أي زمن.  )a  

.t = 2 s, 5 s, 7 s أوجد الميل عندما  )b  

تمثِّل s(t) في كلٍّ مما يأتي بُعد جسم متحرك عن نقطة ثابتة بالأميال بعد 
t دقيقة. أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للجسم بالميل لكل ساعة في 
ل الدقائق إلى ساعات( :)�ث�ل 3( الفترة الزمنية المعطاة. )تذكر بأن تحوِّ

s(t) = 0.4  t  2  -   1 _ 
20

   t  3  ,  3 ≤ t ≤ 5  12)  

s(t) = 1.08t - 30 ,  4 ≤ t ≤ 8  13)  

 s(t) = 0.01 t  3  - 0.01 t   2  ,  4 ≤ t ≤ 7  14)  

s(t) = -0.5(t - 5 )  2  + 3 ,  4 ≤ t ≤ 4.5  15)  

 t الارتفاع بالأقدام بعد  f (t) = -16 t2 + 65 t + 12  تمثِّل المعادلة   16)  
ثانية لكرة قذفت إلى أعلى، ما السرعة المتوسطة المتجهة للكرة بين  

t = 15, 2t . )�ث�ل 3(

 t في كلٍّ مما يأتي بُعد جسم متحرك  عن نقطة ثابتة بالأقدام بعد f (t)تمثِّل
ثانية. أوجد السرعة المتجهة اللَّحظية لهذا الجسم عند الزمن 

المُعطى: )�ث�ل 4(

f (t) = 100 - 16 t  2 , t = 3  17)  

f (t) = 38t - 16 t  2 , t = 0.8  18)  

f (t) = -16 t  2  - 400t + 1700, t = 3.5  19)  

f (t) = 1275 - 16 t  2 , t = 3.8  20)  

f (t) = 73t - 16 t  2 , t = 4.1  21)  

f (t) = -16 t  2  + 1100, t = 1.8  22)  

تمثِّل s(t) في كلٍّ مما يأتي المسافة التي يقطعها جسم متحرك. أوجد 
معادلة السرعة المتجهة اللحظية  v(t) للجسم عند أي زمن : )�ث�ل 5(

s(t) = t - 3 t  2  24)  s(t) = 14 t  2  - 7  23)  

s(t) = 18 -  t  2  + 4t  26)  s(t) = 5t + 8  25)  

s(t) = 3 t  3  - 20 + 6t  28)  s(t) = 12 t  2  - 2 t  3  27)  

قفز مظلي: يمكنُ وصفُ ارتفاع مظلي   29)  

 بالأقدام عن سطح الأرض بعد t ثانية من قفزه
 . h(t) = 15000 - 16 t  2  بالدالة 

)�اأ�ثل� 5 ,4 ,3(

a(  أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للمظلي   
بين الثانيتين الثانية والخامسة من القفز.

b(  كم بلغت السرعة المتجهة اللحظية للمظَلِّي عند الثانية الثانية،   
وعند الثانية الخامسة؟

c(  أوجد معادلة سرعة المظلي المتجهة اللحظية عند أي زمن.  

غو�س: يُبيِّنّ الجدول أدناه ارتفاع غواص d  مقربًا لأقرب جزء من   30)  
عشرة بالأمتار عن سطح الماء بعد t ثانية من قفزه من مكان مرتفع 

نحو الماء.

t 0.5 0.75 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

d 43.8 42.3 40.1 34 25.3 14.3 0.75

a(  احسب السرعة المتوسطة المتجهة للغواص في الفترة الزمنية   
.0.5 ≤ t ≤ 1.0

b(  إذا كانت معادلة المنحنى لنقاط الجدول هي    
d(t) = -4.91 t  2 -0.04t+45.06 ، فأوجد معادلة سرعة 

 v(t) ثانية ، ثم استعمل t بعد v(t) الغواص المتجهة اللحظية
.3 s لحساب سرعته بعد



h
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 .75 ft/s كرة القدم: ركل سلمان كرة بسرعة رأسية قدرها  31)  

 افترض أن ارتفاع الكرة بالأقدام بعد t ثانية مُعطى بالدالة
. f(t) = -16 t  2  + 75t + 2.5

h

t

. v(t) أوجد معادلة سرعة الكرة المتجهة اللحظية  )a  

ما سرعة الكرة المتجهة بعد s 0.5 من ركلها؟  )b  

إذا علمت أن السرعة المتجهة اللحظية للكرة لحظة وصولها   )c  
إلى أقصى ارتفاع هي صفر، فمتى تصل إلى أقصى ارتفاع؟ 

ما أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة؟  )d  

فيزياء: تعطى المسافة التي يقطعها جسم يتحرك على مسار   32)  
مستقيم بالمعادلة d(t) = 3 t  3 +8t + 4 ، حيث t الزمن بالثواني ، 

و d المسافة بالأمتار.

أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية للجسم v(t) عند   )a  
أي زمن.

استعمل v(t) لحساب سرعة الجسم المتجهة عندما    )b  
t = 2 s, 4 s, 6 s


اكت�سف الخطاأ: سُئل علي وجميل   33)  

أن يصفا معادلة ميل مماس منحنى 
الدالة الممثَّلة بيانيًّا في الشكل المجاور 
عند أي نقطة على منحناها. فقال علي: 

إن معادلة الميل ستكون متصلة ؛ لأن 
الدالة الأصلية متصلة ، في حين قال 

جميل: إن معادلة الميل لن تكون 
ر إجابتك.  متصلة. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ فسِّ

f(x) = 2 x  4  + 3 x  3  - 2x أوجد معادلة ميل مماس منحنى : تحدٍّ  34)  
عند أي نقطة عليه. 

تبرير: هل العبارة الآتية صحيحة أو خاطئة " يقطع المماس   35)  
ر إجابتك. منحنى الدالة عند نقطة التماس فقط"؟ برِّ

 t تبرير: صح أم خطأ: إذا أُعطيت المسافة التي يقطعها جسم بعد  36)  
ثانية بـ s(t) = at + b ، فإن السرعة المتجهة اللحظية للجسم 

ر إجابتك. تساوي a دائمًا. برِّ

اكتب بيِّن لماذا تكون السرعة المتجهة اللحظية لجسم متحرك صفرًا   37)  
عند نقطة القيمة العظمى والصغرى لدالة المسافة.



احسب كل نهاية مما يأتي )إن وجدت( :)��در�س 4-2(

 lim  x→4
   ( x  2  + 2x - 2)  38)  

  lim  x→-1
 (- x  4  +  x  3  - 2x + 1)  39)  

 lim  x→0
   (x + sin x)  40)  

احسب كل نهاية مما يأتي )إن وجدت(: )��در�س 4-2(

 lim  x→∞ 
   3 x  2  +x + 1  _ 

 2x  2  + 5
   41)  

 lim  x→∞ 
    x  3  - x  2  + 2  _ 
 x  4  +  x  3  +3x

   42)  



 ما معادلة ميل منحنى   y = 2 x  2 عند أي نقطة عليه؟   43)  

 m = x  C  m = 4x  A  

m = - 4x  D  m = 2x  B  

(44   سقطت كرة بشكل رأسي، فكانت المسافة التي تقطعها بالأقدام   

    lim  h→0 
    
d(2+h)-d(2)

 __ 
h
بعد t ثانية تعطى بالدالة  d(t) = 16 t  2. إذا كانت   

تمثِّل السرعة المتجهة للكرة بعد s 2 ، فكم تساوي هذه السرعة ؟
64 ft/s  C  46 ft/s  A  

72 ft/s  D  58 ft/s  B  

 ماميل مماس منحنى  y =  x  3  + 7 عند النقطة (34 , 3)؟   45)  

27  C  -9  A  

34  D  9  B  

y

xO

f(x) = x



)4-2 ر كل نهاية مما يأتي: )الدر�س قدِّ

  lim  
x→ 0  +  

   
|x|

 _ x      lim  
x→ 0  +  

   sin x _ x    

  lim  x→ 0  -  
   cos x - 1 _ x      lim  x→ 3  -  

   2 x  2  - 18 _ 
x - 3

    

 lim  x→1
    √   x  3  + 3     lim  x→3

     2x _ 
 x  2  + 1

    

 lim  x→3
    
|4 -x|

 _ 
  √  3x  

      lim  x→-4
    
  √  x + 20  

 _ x    

ا بحيث تُعطى قيمتها بآلاف الريالات     تزداد قيمة تحفة فنية فريدة سنويًّ

)4-1  _ v(t) =   400t + 2 . )الدر�س
2t + 15

بعد t سنة بالعلاقة    

.0 ≤ t ≤ 10 بيانيًّا في الفترة v(t) مثِّل الدالة  )a  

استعمل التمثيل البياني؛ لتقدير قيمة التحفة الفنية عندما  )b   
.t = 2, 5, 10

.  lim  t→∞
 v(t) استعمل التمثيل البياني لتقدير  )c  

وضّح العلاقة بين النهاية وسعر التحفة الفنية.  )d  

احسب كل نهاية مما يأتي بالتعويض المباشر ، إذا كان ممكنًا، وإلا فاذكر 
)4-2 السبب. )الدر�س

 lim  x→9
     x  2  + 1 _ 
  √  x   - 3

    

  lim  x→-2
  (2 x  3  +  x  2  - 8)   

حياة بريَّة: يمكن تقدير عدد الغزلان بالمئات في محمية بالعلاقة     

  __  P(t) =   10 t  3  - 40t + 2   ، وذلك بعد t سنة ، حيث t ≥ 3. . ما أكبر 
2 t  3  + 14t + 12

)4-2 عدد للغزلان يمكن أن يوجد في هذه المحمية؟ )الدر�س

)4-2 احسب كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: )الدر�س

  lim  x→∞
    2 x  3  - x - 2 _ 

4 x  3  + 5 x  2 
      lim  x→∞

  (15 -  x  2  + 8 x  3 )   

  lim  x→∞
  (10 x  3  - 4 +  x  2  - 7 x  4 )     lim  x→∞

    2 x  2  + 5x - 1  __  
2 x  4  - 14 x  2  + 2

    

  lim  x→0
    2 x  2  + 5 _ 
10 -  (2.7)    

16 _ x   
ر      اختيار من متعدد : قدِّ    

)4-1  )الدر�س

  1 _ 2   B غير موجودة   A  

-∞  D  ∞  C  

 أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتي عند النقاط المعطاة: 
)4-3 )الدر�س

y =  x  2  - 3x , (2, -2) , (-1, 4)   

y = 2 - 5x , (-2, 12) , (3, -13)   

y =  x  3  - 4 x  2  , (1, -3) , (3, -9)   

األعاب نارية: انطلقت قذيفة ألعاب نارية رأسيًّا إلى أعلى بسرعة    
ft/s 90، وتمثِّل الدالة h(t) = -16 t  2  + 90t + 3.2  الارتفاع 

)4-3 الذي تبلغه القذيفة بعد t ثانية من إطلاقها. )الدر�س

أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية v(t) للقذيفة.  )a  

ما السرعة المتجهة للقذيفة بعد s 0.5 من الإطلاق؟  )b  

ما أقصى ارتفاع تبلغه القذيفة؟  )c  

اختيار من متعدد: أيٌّ مما يأتي يمثِّل معادلة ميل منحنى    
)4-3 y = 7 x  2  - 2  عند أي نقطة عليه؟ )الدر�س

  m = 7x - 2  C  m = 7x  A  

m = 14x - 2  D  m = 14x  B  

 . s (t) دقيقة بالدالة t تُعطى المسافة التي يقطعها جسم متحرك بالأميال بعد
أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للجسم في كل مما يأتي بالميل 

ر أن تحول الدقائق إلى  لكل ساعة على الفترة الزمنية المعطاة. تذكَّ
)4-3 ساعات. )الدر�س

s(t) = 12 + 0.7t ,  2  ≤ t ≤  5   

s(t) = 2.05t - 11 ,  1  ≤ t ≤  7   

s(t) = 0.9t - 25 , 3 ≤ t ≤ 6   

s(t) = 0.5 t  2  - 4t , 4 ≤ t ≤ 8   

أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية v(t) لجسم يُعطى موقعه عند أي 
)4-3 زمن بالعلاقة h(t) في كل مما يأتي:  )الدر�س

h(t) = 4 t  2  - 9t   

h(t) = 2t - 13 t  2   

h(t) = 2t - 5 t  2   

h(t) = 6 t  2  -  t  3   

اختبار منت�صف الف�صل
الدرو�س من 1 - 4 اإلى 3 - 4

2) 1)

4) 3)

6) 5)

8) 7)

9)

10)

11)

12)

14) 13)

16) 15)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)
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الم�صتقات
Derivatives

 . 65 ft/s 3، فانطلقت بسرعة ft ركل أحمد كرةً رأسيًّا إلى أعلى من ارتفاع
يمكنك استعمال معادلات الحركة بتسارع ثابت، التي درستها في الفيزياء لكتابة 

دالة تصف ارتفاع الكرة بعد t ثانية، ومن ثم تحديد ما إذا كانت الكرة ستبلغ ارتفاع 
ft 68 أم لا.

قواعد اأ�صا�صية للا�صتقاق: استعملت النهايات في الدرس 3 - 4 لتحديد ميل 
مماس منحنى الدالة f (x) عند أي نقطة عليه ، وتُسمى هذه النهاية مشتقة الدالة 

ويرمز لها بالرمز f ′(x) ، وتُعطى بالصيغة:

   f ′(x)  =   lim    
h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h
  

ى النتيجة معادلة تفاضلية. ى عملية إيجاد  المشتقة الاشتقاق، وتُسمَّ بشرط وجود هذه النهاية، وتُسمَّ

. x = 1 , 5 باستعمال النهايات، ثم احسب قيمة المشتقة عندما   f (x) = 4 x  2  - 5x + 8 أوجد مشتقة

=   lim    
h→0

    
f(x + h) - f(x)

  __ 
h
  f ′(x)ايغةوتام�اهنة�

=   lim    
h→0

    4(x + h )  2  - 5(x + h) + 8 - (4 x  2  - 5x + 8)
    ____  

h
   f (x + h) = 4(x + h )  2  - 5(x + h) + 8و, 

f (x) = 4 x  2  - 5x + 8و

=   lim    
h→0

    8xh + 4 h  2  - 5h  __ 
h
ب�اّط  

=   lim    
h→0

    
h(8x + 4h - 5)

  __ 
h
حلّل  

=   lim    
h→0

  (8x + 4h - 5)hتق�اموعلىو

= [8x + 4(0) - 5] = 8x - 5عوّ�ض

.  x =1 , 5 عندما  f ′(x) احسب .  f ′(x) = 8x - 5 هي  f (x) أي أن مشتقة

= 8x - 5f ′(x)8 =تامعلداةوتاأ�اليةx - 5f ′(x)

= 8(5) - 5f ′(5)x = 1 , x =5= 8(1) - 5f ′(1)

= 35f ′(5)3 =ب�اّطf ′(1)

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة f (x)  باستعمال النهايات، ثم احسب قيمة المشتقة عند قيم x المعطاة:

f (x) = -5  x   2  + 2x - 12, x = 1 , 4  )1B  f (x) = 6  x   2  + 7, x = 2 , 5  )1A 

 _ d       ، فإن ذلك يعني إيجاد 
dx

    , ′ y  ، وإذا سبق الدالة المؤثر التفاضلي  
df

 _ 
dx

    ,    
dy

 _ 
dx

يُرمز لمشتقة y = f (x)  أيضًا بالرموز    
مشتقة الدالة.

در�اتُوح�البوميلوتاممل�الاو
رو اإاجلدومُعدّلوتاهغيُّ

تالحظي. )تادر�ضو4-3( 

تأجدُوميلومقحقىودتاةو  ■

غيروخطيةوبل�اهعمللو
تام�اهنلا.

تأ�اهعملُوقوتعدوتاياهنلاو  ■

اإاجلدوتام�اهنلا.

تام�اهنة
derivative

تاياهنلا
differentiation

تامعلداةوتاهفل�الية
differential equation

تاموؤثروتاهفل�الي
differential operator

1م�صتقة دالة عند اأي نقطة


 الم�صتقات 

  f  وم�اهنةf ′(x)اُنرتأوتارمزو
وبلاق�ابةوالمهغير

xو، تأ وf prime of xو.

 �صرف الدين الطو�صي 
تاعلاموتام�المويارفوتادانوتاطو�اي 

)تامهوفىوعلمو610هـ(ومنوخلالو
ودرت�اههوتامعلدااوتاهيودرجهتلو≥3

ت�اهعملوفيوحلوهذهوتامعلداا، 
تانيمةوتاعظمىوالعبلرتاوتاجبراة، 

 تأخذ" تام�اهقوتاأ ل "اتذهوتاعبلرتاو
منود نوتأنوا�اهعملوت�امه )تام�اهقو

تاأ ل(،  برهنوعلىوتأنوجذروتامعلداةو
تاهيواح�الوعليتلوتإذتوملوعُوِّ�ضوبهو
فيوتاعبلرةوتاجبراة، تأعطىوتانيمةو

تاعظمىوالعبلرة.

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH4-L6

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
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المشتقات

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-النهايات والاشتقاق

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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حتى هذه اللحظة استعملت النهاية؛ لإيجاد كلٍّ من المشتقة وميل المماس والسرعة المتجهة اللحظية. وتُعدُّ قاعدة 
مشتقة القوة من أكثر القواعد فعالية لإيجاد المشتقات من دون اللجوء إلى استعمال النهايات، مما يجعل عملية إيجاد 

المشتقات أكثر سهولةً ودقة.

التعبير اللفظي:  قوة x في تام�اهنة تأقل بوتحد من قوة x في تادتاة تاأ�الية،  معلمل x في تام�اهنة 
ا�ال ي قوة x في تادتاة تاأ�الية.

.  f ′( x) = n  x   n - 1  :عدد حنيني، فلإن n حيث ،  f (x) =  x   n  تإذت كلن الرموز: 

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:
f (x) =  x   9  )a  

=   x  9 f (x)تادتاة تامعطلة

= 9 x  9 - 1 f ′(x)قلعدة م�اهنة تانوة

= 9 x  8 ط ب�اِّ

g(x) =   
5
 √   x  7    )b  

=   
5
 √   x  7   g(x)تادتاة تامعطلة

=  x  
  7 _ 
5
  
 g(x)تأعد كهلبة تادتاة كنوّة ن�ابية

=   7 _ 
5
    x     

7 _ 
5
   - 1 g ′(x)قلعدة م�اهنة تانوة

=   7 _ 
5
    x   

  2 _ 
5
  
  =   7 _ 

5
     

5
 √   x  2   ط ب�اِّ

h(x) =   1 _ 
 x  8 

   )c  

=   1 _ 
 x  8 

  h(x)تادتاة تامعطلة

=  x  -8 h(x)تأعد كهلبة تادتاة كنوّة �الابة

= - 8  x   -8 - 1 h′(x)قلعدة م�اهنة تانوة

= - 8  x   -9  = -   8 _ 
 x  9 

ط    ب�اِّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

m(x) =   1 _ 
 x  5 

   )2C  k(x) =    √   x  3    )2B  j(x) =  x  4   )2A 

. هناك العديد من قواعد الاشتقاق الأخرى المهمة التي تفيد في إيجاد مشتقات الدوال التي تحوي أكثر من حدٍّ

م�صتقة الثابت:   م�اهنة تادتاة تاثلبهة ت�ال ي �افرًت؛ تأي تأنه تإذت كلنت f (x) = c ، حيث c عدد ثلبت ، 
. f  ′(x) = 0 فلإن

.  f   ′(x) = c n  x   n - 1 :عدد حنيني، فلإن n   ،ثلبت c حيث ، f (x) = c  x  n  تإذت كلنت م�صتقة م�صاعفات القوّة: 
.  f  ′(x) = g ′(x) ± h ′(x):فلإن ،   f (x) = g(x) ± h(x):تإذت كلنت م�صتقة المجموع اأو الفرق: 

قاعدة م�صتقة القوة

2قاعدة م�صتقة القوة


 م�صتقات القوى ال�صالبة 
م�اهنة  f (x) =  x  - 4 اي�ات 
 f ′(x) = - 4  x   -3 . تذكر 

بلأنقل اجب تأن نطرح  تحدًت من 
 تاأ�ض ؛ اقح�ال على:

 5-=(1-) + 4- = 1 - 4 -؛

. f ′(x) = - 4  x  -5  اذت فلإن

قواعد اأخرى للا�صتقاق
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أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

f (x) = 5 x  3  + 4  )a  

= 5 x  3  + 4f(x)تادتاة تامعطلة

= 5 · 3 x  3 - 1  + 0f ′(x)قوتعد م�اهنلا تاثلبت،  م�العفلا تانوى،  تامجموع

= 15 x  2 ط ب�اِّ

g(x) =  x  5 (2 x  3  + 4)  )b  

=  x  5 (2 x  3  + 4)g(x)تادتاة تامعطلة

= 2 x  8  + 4 x  5 g(x)خل�اية تاهوزاع

= 2 · 8 x  8 - 1  + 4 · 5 x  5 - 1 g′(x)قلعدتل م�اهنهَي م�العفلا تانوى،  تامجموع

= 16 x  7  + 20 x  4 ط ب�اِّ

h(x) =   5 x  3  - 12x + 6  √   x  5   
  __ x   )c  

=   5 x  3  - 12x + 6  √   x  5   
  __ x  h(x)تادتاة تامعطلة

=   5 x  3  _ x   -   12x _ x   +   6  √   x  5   
 _ x  h(x)x تق�ام كل حدٍّ في تاب�اط على

= 5 x  2  - 12 + 6  x    
3 _ 
2
    h(x) x    

5 _ 
2
    ·  x  - 1  =  x    

3 _ 
2
    

= 5 ·  2 x  2 - 1  - 0 + 6 ·   3 _ 
2
    x    

3 _ 
2
   - 1 h′(x)قوتعد م�اهنلا تاثلبت،  م�العفلا تانوى،  تامجموع  تافرا

= 10x + 9 x    
1 _ 
2
     = 10x + 9  √  x  ط ب�اِّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

h(x) =   4 x  4  - 3 x  2  + 5x  __ x   )3C   g(x) = 3 x  4 (x + 2)  )3B  f(x) = 2 x  5  -  x  3  - 102  )3A 

الآن ، وبعد أن درست القواعد الأساسية للاشتقاق، يمكنك حل المسائل التي تتطلب حساب ميل مماس المنحنى، أو 
إيجاد السرعة المتجهة اللحظية بخطوات أقل، ففي مثال 5 من الدرس 3-4 ، أوجدنا معادلة السرعة المتجهة اللحظية 

لجسمٍ متحركٍ، وستلاحظ الآن سهولة حل المسألة نفسها بتطبيق قواعد الاشتقاق.

تُعطى المسافة التي يقطعها جسم بالسنتمترات بعد t ثانية بالدالة: s(t) = 18t - 3 t  3  - 1 ، أوجد معادلة السرعة 
المتجهة اللحظية v(t) للجسم.

. s′(t) السرعة المتجهة اللحظية للجسم هي

= 18t - 3 t  3  - 1s(t)تادتاة تامعطلة

= 18 · 1 t  1 - 1  - 3 · 3 t  3 - 1  - 0s′(t)قوتعد م�اهنلا تاثلبت،  م�العفلا تانوى،  تافرا

= 18 - 9 t  2 ط ب�اِّ

أي أن سرعة الجسم المتجهة اللحظية هي:  v(t) = 18 - 9 t  2  ، لاحظ أن هذه الإجابة مكافئة لتلك التي حصلت 
عليها في المثال 5 من الدرس 3 - 4 .

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
الدالة:  h(t) = 55t - 16 t  2 تمثِّل الارتفاع بالأقدام بعد t ثانية لكرة قُذِفت رأسيًّا إلى أعلى. أوجد معادلة   )4  

السرعة المتجهة اللحظية للكرة عند أي زمن .

3قواعد الا�صتقاق


 الم�صتقات 

تإذت كلنت f (x) = x ، فلإن 
 f (x) تإذت كلنت   ، f ′(x) = 1

. f ′( x) = c فلإن ، = cx


 اله�اتيل امكقك تإاجلد كلٍّ من 

ميل تاممل�ض امقحقى تادتاة، 
 تا�ارعة تامهجتة تالحظية، 
 م�اهنة تادتاة، بل�اهخدتم 
تانوتعد مل ام اُطلب مقك 

ت�اهخدتم تاقتلالا اإاجلد تأيٍّ 
مقتل.

4ال�صرعة المتجهة اللحظية
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ى نقطةً حرجةً للدالة، والنقطة الحرجة قد تشير إلى  النقطة التي تكون عندها مشتقة الدالة صفرًا أو غير موجودة تُسمَّ
وجود نقطة قيمة عظمى أو صغرى للدالة ، وتحدثُ عندما يكون ميل مماس منحنى الدالة صفرًا أو غير موجود.

 ، [a, b] مه�الة على تافهرة تامغلنة f (x) تإذت كلنت
 ، [a, b] فلإن اتل قيمة عظمى  �اغرى على تافهرة

 ذاك تإمل عقد تأحد طرفَي تافهرة تأ  عقد تإحدَى 
تاقنلط تاحرجة.

لتعيين نقاط القيم العظمى والصغرى للدالة على فترة مغلقة، لا بد من حساب قيم الدالة عند أطراف الفترة، وعند 
النقاط الحرجة في تلك الفترة.

 t تمثِّل ارتفاع إبراهيم بالأقدام في أثناء ركوبه أفعوانية، حيث  h (t) = -   1 _ 
3
   t   3  + 4 t   2  +   11 _ 

3
اأفعوانية: الدالة:   

الزمن بالثواني في الفترة الزمنية [12 ,1] ، أوجد أقصى وأدنى ارتفاع يبلغه إبراهيم.

. h(t) أوجد مشتقة

= -   1 _ 
3
    t  3  + 4 t  2  +   11 _ 

3
  h(t)تادتاة تامعطلة

= -   1 _ 
3
   · 3  t  3 - 1  + 4 · 2 t  2 - 1  + 0h′(t)قوتعد تياهنلا تاثلبت،  م�العفلا تانوى،  تامجموع،  تافرا

= -  t  2  + 8tب�اّط

. h′(t) = 0 أوجد النقاط الحرجة بحل المعادلة

= 0h′(t)تكهب تامعلداة

= 0- t  2  + 8th′(t) = -  t  2  + 8t

= 0-t(t - 8)حلّل

إذن: t = 8  أو t = 0 ، وحيث إن t = 0 لا تقع في الفترة [12 ,1] ، فإن للدالة نقطة حرجة واحدة عند t = 8 ؛ لذا 
. t = 1, 8, 12 عندما h(t) نحسب قيم

= -   1 _ 
3
  (1 )  3  + 4(1 )  2  +   11 _ 

3
   ≈ 7.33h(1)

= -   1 _ 
3
  (8 )  3  + 4(8 )  2  +   11 _ 

3
   = 89h(8)قيمة عظمى

= -   1 _ 
3
  (12 )  3  + 4(12 )  2  +   11 _ 

3
   ≈ 3.67h(12)قيمة �اغرى

.12 s 3.67 تقريبًا بعد ft 8، في حين أن أدنى ارتفاع هو s 89، وذلك بعد ft أي أن أقصى ارتفاع يبلغه إبراهيم هو

 _ h(t) = -   1  المجاور على 
3
    t  3 + 4 t  2  +   11 _ 

3
التمثيل البياني للدالة:     التحقق من الحل 

ز هذه النتيجة ، حيث يبيِّن  الفترة [12 ,1] باستعمال الآلة البيانية يعزِّ
 .t = 8 s 89 ، ويكون عندما ft التمثيل البياني أن أعلى ارتفاع يساوي

✔ t = 12 s وأدنى ارتفاع يساوي 3.67، ويكون عندما

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ريا�صة القفز: الدالة: h(t) = 20 t  2  - 160t + 330 تمثِّل ارتفاع سعد بالأقدام في أثناء مشاركته في قفزة   )5  

(، حيث t الزمن بالثواني في  البنجي )القفز من أماكن مرتفعة، بحيث تكون القدمان موثقتين بحبلٍ مطاطيٍّ
الفترة [6 ,0] . أوجد أقصى وأدنى ارتفاع يبلغه سعد في هذه الفترة الزمنية.

نظرية القيمة الق�صوى



a b


O

y y

x x

y = f(x) y = f(x)

a b
 Lim  f(x)

x� 0

55القيمتان العظمى وال�صغرى لدالة

تزدتدا �ارعة تاأفعوتنيلا حداثًل 
اه�ال تإاى mi/h 120 ،  كذاك 
 .450 ft تزدتدا ترتفلعلتتل اهبلغ


 دالة كثيرة الحدود  

مجلل تعراف دتاة كثيرة 
تاحد د هو مجموعة تاأعدتد 

تاحنينية اذاك تإذت كلنت 
تام�اهنة دتاة كثيرة حد دٍ، 
فلإن تاقنلط تاحرجة توجد 
فنط عقدمل تكون تام�اهنة 

 �افرًت.
 اذاك عقد تإاجلد تانيم 
تاعظمى  تا�اغرى ادتاة 

كثيرة حد د f(x) على فهرة 
[a, b]، نجد قيم تادتاة عقد 
طرفَي تافهرة  عقد تأي قيمةٍ 

. f’(x)=0 تكون عقدهل x ِاـ
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تَي  تين تساوي مجموع مشتقَّ تَي ال�صرب والق�صمة: تعلَّمت في هذا الدرس أن مشتقة مجموع دالَّ قاعدتا م�صتقَّ
تين، فهل تكون مشتقة ناتج ضرب دالتين مساويةً لناتج ضرب مشتقتَي الدالتين؟ افترض أن:   الدالَّ

. f (x) = x , g(x)  = 3 x  3  

م�صتقة ال�صرب
  d _ 
dx

   [  f(x) · g(x)] =   d _ 
dx

   [x · 3 x  3 ]

 =   d _ 
dx

   (3 x  4 ) = 12  x  3 

�صرب الم�صتقات
  d _ 
dx

    f(x) ·   d _ 
dx

   g(x) =   d _ 
dx

   (x) ·   d _ 
dx

   (3 x  3 )

 = 1 · 9 x  2  = 9 x  2 

تين لا تساوي بالضرورة ناتج ضرب مشتقتَي الدالتين، ويمكننا استعمال  يتضح من هذا المثال أن مشتقة ناتج ضرب دالَّ
تين. القاعدة الآتية لإيجاد مشتقة ناتج ضرب دالَّ

.    d _ 
dx

   [ f (x) g(x)] = f ′(x) g(x) + f (x) g′(x) :فلإن ، x موجودة عقد g  َ f  تإذت كلنت م�اهنة كلٍّ من تادتاهين

�اهبرهن قلعدة م�اهنة تا�ارب في تاهمران 48

أوجد مشتقة كل دالةٍ مما يأتي:
h(x) = ( x   3  - 2x + 7)(3 x   2  - 5)  )a  

. h(x) = f(x)g(x) :أي أن ، f (x) =  x   3  - 2 x + 7 , g(x) = 3 x   2  - 5 :افترض أن   

=  x  3  - 2x + 7f (x)من تافر�ض

= 3  x  2  - 2f ′(x)قوتعد م�اهنلا تانوة،  م�العفلا تانوى،  تاثلبت،  تامجموع  تافرا

= 3  x  2  - 5g(x)من تافر�ض

= 6 xg′(x)قوتعد م�اهنلا م�العفلا تانوى،  تاثلبت،  تافرا

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g′(x) استعمل   

= f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)h′(x)قلعدة م�اهنة تا�ارب

= (3 x  2  - 2)(3 x  2  - 5) + ( x  3  - 2x + 7)(6x)عوّ�ض

= 9 x  4  - 15 x  2  - 6 x  2  + 10 + 6 x  4  - 12 x  2  + 42xخل�اية تاهوزاع

= 15 x  4  - 33 x  2  + 42x + 10ب�اّط

h(x) = ( x  3  - 4 x  2  + 48x - 64)(6 x  2  - x - 2)  )b  

. f (x) =  x   3  - 4 x   2  + 48x - 64 , g(x) = 6 x   2  - x - 2 :افترض أن   

= x  3  - 4 x  2  + 48x - 64f (x)من تافر�ض

= 3 x  2  - 8x + 48f ′(x)قوتعد م�اهنلا تانوة،  م�العفلا تانوى،  تاثلبت،  تامجموع  تافرا

= 6 x  2  - x - 2g(x)من تافر�ض

= 12x - 1g′(x)قوتعد م�اهنلا  م�العفلا تانوى،  تانوة،  تاثلبت،  تافرا

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g′(x) استعمل   

= f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)h′(x)قلعدة م�اهنة تا�ارب

= (3 x  2  - 8x + 48)(6 x  2  - x - 2) + ( x  3  - 4 x  2  + 48x - 64)(12x - 1)عوّ�ض

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة كل دالةٍ مما يأتي:

h(x) = ( x  2  +  x  3  + x)(8 x  2  + 3)  )6B  h(x) = ( x  5  + 13 x  2 )(7 x  3  - 5 x  2  + 18)  )6A 

قاعدة م�صتقة ال�صرب

6قاعدة م�صتقة ال�صرب


 قاعدة م�صتقة ال�صرب  

اَقهج عن قلعدة م�اهنة 
تا�ارب مندتر امكن تب�ايطه. 
ل تركه على حلاه   امكقك تأا�اً
من د ن تب�ايط، مل ام تكن 

في حلجة تإاى تب�ايطه.
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بطريقة التبرير نفسها في مشتقة الضرب، يمكنك ملاحظة أن مشتقة ناتج قسمة دالتين لا تساوي ناتج قسمة مشتقتَي 
الدالتين، ويمكن استعمال القاعدة الآتية لحساب مشتقة قسمة دالتين.

تإذت كلنت م�اهنة كلٍّ من تادتاهين f , g  موجودة عقد x ،  كلن g(x) ≠ 0 ، فلإن:

   d _ 
dx

   ⎡ 
 
 ⎢   

⎣
   
f(x)

 _ 
g(x)

   ⎤ 
 
 ⎥   

⎦
  =   

f ′(x) g (x) - f (x) g′(x)
  __  

[ g(x) ]  2 
   

�اهبرهن قلعدة م�اهنة تان�امة في تاهمران 50 

أوجد مشتقة كل دالةٍ مما يأتي:

h(x) =   5 x  2  - 3 _ 
 x  2  - 6

   )a  

. h(x) =   
f(x)

 _ 
g(x)

افترض أن: f (x) = 5 x  2  - 3 , g(x) =  x  2  - 6  ؛ أي أن:       

= 5 x  2  - 3f (x)من تافر�ض

= 10xf ′(x)قوتعد م�اهنلا م�العفلا تانوى ،  تاثلبت،  تافرا

=  x  2  - 6g(x)من تافر�ض

= 2xg′(x)قوتعد م�اهنلا تانوة ،  تاثلبت ،  تافرا

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g ′(x) استعمل   

=   
f ′(x) g (x) - f(x) g ′(x)

  __  
[ g(x) ]  2 

  h′(x)قلعدة م�اهنة تان�امة

=   
10x( x  2  - 6) - (5 x  2  - 3)(2x)

   ___  
( x  2  - 6 )  2 

عوّ�ض  

=   10 x  3  - 60x - 10 x  3  + 6x  __  
( x  2  - 6 )  2 

خل�اية تاهوزاع  

=   - 54x _ 
( x  2  - 6 )  2 

ب�اّط  

h(x)  =    x  2  + 8
 _ 

 x  3  - 2
   )b  

.  f (x) =  x  2  + 8 ,  g(x) =  x  3  - 2 :افترض أن   

=  x  2  + 8f (x)من تافر�ض

= 2xf ′(x)قوتعد م�اهنلا تانوة ،  تاثلبت،  تامجموع

=  x  3  - 2g(x)من تافر�ض

= 3 x  2 g ′(x) قوتعد م�اهنلا تانوة ،  تاثلبت،  تافرا

. h(x) لإيجاد مشتقة  f (x), f ′(x), g(x), g′(x) استعمل   

=   
f ′(x) g(x) - f (x) g′(x)

  __  
[ g(x) ]  2 

  h′(x)قلعدة م�اهنة تان�امة

=   
2x( x  3  - 2) - ( x  2  + 8)3 x  2 

  __  
( x  3  - 2 )  2 

عوّ�ض  

=   - x  4  - 24 x  2  - 4x  __ 
( x  3  - 2 )  2 

فك تاأقوت�ض، ثم ب�اّط  

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد مشتقة كل دالةٍ مما يأتي:

k(x) =   6x _ 
2 x  2  + 4

   )7B  j(x) =   7x - 10 _ 
12x + 5

   )7A 

قاعدة م�صتقة الق�صمة

7قاعدة م�صتقة الق�صمة


 قاعدة م�صتقة الق�صمة 
اُعدّ تب�ايط نلتج م�اهنة 

ل في كثير من  تان�امة متمًّ
تاهملران ، تإا تأنه اي�ض من 

تا�ار ري فك تأقوت�ض تامنلم، 
مل ام اقهج عن ذاك تب�ايط 

تأكثر.
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أوجد مشتقةَ كلِّ دالة مما يأتي باستعمال النهايات، ثم احسب قيمة المشتقة 
و)مثللو1و( عند النقاط المعطاة:

f(x) = 4 x  2  - 3 , x = 2 , -1  1)  

g(t) = - t  2  + 2t + 11 , t = 5 , 3  2)  

m( j) = 14j - 13 , j = -7 , -4  3)  

v(n) = 5 n  2  + 9n - 17 , n = 7 , 2  4)  

r(b) = 2 b  3  - 10b , b = -4 , -3  5)  

و)تامثلانو3 , 2و( أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي :

z(n) = 2  n  2  + 7n  7)  y (  f  ) = -11 f  6)  

b(m) = 3 m  
  2 _ 
3
  
  - 2 m    

3 _ 
2
    9)  g(h) = 2  h  

  1 _ 
2
  
  + 6  h   

  1 _ 
3
  
  - 2 h  

  3 _ 
2
  
  8)  

f (x) = 3 x    
1 _ 
2
    -  x    

3 _ 
2
    + 2 x  

-  1 _ 
2
  
  11)  n(t) =   1 _ 

t
   +   3 _ 

 t  2 
   +   2 _ 

 t  3 
   + 4  10)  

p(k) =  k  5.2  - 8 k  4.8  + 3k  13)  q(c) =  c  9  - 3  c  5  + 5  c  2  - 3 c  12)  

درجات حرارة: تُعطى درجة حرارة إحدى المدن بالفهرنهايت في   14)  
أحد الأيام بالدالة : 

،   f (h) = - 0.0036  h  3  - 0.01  h  2  + 2.04 h + 52 
و)مثللو4و( حيث h عدد الساعات التي انقضت من ذلك اليوم.

أوجد معادلة تمثل مُعدّل التغيّر اللّحظي لدرجة الحرارة.  )a  

ل التغيّر اللحظي لدرجة الحرارة عندما:  أوجد مُعدَّ  )b  
. h = 2, 14, 20

0 ≤ h ≤ 24 :أوجد درجة الحرارة العظمى في الفترة  )c  

استعمل الاشتقاق لإيجاد النقاط الحرجة، ثم أوجد نقاط القيم العظمى 
و)مثللو5و( والصغرى لكل دالة مما يأتي على الفترة المعطاة.

f(x) = 2 x  2  + 8x, [-5, 0]  15)  

r(t) =  t  4  + 6 t  2  - 2, [ 1, 4]  16)  

t(u) =  u  3  + 15 u  2  + 75u + 115, [-6, -3]  17)  

f(x) = -5 x  2  - 90x, [-11, -8]  18)  

z(k) =  k  3  - 3 k  2  + 3k, [0, 3]  19)  

c(n) =   1 _ 
3
    n  3  +   1 _ 

2
    n  2  - 6n + 8, [-5, 5]  20)  

ريا�صة: عُد إلى فقرة “لماذا؟” في بداية الدرس. الدالة:   21)   
h(t) = 65t - 16  t  2  + 3 تمثل ارتفاع الكرة h بالأقدام بعد t ثانية، 

و)مثللو5و( . 0 ≤ t ≤ 4 عندما

. h ′(t) أوجد  )a  

أوجد نقاط القيم العظمى والصغرى للدالة h(t) في الفترة  [4 ,0].  )b  

هل يمكن لأحمد ركل الكرة لتصل إلى ارتفاع ft 68 ؟  )c  

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي: )مثللو6و(

f (x) = (4x + 3)( x  2  + 9)  22)  

g(x) = (3 x  4  + 2x)(5 - 3x)  23)  

s(t) = (  √  t   + 2)(3 t  11  - 4t)  24)  

g(x) =  ( x    
3 _ 
2
    + 2x) (0.5 x  4  - 3x)  25)  

c(t) = ( t  3  + 2t -  t  7 )( t  6  + 3 t  4  - 22t)  26)  

q(a) =  ( a  
  9 _ 
8
  
  +  a  

-  1 _ 
4
  
 )  ( a    

5 _ 
4
    - 13a)  27)  

f (x) = (1.4 x  5  + 2.7x)(7.3 x  9  - 0.8 x  5  )  28)  

و)مثللو7و( استعمل قاعدة مشتقة القسمة لإيجاد مشتقة كل دالةٍ ممّا يأتي:

r(t) =    t  
2  + 2 _ 

3 -  t  2 
   30)  f (m) =   3 - 2m _ 

3 + 2m
   29)  

f (x) =      
√  x   + 2x

 _ 
- x  2  + 3

   32)  m(q) =    q  4  + 2 q  2  + 3
 __ 

 q  3  - 2
   31)  

t(w) =   w +  w  4  _ 
  √  w  

   34)  q(r) =   1.5 r  3  + 5 -  r  2   __ 
 r  3 

   33)  

قام بائع ملابس بإيجاد العلاقة بين سعر قميص، وعدد القطع المبيعة   35)  
منه يوميًّا، فوجد أنه عندما يكون سعر القميص d ريالً ، فإن عدد 

. 80 - 2d القطع المبيعة يوميًّا يساوي
أوجد r (d) التي تمثل إجمالي المبيعات اليومية، عندما يكون   )a  

سعر القميص d ريالً.
. r ′ (d) أوجد  )b  

أوجد السعر d الذي تكون عنده قيمة المبيعات اليومية أكبر   )c  
ما يمكن.

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي، ثم مَثِّل الدالة والمشتقة بيانيًّا على المستوى 
 الإحداثي نفسه.

)إرشاد: يمكنك استعمال الحاسبة البيانية في التمثيل البياني(

f (x) = 3 x  2  + 2x - 7  36)  

g(x) =   √  x   + 4  37)  

f (x) = 4 x  5  - 6 x  3  + 10x - 11  38)  

g(x) =   1 _ x   39)  

 f ′(x) إذا كانت مشتقة ، f (x) مشتقة f ′(x) الم�صتقات العليا:  لتكن  40)  
 موجودة، فإنها تسمى المشتقة الثانية للدالة f ، ويُرمز لها بالرمز

f ′′(x)  ، أو الرمز f   (2) (x)   ، وكذلك إذا كانت مشتقة f ′′(x) موجودة، 
 f ′′′(x) ويرمز لها بالرمز ، f فإنها تسمى المشتقة الثالثة للدالة

أو  f   (3) (x) ، وتسمى المشتقات على هذا النحو المشتقات العليا 
للدالة f . أوجد كلاًّ مما يأتي:

f (x) = 4 x  5  - 2 x  3  + 6  :المشتقة الثانية للدالة  )a  

 g(x) = -2 x  7  + 4 x  4  - 7 x  3  + 10x:المشتقة الثالثة للدالة  )b  

h(x) = 3 x  -3  + 2 x  -2  + 4 x  2  :المشتقة الرابعة للدالة  )c  





163   تام�اهنلا الدر�س 4 - 4

مَثِّل منحنى دالة لها الخصائص المعطاة في كلٍّ مما يأتي:

. x = -1 , 1 المشتقة تساوي 0 ، عندما  41)  

. x = 4 فة، عندما المشتقة غير معرَّ  42)  

. x = -1, 0, 2 المشتقة تساوي 2- ، عندما  43)  

. x = -1, 2, 4 المشتقة تساوي 0 ، عندما  44)  

 تمثيلات متعددة: في هذا التمرين ستستكشف علاقة   45)  
المشتقات ببعض الخصائص الهندسية للدوال.

ا: أوجد مشتقة صيغة مساحة الدائرة بالنسبة لنصف  تحليليًّ  )a  
.r القطر

.a حِ العلاقةَ بين المعادلة الأصلية ومشتقتها في الفرع ا: وضِّ لفظيًّ  )b  

. 2 a 2 ، ومكعبًا طول ضلعه a ا: ارسم مربعًا طول ضلعه بيانيًّ  )c  

ا: اكتب صيغةً تمثِّل مساحة المربع، وأخرى تمثِّل حجم  تحليليًّ  )d  
المكعب بدلالة a ، ثم أوجد مشتقتَي الصيغتين.

.d ح العلاقة بين المعادلة الأصلية ومشتقتها في الفرع ا: وَضِّ لفظيًّ  )e  


اكت�صف الخطاأ: قام كلٌّ من أحمد وعبدالله بإيجاد  2  [  f ′(x) ] للدالة  46)   

f (x) = 6 x  2  + 4x  ، حيث كانت إجابة عبد الله: 
 x   2  + 96x + 16  144 ، في حين كانت إجابة أحمد:

ر  x  3  + 144  x  2  + 32 x  144 ، فأيهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ
إجابتك.

: أوجد f ′( y) علمًا بأن:  تحدٍّ  47)   
f ( y) = 10 x  2   y  3  + 5x z  2  - 6x y  2  + 8 x  5  - 11 x  8 y z  7 

برهان: برهن صحة قاعدة مشتقة الضرب، بإثبات أن:  48)   

f ′(x)g(x)  + f(x)g′(x) =   lim    
h→0

    
f (x + h)g(x + h) - f(x)g(x)

  ___  
h
   

)إرشاد: ابدأ بالطرف الأيمن، وأضف f (x)g(x + h)  إلى البسط 
واطرحه منه(.

ر  تبرير: بيِّن ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أو خاطئة، وبرِّ  49)  
 إجابتك. 

" f ′(x) = (5n + 3)   x  5 n + 2  فإن ،  f (x) =  x  5n + 3  :إذا كانت"

برهان: برهن صحة قاعدة مشتقة القسمة، وذلك بإثبات أن:  50)   

  
f ′(x) g(x) - f(x) g′(x)

  __  
[ g(x) ]  2 

    =   lim    
h→0

     
   
f (x + h)

 _ 
g(x + h)

   -   
f (x)

 _ 
g(x)

  
  __ 

h
   

د المقامات في البسط، ثم أضف  )إرشاد: ابدأ بالطرف الأيمن، ووحِّ
f (x) g(x)   إلى البسط واطرحه منه(.

تين مختلفتين المشتقة نفسها؟  اكتب: هل من الممكن أن يكون لدالَّ  51)   
ز إجابتك بأمثلة. عزِّ



أوجد ميل مماس منحنى كل دالةٍ مما يأتي عند النقاط المعطاة: )تادر�ض 4-3 (

y =  x   2  - 3x, (0, 0) , (3, 0)  52)  

y = 4 - 2x, (-2, 8) , (6, -8)  53)  

y =  x  2  + 9, (3, 18) , (6, 45)  54)  

ا يأتي: )تادر�ض 4-2 ( احسب كل نهايةٍ ممَّ

   lim    
x→-4

     x  2  - 16 _ 
x + 4

   55)  

  lim    
x→-2

     x  2  + 5x + 6 _ 
 x  2  + x - 2

   56)  

   lim    
x→2

    3x + 9 __ 
 x  2  - 5x - 24

   57)  

ا يأتي: )تادر�ض 4-1 ( ر كل نهايةٍ ممَّ قدِّ

  lim  
x→ 4  + 

     x  2  - x - 12 _ 
|x - 4|

   58)  

  lim  
x→ 0  + 

  (  √  x   + 2x + 3)  59)  



(60  ما مشتقة: h (x) = (-7 x  2  + 4) (2-x) ؟  

h′(x) = -14 x  A  

h′(x) = 14 x  B  

h′(x) = -21 x  2  -28x + 4  C  

h′(x) = 21 x  2  -28x - 4  D  

(61  ما ميل مماس منحنى  y = 2 x   2 عند النقطة (2 ,1)؟  

4  C  1  A  

8  D  2  B  

   f (x) = 5  ؟
3
 √   x  8     :62  ما مشتقة)  

f ′(x) = 225  x  
  5 _ 
3
  
  H  f ′(x) =   40 _ 

3
    x  

  5 _ 
3
  
  F  

f ′(x) = 225  x  
  8 _ 
3
  
  J  f ′(x)  =   40 _ 

3
    x  

  8 _ 
3
  
  G  
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الم�ساحة تحت المنحنى والتكامل
Area Under the Curve and Integration

التكلفة الحدية )الهامشية( هي التكلفة الإضافية المترتبة على 
إنتاج وحدة إضافية واحدة من منتج ما، ويمكن إيجاد معادلة 

التكلفة الحدية باشتقاق معادلة التكلفة الحقيقية للمنتج. تُمثل 
الدالة f (x) = 10 - 0.002 x التكلفة الحدية لطباعة x نسخة 

من كتاب ما بالريال .

الم�ساحة تحت منحنى سبق أن درست في الهندسة طريقة حساب مساحات الأشكال الأساسية كالمثلث 
والمستطيل وشبه المنحرف، كما درست حساب مساحات بعض الأشكال المركبة التي تتكون من أشكال أساسية، إلا 
أن العديد من الأشكال المركبة لا تتكون من أشكال أساسية، مما يستدعي الحاجة إلى طريقة عامة لحساب مساحة أي 

شكل ثنائي الأبعاد.

يمكننا تقريب مساحة شكل غير منتظم من خلل استعمال شكل أساسي معلوم المساحة كالمستطيل. فمثلً يمكننا 
تقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى f (x) = - x  2  + 12 x والمحور x على الفترة  [12 ,0] باستعمال 

مستطيلت متساوية العرض.

ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى f (x) = -  x   2  + 12 x والمحور x على الفترة [12 ,0] باستعمال  قرِّ
4، 6، 12 مستطيلً على الترتيب. استعمل الطرف الأيمن لقاعدة كل مستطيل لتحديد ارتفاعه.

مثّل الدالة والمستطيلت كما في الأشكال التالية، باتباع الخطوات التالية:

أوجد طول الفترة [12 ,0] بطرح بدايتها من نهايتها.  )1  

أوجد عرض كل مستطيل بقسمة طول الفترة على عدد المستطيلت، فمثلً إذا كان عدد المستطيلت 4   )2  

نقسم: 3 = 4 ÷ 12 

م الفترة [12 ,0] إلى 4 فترات )لأربعة مستطيلت( طول كل منها يساوي 3 قسِّ  )3  

ارسم على كل فترة جزئية مستطيلً أحد بعديه يساوي طول هذه الفترة، والبعد الآخر يساوي قيمة الدالة عند   )4  

الطرف الأيمن للفترة.

فمثلً ارتفاعات المستطيلت في الشكل (1) هي f (3), f (6), f (9), f (12) . ويمكننا استعمال ارتفاعات 
المستطيلت وأطوال قواعدها لتقريب المساحة المطلوبة.

در�اتُ ح�الب تاقتلالا 
ل بل�اهعملل  جبراًّ

خ�الئ�اتل. )تادر�س 4-2(

ب تام�الحة تحت  تأقرِّ  ■

مقحقى دتاة بل�اهعملل 
م�اهطيلاا.

تأجد تام�الحة تحت مقحقى   ■

دتاة بل�اهعملل تاهكلمل 
تامحدد.

تاهجزيء تامقهظم
regular partition

تاهكلمل تامحدد
definite integral

تاحد تاأدنى
lower limit

تاحد تاأعلى
upper limit

مجموع راملن تاأامن
right Riemann sum

تاهكلمل
integration

1الم�ساحة تحت منحنى با�ستعمال م�ستطيلات

 (221 هـ - 288 هـ(   ثابت بن قرة
من تأ تئل من  �اع نوتة علم تاهكلمل 
من خلال نظراهه" تإذت �اوعف عدد 
تأ�الاع تام�الع تامقهظم، تامر�اوم 
بين محيطين تأ  م�الحهين تإاى مل 
ا نتلاة، �اغر تافرا تدراجيًّل بين 

تاأ�الاع كلمل تقهرب من تامركز، 
 تقهرب من تا�افر حهى افقى".

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH4-L7

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
TRNS-math6-CH4-L7.png

المساحة تحت المنحنى والتكامل

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-النهايات والاشتقاق

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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y

xO 4 8 12

8

16

24

32

ال�سكل )1(
المساحة باستعمال 4 مستطيلت

 R  1  = 3 · f (3) = 81

 R  2  = 3 · f (6) = 108

 R  3  = 3 · f (9) = 81

 R  4  = 3 · f (12) = 0

المساحة الكلية 270 وحدة مربعة.

12

y

xO 4 8

8

16

24

32

ال�سكل )2(
المساحة باستعمال 6 مستطيلت

 R  1  = 2 · f (2) = 40
 R  2  = 2 · f (4) = 64
 R  3  = 2 · f (6) = 72
 R  4  = 2 · f (8) = 64
 R  5  = 2 · f (10) = 40
 R  6  = 2 · f (12) = 0

المساحة الكلية 280 وحدة مربعة.

12

y 

xO 4 8

8

16

24

32

ال�سكل )3(
المساحة باستعمال 12 مستطيلً

   R  1  = 1 · f (1) = 11
   R  2  = 1 · f (2) = 20
   R  3  = 1 · f (3) = 27
   R  4  = 1 · f (4) = 32
   R  5  = 1 · f (5) = 35
   R  6  = 1 · f (6) = 36
   R  7  = 1 · f (7) = 35
   R  8  = 1 · f (8) = 32
   R  9  = 1 · f (9) = 27
 R  10  = 1 · f (10) = 20
 R  11  = 1 · f (11) = 11
 R  12  = 1 · f (12) = 0

المساحة الكلية 286 وحدة مربعة.
 أي أن المساحة التقريبية باستعمال 4 ، 6 ، 12  مستطيلً هي بالترتيب:270  وحدة مربعة، 280 وحدة مربعة،

286 وحدة مربعة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى f (x) = - x  2  + 24x والمحور x على الفترة [24 ,0] باستعمال  قرِّ  )1  

6، 8، 12 مستطيلً على الترتيب. استعمل الطرف الأيمن لقاعدة كل مستطيل لتحديد ارتفاعه.

لاحظ أن المستطيلت الأقل عرضًا تمثِّل المساحة المطلوبة بصورة أفضل، وتعطي تقريبًا أدق للمساحة الكلية. وكما 
استعملنا الأطراف اليمنى لقاعدة مستطيل لتحديد ارتفاعاتها ، فإنه يمكننا أيضًا استعمال أطرافها اليسرى لتحديد 

ارتفاعاتها وهذا قد ينتج عنه تقريب مختلف للمساحة.

إن استعمال الأطراف اليمنى أو اليسرى لقواعد المستطيلت لتحديد ارتفاعاتها قد يؤدي إلى إضافة أجزاء لا تقع 
بين المنحنى والمحور x ، أو حذف أجزاء تقع بين المنحنى والمحور x . ومن الممكن الحصول على تقريب أفضل 

للمساحة في بعض الأحيان باستعمال كل من الأطراف اليمنى واليسرى لقواعد المستطيلت ، ثم أخذ الوسط 
للتقريبين.

ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى  f(x) =  x  2  والمحور x في الفترة [4 ,0] باستعمال مستطيلت عرض  قرِّ
كل واحدٍ منها وحدة واحدة . استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسرى للمستطيلت لتحديد ارتفاعاتها ، ثم احسب 

الوسط للتقريبين.
إن استعمال مستطيلت عرض كل منها وحدة واحدة ينتج عنه 4 مستطيلت سواء أكانت الأطراف اليمنى أو 

اليسرى للمستطيلت هي التي تحدد ارتفاعاتها. ويوضح الشكل (1) المستطيلت باستعمال الأطراف اليمنى، في 
حين يوضح الشكل (2) المستطيلت باستعمال الأطراف اليسرى.

2الم�ساحة تحت المنحنى با�ستعمال الأطراف اليمنى والي�سرى للم�ستطيلات


 جداول: 

الح�اول على ترتفلعلا 
مهعددة الم�اهطيلاا، 

 f(x) تاهي تمثل بع�س قيم 
بل�اهعملل تاآاة تاحل�ابة 

تابيلنية. مثِّل تادتاة 
بل�اهعملل تطبيق تار�اوم 

تابيلنية،  ذاك بلا�اغط على 

  ثم كهلبة تادتاة 
.  امكن تو�ايح  .f(x) =  x  2 
 f(x) ترتفلعلا تام�اهطيلاا

 بل�اهعملل جد ل،  ذاك 
بلا�اغط على 

  مقتل تخهيلر 

 .

[-4, 4] scl: 0.5 by [-2, 16] scl: 1

 امكقك تعدال فهرتا قيم 
x في تاجد ل بلا�اغط 

على   مقتل  

، ثم 

 
ثم حدد بدتاة تاجد ل 

.x تاخطوة تأ  تدراج قيم 
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y

xO 1 2 3 4

4

8

12

16

ال�سكل )1(
المساحة باستعمال الأطراف اليمنى

 R  1  = 1 · f (1) = 1
 R  2  = 1 · f (2) = 4
 R  3  = 1 · f (3) = 9
 R  4  = 1 · f (4) = 16

المساحة الكلية 30 وحدة مربعة

y

xO 1 2 3 4

4

8

12

16

ال�سكل )2(
المساحة باستعمال الأطراف اليسرى

 R  1  = 1 · f (0) = 0
 R  2  = 1 · f (1) = 1
 R  3  = 1 · f (2) = 4
 R  4  = 1 · f (3) = 9

المساحة الكلية 14 وحدة مربعة

أي أن المساحة الناتجة عن استعمال الأطراف اليمنى هي 30 وحدة مربعة، بينما المساحة الناتجة عن استعمال 
الأطراف اليسرى هي 14 وحدة مربعة، وهذان تقديران تقع المساحة بينهما، وبحساب الوسط للقيمتين نحصل 

على تقريب أفضل للمساحة، وهو 22 وحدة مربعة.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى   f (x) =   12 _ x  والمحور x في الفترة [5 ,1] باستعمال مستطيلت  قرِّ  )2  
عرض كل واحد منها وحدة واحدة . استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسرى لقواعد المستطيلت لتحديد 

ارتفاعاتها، ثم احسب الوسط للتقريبين.

عند تقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور x ، فإنه يمكننا استعمال أي نقطة على قاعدة المستطيل 
لتحديد ارتفاعه، إلا أن النقاط الأكثر شيوعًا هي نقطتا الطرفين الأيمن والأيسر، ونقطة المنتصف.

التكامل لاحظت في مثال 1 أنه كلما قل عرض المستطيلت، فإن مساحتها الكلية تقترب من المساحة الفعلية تحت 
المنحنى، ومن ذلك نستنتج أن المساحة المطلوبة هي نهاية مجموع مساحات المستطيلت عندما يقترب عرض كل 

مستطيل من الصفر.

مت الفترة من a إلى b إلى n من الفترات الجزئية  في الشكل المجاور، قُسِّ
ى هذه التجزئة التجزيء المنتظم. إن طول الفترة الكلية  المتساوية الطول، وتُسمَّ
من a إلى b هو b - a ، وبذلك يكون طول كل فترة جزئية )عرض كل مستطيل 

من المستطيلت التي عددها n( هو     b - a _ n  ، ويُرمز له بالرمز x ∆. وبما أن 
ارتفاع كل مستطيل يساوي قيمة الدالة عند الطرف الأيمن لقاعدة المستطيل، فإن 
ارتفاع المستطيل الأول هو f ( x  1 ) ، وارتفاع المستطيل الثاني هو f (  x   2  ) ، وهكذا 

. f ( x  n ) يكون ارتفاع المستطيل الأخير

يمكن الآن حساب مساحة كل مستطيل من خلل ضرب x∆ في ارتفاع ذلك المستطيل، أي أن مساحة المستطيل 
الأول هي f (  x  1  ) ∆x ، ومساحة المستطيل الثاني هي f ( x  2 ) ∆x ، وهكذا. وتُعطى المساحة الكلية A للمستطيلت 

بمجموع مساحاتها، ويمكن كتابتها باستعمال رمز المجموع.

= f (  x  1  )∆x + f (  x  2  )∆x + ⋯ + f (  x  n  )∆xAتجمع تام�الحلا

= ∆x[ f( x  1 ) + f(  x  2  ) + ⋯ + f ( x  n )]A∆ x تأخرج تاعلمل تام�اهرك

= ∆x   
  i =1

   
n

    f  (  x  i  )Aت�اهعمل رمز تامجموع

=   
  i =1

   
n

   f ( x  i ) ∆xAخوت�س رمز تامجموع


رمز المجموع  

       
 i =1

  
n

   f  ( x  i ) ∆x  تُقرأ العبارة

كالآتي مجموع حواصل 
ضرب f ( x  i ) في x ∆ من 

.i = n إلى i = 1

xn - 1x3x2x1

. . . .

y

xO a . . .

. . .

xnb=

f(x1)

∆x

f(x)
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 ، ∆x فبما أن عرض أيٍّ من المستطيلت هو . x  i  ولتسهيل الحسابات مستقبلً، فإنه يمكننا اشتقاق صيغة لإيجاد أي
ويساوي الفرق بين أي قيمتين متتاليتين من قيم  x  i  . وبالنظر إلى خط الأعداد أدناه:

. . . . . .
a a + ∆x a + 2∆x a + 3∆x a + i∆x a + n∆x

∆x
x1 x2 x3 xi xn

∆x ∆x

يمكننا ملحظة أن x  i  = a + i∆x  . ولهذه العلقة أهميتها عند إيجاد المساحة تحت منحنى أي دالة لاحقًا.

ى هذه النهاية  لاحظ أنه كلما اقترب عرض المستطيل من الصفر، فإن عدد المستطيلت يقترب من المالانهاية، وتُسمَّ
التكامل المحدد، ويعبَّر عنها برمزٍ خاص. 

يُعبر عن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور x في الفترة [ a, b ] بالصيغة

    
a
  
b
   f (x)dx  =   lim  n→∞

    
 i =1

   
n

   f ( x  i )∆ x , ∆x =   b - a _ n  ,  x  i  = a + i∆x  

حيث a تاحد تاأدنى،   b تاحد تاأعلى،  تُ�امَّى هذه تاطرانة مجموع راملن تاأامن.

سُمي مجموع ريمان بهذا الاسم نسبةً للعالم الألماني بيرنارد ريمان (1866 – 1826). والذي يُعزى إليهِ إيجاد صيغة 
لتقريب المساحة المحصورة باستعمال النهايات. ويمكننا تعديل الصيغة باستعمال الأطراف اليُسرى أو نقاط المنتصف 

لتحديد ارتفاعات المستطيلت.

ل صيغ المجاميع الآتية حساب التكامل المحدد.  وتسمى عملية حساب التكامل تكاملً، وستُسهِّ

=   
 n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
    

  i =1
   

n

    i  3   = cn   , عدد ثابت c  
 i =1

   
n

   c 

=   6 n  5  + 15 n  4  + 10 n  3  - n  __ 
30

    
  i =1

   
n

    i  4    =   
n(n + 1)

 _ 
2
    

 i =1
   

n

   i 

 =   2 n  6  + 6 n  5  + 5 n  4  -  n  2   __ 
12

    
 i =1

   
n

    i  5  =   
n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
    

 i =1
   

n

    i  2  

تُستعمل خاصيتا المجموع الآتيتان لحساب بعض التكاملت:

   
 i =1

   
n

   ( a  i  ±  b  i )  =   
 i =1

   
n

    a  i   ±   
 i =1

   
n

    b  i    ,    
 i =1

   
n

   ci  = c  
 i =1

   
n

   i   , عدد ثابت  c

استعمل النهايات؛ لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
.      

0
  
4
   x  2  dx   في الفترة [4 ,0] ؛ أي x والمحور y =  x  2 

 .   x  i  ، ∆x ابدأ بإيجاد

=   b - a _ n  ∆ x∆x ايغة�

=   4 - 0 _ n   =   4 _ n  b = 4 , a = 0

= a + i ∆x x  i x  i   ايغة�

= 0 + i   4 _ n   =   4i _ n  a = 0 , ∆ x =   4 _ n  

احسب التكامل المحدد الذي يُعطي المساحة المطلوبة.


رمز التكامل المحدد  

     
a
  
b
   f (x)dx  يقرأ الرمز

التكامل من a إلى b للدالة    
       f (x)     

التكامل المحدد


 المجموع 

 c تإن مجموع عدد ثلبت 
   
 i =1

  
n

   5  = 5 n ًفمثلا ، c n هو

3الم�ساحة تحت منحنى با�ستعمال التكامل

y

xO 1 2 3 4

4

8

12

16

y = x2

x بالنسبة لـ
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 =   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

    f ( x  i ) ∆x    
0
  
4
   x   2  dxتعراف تاهكلمل تامحدد

=   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

   ( x  i  )  
2   ∆xf( x  i ) =   x  i   

2 

=   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

      (  4 i _ n  )   
2
    (  4 _ n  )  x  i  =   4i _ n   , ∆ x =   4 _ n  

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

     
i=1

   
n

       (  4 i _ n  )   
2
خ�الئ�س تامجموع 

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

     
i=1

   
n

       16  i  2  _ 
 n  2 

 زّع تانوة  

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    (  16 _ 
 n  2 

     
 i =1

   
n

    i  2   ) خ�الئ�س تامجموع

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    (   16 _ 
 n  2 

   ·   n(n + 1)(2n + 1)
  __ 

6
   )   

i=1
   

n

    i  2   =   n(n + 1)(2n + 1)
  __ 

6
  

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

    (  
16n  ( 2n  2  + 3n + 1) 

  __ 
 6n  2 

ت�ارب   زْع (  

=   lim  n→∞
    
64n(2 n  2  + 3n + 1)

  __ 
 6n  3 

ت�ارب  

=   lim  n→∞
    
64(2 n  2  + 3n + 1)

  __ 
 6n  2 

تق�ام  

=   lim  n→∞
    64 _ 

6
    (   2n  2  + 3n + 1 __ 

 n  2 
حلّل (  

=   lim  n→∞
    64 _ 

6
   (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  ) n  2   تق�ام على

=  (  lim  n→∞
    64 _ 

6
  )  ⎡ 
 
 ⎢   ⎣   lim  n→∞

  2 +  (  lim  n→∞
  3)  (  lim  n→∞

    1 _ 
n

  )  +   lim  n→∞
    1 _ 
 n  2 

   ⎤ 
 
خ�الئ�س تاقتلالا ⎦   ⎥ 

=   64 _ 
6
   [2 + 3(0) + 0]=   64 _ 

3
   ≈21.33

أي أن مساحة المنطقة المطلوبة هي 21.33 وحدة مربعة تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
استعمل النهايات؛ لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة والمحور x والمعطاة بالتكامل المحدد في 

كلٍّ مما يأتي:

    
0
  
3
  x dx  )3B      

0
  
1
  3 x  2  dx  )3A 

ا أدنى لها. يمكننا أيضًا حساب مساحات المناطق باستعمال النهايات حال كون نقطة الأصل ليست حدًّ


 النهايات 

حلِّل كل مجموع بحيث 
ته�امن تاعبلرتا تابلقية 

تإمل تأعدتدًت ثلبهة تأ  i فنط، 
ثم طبق �ايغة تامجموع 

تامقل�ابة.
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 استعمل النهايات؛ لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
.   

1
  
3
  4 x  3  dx    في الفترة [3 ,1]  ؛ أي ، x والمحور y = 4 x  3 

.   x  i  ، ∆x ابدأ بإيجاد
=   b - a _ n  ∆x∆ x ايغة�

=   3 - 1 _ n   =   2 _ n  b = 3 , a = 1

= a + i ∆x x  i x  i   ايغة�

= 1 + i   2 _ n   = 1 +   2 i _ n  a = 1 , ∆ x =   2 _ n  

احسب التكامل المحدد والذي يُعطي المساحة المطلوبة.

∞→lim  n   =تعراف تاهكلمل تامحدد
    
 i =1

   
n

    f ( x  i ) ∆x    
1
  
3
  4 x  3  dx

=   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

   4 ( x  i  )  
3 ∆xf( x  i ) = 4( x  i  )  

3 

=   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

   4  (1 +   2 i _ n   )   
3
    (  2 _ n  )  x  i  = 1 +   2i _ n   , ∆ x =   2 _ n  

=   lim  n→∞
    8 _ n    

 i =1
   

n

     (1 +   2 i _ n  )   
3
خ�الئ�س تامجموع  

=   lim  n→∞
    8 _ n     

 i =1
   

n

    
⎡
 
 
 ⎢   ⎣  1 + 3 (  2 i _ n  )  + 3  (  2 i _ n  )   

2
  +   (  2 i _ n  )   

3
  ⎤ 
 
 ⎥   ⎦    (1 +   2i _ n  )   

3
مفكوك  

=   lim  n→∞
    8 _ 
n

     
 i =1

   
n

    (1 +   6 i _ 
n

   +   12  i  2  _ 
 n  2 

   +   8  i  3  _ 
 n  3 

ب�اّط  (  

=   lim  n→∞
    8 _ 
n

     (  
 i =1

   
n

   1  +   
 i =1

   
n

     
6                    i _ 
n

    +  
 i =1

   
n

        
 12 i  2  _ 
 n  2 

   +   
 i=1

   
n

       
 8 i  3  _ 
 n  3 

خ�الئ�س تامجموع (  

=   lim  n→∞
    8 _ 
n

      (  
 i =1

   
n

   1  +   6 _ n     
 i =1

   
n

   i  +   12 _ 
 n  2 

     
 i =1

   
n

    i  2   +   8 _ 
 n  3 

     
 i =1

   
n

    i  3   ) خ�الئ�س تامجموع

=   lim  n→∞
     8 _ 
n

       (n +   6 _ 
n

   ·   n(n + 1)
 _ 

2
   +   12 _ 

 n  2 
   ·   n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
   +   8 _ 

 n  3 
   ·    n  2 (n + 1 )  2 

 _ 
4
�ايغ تامجموع (   

=   lim  n→∞
   (  8n _ 

n
   +   

48n(n +1)
 _ 

 2n  2 
   +   

96n( 2n  2  + 3n + 1)
  __ 

 6n  3 
   +   

 64n  2 ( n  2  + 2n + 1)
  __ 

 4n  4 
 زّع  ت�ارب (  

=   lim  n→∞
   (8 +   

24(n + 1)
 _ 

n
   +   

16(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

 n  2 
   +   

16( n  2  + 2n + 1)
  __ 

 n  2 
ب�اّط (  

=   lim  n→∞
   ⎡ 
 
 ⎢   ⎣ 8 + 24 (1 +   1 _ 

n
  )  + 16  (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  + 16  (1 +   2 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  ⎤ 
 
تق�ام ⎦   ⎥ 

=   lim  n→∞
 8 + 24  lim  n→∞

  (1 +   1 _ 
n

  )  +  16 lim  n→∞
   (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  +  16 lim  n→∞

  (1 +   2 _ 
n

   +   1 _ 
 n  2 

خ�الئ�س تاقتلالا (  

ب�اّط80 = (0 + 0 + 1)16 + (0 + 0 + 2)16 + (0 + 1)24 + 8 =

أي أن مساحة المنطقة المطلوبة هي 80 وحدة مربعة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
استعمل النهايات؛ لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة والمحور x والمعطاة بالتكامل المحدد في 

كلٍّ مما يأتي:

    
2
  
4
   x  3  dx  )4B      

1
  
3
   x  2  dx  )4A 

4الم�ساحة تحت منحنى با�ستعمال التكامل
y

xO 1 2 3 4

50

100

y = 4x3


 النهايات 

عقد تنراب م�الحة تامقطنة 
تحت تامقحقى بل�اهعملل 
تامجلميع، تأ جد مجلميع 

قيم i قبل توزاع x ∆ تأ  تأي 
ثوتبت تأخرى.
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بلاط: يكلِّف تبليط القدم المربعة الواحدة من فناء منزل بالجرانيت 
22.4 ريالً. إذا تم تبليط ممرين متطابقين في فناء المنزل بالجرانيت، وكانت 

 المساحة بالقدم المربعة لأيٍّ من الممرين تُعطى بالتكامل

      ، فما تكلفة تبليط الممرين؟ 
0
  
10

  (10 - 0.1 x   2 ) dx 

.   x  i  ، ∆ x ابدأ بإيجاد

=   b - a _ n  ∆x∆ x ايغة�

=   10 - 0 _ n   =   10 _ n  a = 0 , b = 10

= a + i ∆x x  i x  i   ايغة�

= 0 + i   10 _ n   =   10 i _ n  a = 0 , ∆x =   10 _ n  

احسب التكامل المحدد والذي يُعطي المساحة المطلوبة.

=   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

   f  ( x  i )∆x    
0
  
10

    (10 - 0.1 x  2 )  dxتعراف تاهكلمل تامحدد

=   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

   ( 10 - 0.1  x  i   
2 )∆xf( x  i ) = 10 - 0.1  x  i   

2 

=   lim  n→∞
    
 i =1

   
n

    
⎡ 
 
 ⎢   ⎣  10 - 0.1   (  10 i _ n  )   

2
  ⎤ 
 
 ⎥   ⎦  ·   10 _ n   x  i  =   10i _ n   , ∆ x =   10 _ n  

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
     

 i =1
   

n

    (10 -   10  i  2  _ 
 n  2 

ت�اهعمل خ�الئ�س تامجموع  ب�اّط  (  

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
    (  

 i =1
   

n

   1 0 -   
 i =1

   
n

     
10 i  2  _ 
 n  2 

خ�الئ�س تامجموع (   

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
    (  

 i =1
   

n

   1 0 -   10 _ 
 n  2 

     
 i =1

   
n

     i  2   ) خ�الئ�س تامجموع

=   lim  n→∞
    10 _ 

n
    (10n -   10 _ 

 n  2 
   ·   n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
�ايغ تامجموع (   

=   lim  n→∞
  (  100n _ 

n
   -   

100n(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

6 n  3 
خل�اية تاهوزاع (  

=   lim  n→∞
  (100 -   

50(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

3 n  2 
  ) n تق�ام على

=   lim  n→∞
   ⎡ 
 
 ⎢   

⎣
 100 -   50 _ 

3
    (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  ⎤ 
 
 ⎥   ⎦  n  2  تق�ام على

=   lim  n→∞
 100 -   50 _ 

3
     lim  n→∞

  (2 +   3 _ 
n

   +   1 _ 
 n  2 

خ�الئ�س تاقتلالا (  

= 100 -   50 _ 
3
  (2 + 0 + 0) = 66   2 _ 

3
ب�اّط66.67 ≈   

 أي أن مساحة أيٍّ من الممرين تساوي  ft  2  66.67 تقريبًا؛ لذا فإن تكلفة تبليط الممرين هي
(2 × 66.67) × 22.4 ريال أو 2986.8 ريالًا تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
طلاء: لدى عبد الله كمية من الطلء تكفي لطلء  ft  2   30 ، هل تكفي هذه الكمية لطلء جزأين من جدار     

ر إجابتك.     ؟ برِّ
0
  
5
  (5 - 0.2 x  2 )dx مساحة كل منهما بالقدم المربعة تُعطَى بالتكامل

55الم�ساحة تحت منحنى

y

xO 2 4 6 8 10

4

6

2

8

10 f(x)= 10 - 0.1x2

 الجرانيت 
تاجرتنيت هو �اخر نلري اهميز 

بق�ايج خ�ان اك�ابه مظترًت فرادًت، 
 هو منل م اعوتمل تاأك�ادة، اذاك 

ا�اهعمل في تبليط تاأر�ايلا.

5)
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ب مساحة المنطقة المظللة تحت منحنى الدالة مستعملً الطرف المعطى  قرِّ
لتحديد ارتفاعات المستطيلت المعطى عددها في كلٍّ من الأشكال 

أدناه:  )مثلل 1(
4 مستطيلت 5 مستطيلت     

الطرف الأيسر الطرف الأيمن     
y

xO 2 4 6

2

4

6 y = -x2 + 6x - 4

  

y

xO 2 4 6

2

4

6
y =   1_2x + 1

  

5 مستطيلت 8 مستطيلت     
الطرف الأيمن الطرف الأيمن     

xO 1 2

1

2

3

y = 1_
x

y

  

y

xO 2 4 6

4

8

12

y =   10_
x

اأر�سيات: يرغب أحمد في تبليط جزء من فناء منزله على شكل    
نصف دائرة تمثله  f(x) = (- x  2  + 10x )  0.5 . )مثلل 1(

ب مساحة المنطقة نصف الدائرية باستعمال الأطراف اليسرى  قرِّ  )a  
لمستطيلت عرض كل منها وحدة واحدة.

ر أحمد تقريب المساحة باستعمال الأطراف اليمنى  إذا قرَّ  )b  
واليسرى معًا كما في الشكل أدناه ، فكم تكون المساحة؟

y

xO 2 4 6 8 10

f(x) = ( x2 + 10x) 0.5

أوجد مساحة المنطقة باستعمال صيغة مساحة نصف الدائرة.   )c  
ر إجابتك. أي التقريبين أقرب إلى المساحة الحقيقية؟ فسِّ

ب مساحة المنطقة المظلَّلة تحت منحنى الدالة في كلٍّ من الأشكال الآتية  قرِّ
مستعملً الأطراف اليمنى ثم اليسرى؛ لتحديد ارتفاعات المستطيلت 

المعطى عرض كلٍّ منها، ثم أوجد الوسط للتقريبين: )مثلل 2 (

العرض  0.5 العرض  0.5       

y

xO 2 4 6

2

4

6 y= x  4 + 5

  

y

xO 2 4 6

2

4

6
y = 2x - 1

  

العرض  0.5 العرض  0.75     

y

xO 2 4 6

4

8

12

y = 0.5x3 - 4x2 + 8x + 5

  

y

xO 4 8 12

8

16

24

32
y = -x2 + 12x - 4

  

استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x والمعطى بالتكامل المحدد في كل مما يأتي: )تامثلان 4 , 3(

     
0
  
2
  6x dx       

1
  
4
  4 x  2  dx   

    
0
  
4
  (4x -  x  2 ) dx       

1
  
3
  (2 x  2  + 3) dx   

    
2
  
4
  (-3x + 15) dx       

3
  
4
  (- x  2  + 6x) dx   

    
1
  
3
  12x dx       

1
  
5
  ( x  2  - x + 1) dx   

طباعة: ارجع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية الدرس . إذا زاد عدد    
الكتب المطبوعة يوميًّا من 1000 كتاب إلى 1500 كتاب، فأوجد قيمة 

 تكلفة الزيادة والمعطاة بالتكامل

      . )مثلل 5(
1000

  
1500

   (10 - 0.002x) dx

   يمكن حساب التكاملت المحددة عندما 
يكون أحد حدي التكامل موجبًا والآخر 

سالبًا.
أوجد طول قاعدة وارتفاع المثلث،   )a  
ثم مساحته باستعمال قانون مساحة 

المثلث.
أوجد مساحة المثلث بحساب   )b  

.      
-2

  
2 

  (x + 2) dx التكامل

استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x والمعطى بالتكامل المحدد في كل مما يأتي:

    
-1

  
0
  ( x  3  + 2) dx       

-1
  

1
   x  2  dx   

    
-3

  
-2

  -5x dx       
-4

  
-2

  (- x  2  - 6x) dx   

    
-1

  
0
  ( x  3  - 2x) dx       

- 2
  

0
  (2x + 6) dx   



2) 1)

4) 3)

5)

7) 6)

9) 8)

11) 10)

13) 12)

15) 14)

17) 16)

18)

y

xO

y = x + 2
x = 2

19)

21) 20)

23) 22)

25) 24)
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استعمل النهايات لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x ، والمُعطى بالتكامل المحدد في كل مما يأتي:

    
-2

  
0
    (- x  3 )  dx       

-3
  

-1
  (-2 x  2  - 7x) dx   

    
-2

  
-1

   (-   1 _ 
2
  x + 3)  dx       

-4
  

3
  2 dx   

 تمثيلات متعددة: سوف تستقصي في هذه المسألة عملية    
إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيين.

ا: مَثِّل منحنيي  f (x) = - x  2  + 4 , g(x) =  x  2  في  بيانيًّ  )a  
ل المساحتين اللتين يمثِّلهما  المستوى الإحداثي نفسه، وظلِّ

    
0
  
1
  (- x  2  + 4) dx ,     

0
  
1
   x  2  dx  التكاملن

.    
0
  
1
  (- x   2  + 4) dx ,     

0
  
1
   x   2  dx  ا: احسب تحليليًّ  )b  

ا: وضّح لماذا تكون مساحة المنطقة المحصورة بين  لفظيًّ  )c  
 المنحنيين مساويةً لـ

    . ثم احسب هذه القيمة 
0
  
1
  (- x  2  + 4) dx -     

0
  
1
   x  2  dx 

. b باستعمال القيم التي أوجدتها في الفرع

   
0
  
1
  [ f(x) -g(x)] dx  ثم احسب ، f (x) - g(x) ا: أوجد تحليليًّ  )d  

ن طريقة إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين  ا: خمِّ لفظيًّ  )e  
منحنيين.


اكت�سف الخطاأ: سُئل ماجد وخالد عن دقة تقريب المساحة تحت    

منحنى باستعمال أطراف المستطيلت، فأجاب ماجد: إنه عند 
تقريب المساحة تحت منحنى باستعمال أطراف المستطيلت اليمنى، 

فإن المساحة الناتجة تكون أكبر دائمًا من المساحة الحقيقية تحت 
المنحنى. في حين أجاب خالد: إن المساحة المحسوبة باستعمال 

أطراف المستطيلت اليسرى تكون أكبر دائمًا من المساحة الحقيقية 
ر إجابتك. تحت المنحنى. أيهما كانت إجابته صحيحة ؟ برِّ

 . f تبرير: افترض أن المقطع الرأسي العرضي لنفق يُعطى بالدالة   

    ، حيث 
0
  
d
  f (x)  dx اشرح كيف يمكن حساب حجم النفق باستعمال

ر إجابتك d عرض النفق، إذا كان طوله معلومًا. برِّ

اكتب: اكتب ملخصًا للخطوات المتبعة لتقريب مساحة المنطقة    
المحصورة بين منحنى دالة والمحور x على فترة معطاة.

.    
0
  
t
  ( x  2  + 2) dx  أوجد : تحدٍّ   

اكتب: وضّح إمكانية استعمال المثلثات أو الدوائر في تقريب    
المساحة تحت المنحنيات. أي الشكلين يعطي تقريبًا أفضل برأيك؟



أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي: )تادر�س 4-4(

j(x) = (2 x  3  + 11x)(2 x  8  - 12 x  2 )   

f(k) = ( k  15  +  k  2  + 2k)(k - 7 k  2 )   

s(t) = (  √  t   - 7)( 3t  8  - 5t)   

أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتي عندما x = 1 : )تادر�س 4-3(

y =  x  3   

y =  x  3  - 7 x  2  + 4x + 9   

y = (x + 1)(x - 2)   

أوجد كل نهاية مما يأتي )إن وجدت(: )تادر�س 4-2(

 lim  x→0
     x  2  + 3x _ x    

 lim  x→1
     x  2  - 3x + 2 _ 

x - 1
    

 lim  x→3
     x  2  - 9 _ 
 x  3  - 27

    



 ، x والمحور y = - x  2  - 3x + 6 ما مساحة المنطقة المحصورة بين   
في الفترة [6 ,2] ؟

93.33 وحدة مربعة تقريبًا  A  

90  وحدة مربعة تقريبًا  B  

86.67  وحدة مربعة تقريبًا  C  

52  وحدة مربعة تقريبًا  D  

 _ n(a) =   4؟
a
   -   5 _ 

 a   2 
   +   3 _ 

 a   4 
   + 4a أيٌّ مما يأتي يمثِّل مشتقة    

n’(a) = 8a -  5a  2  +  3a   4  A  

n’(a) =  4a   2  -  5a   3  +  3a   4  + 4  B  

n’(a) = -   4 _ 
 a  2 

   +   5 _ 
 a  3 

   -   3 _ 
 a  5 

   + 4  C  

n’(a) = -  4 _ 
 a  2 

   +   10 _ 
 a  3 

   -   12 _ 
 a  5 

   + 4  D  

lim  x→3     ؟
     x  2  + 3x - 10

 __ 
 x  2  + 5x + 6

ما قيمة     

  3 _ 15   C    1 _ 15   A  

  4 _ 15   D    2 _ 15   B  

27) 26)

29) 28)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)
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النظرية الأ�ضا�ضية في التفا�ضل والتكامل
The Fundamental Theorem of Calculus

 سقط قلم من جيب علي في أثناء ركوبه منطادًا ، فهوى نحو الأرض.
 إذا كانت سرعة سقوط القلم المتجهة بالقدم لكل ثانية تُعطى بـ

v(t) = - 32 t ، فمن الممكن إيجاد الارتفاع الذي سقط منه القلم.

الدوال الأ�ضلية والتكامل غير المحدد تعلمت في الدرسين 3 - 4 
و4 - 4 ، أنَّه إذا أُعطيْتَ موقع جسم بـ f (x) =  x  2  + 2x ، فإن العبارة التي 

تمثِّل سرعة الجسم هي مشتقة f (x)  أو f ′(x) = 2x + 2 ، لكن إذا أُعطيت 
عبارة تمثِّل السرعة، وطُلِب إليك إيجاد صيغة المسافة التي تم إيجاد 

السرعة منها، فلا بد من وجود طريقة للعمل عكسيًّا والعودة إلى الدالة 
الأصلية وإلغاء الاشتقاق. 

. f دالة أصلية للدالة F(x) ى وبمعنى آخر، فإننا نبحث عن F(x) ، بحيث إن F′(x) = f (x) . وتُسمَّ

أوجد دالة أصلية لكل دالة مما يأتي:

f(x) = 3 x  2  )a  

لنبحث عن دالة مشتقتها  x  2 3. تذكر أن قوة x في مشتقة دالة القوة أقل بواحد من قوة x في الدالة. وعليه فإن    
 F(x) =  x  3  في الدالة، فإن x في مشتقة الدالة يساوي قوة x ستكون 3 ، وبما أن معامل F(x) في x قوة المتغير

. 3 x  2   3  أو  x  3 - 1   هي   x  3  تحقق المطلوب. حيث إن مشتقة
إن  x  3  ليست الدالة الوحيدة التي تحققُ المطلوب، فمثلًا G(x) =  x  3  + 10 تحقق المطلوب أيضًا؛ لأن    

 G′(x) =  3x  3 - 1  + 0 = 3 x  2 ، وكذلك H(x) =  x  3  - 37 تحقق المطلوب.

f (x) = -   8 _ 
 x  9 

   )b  

أعد كتابة f (x)  بقوى سالبة لتحصل على  f (x) = - 8  x  -9 ، وبما أن قوة x في مشتقة الدالة أقل بواحد من    

، f دالة أصلية للدالة F (x)=  x  -8  ستكون 8- ، وعليه تكون F(x) في x في الدالة، فإن قوة x قوة 
  H(x) =  x  -8  - 12 ، G(x) =  x  -8  + 3 8- . لاحظ أن كلاًّ من x  -8 - 1   = -8 x  -9  هي x  -8    فمشتقة

. f تمثِّل دالة أصلية للدالة

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد دالَّتين أصليتين مختلفتين لكل دالة مما يأتي:

- 3 x  -4  )1B  2x  )1A 

ةٍ أصلية ينتج عنه دالة أصلية أخرى، وبشكل عام فإن  إضافة أو طرح  في المثال 1 لاحظ أن إضافة أو طرح ثابت لدالَّ
ثابت C لدالة أصلية يُنتج دالة أصلية أخرى ؛ لأن مشتقة الثابت صفر. وعليه فإن  هناك عددًا لانهائيًّا من الدوال الأصلية 

. C لأي دالة. والشكل العام للدالة الأصلية هو الشكل الذي يحوي الثابت

در��تُ ����عم�ل ���ه���ت 
��ق��ب ��م���ح� تحت 

��ح�ى د���. )��در�س 4-5(

��جدُ د��ل ����ل��.  ■

�����عْم� ������� ����������   ■

 �������� �������� ��
��جد ������� ��محدد.

��د��� �����ل��
antiderivative

������� غ�� ��محدد
indefinite integral

 �� ���������� �������
�������� ��������

 Fundamental Theorem of
Calculus

1اإيجاد الدوال الأ�ضلية
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كما في المشتقات، فإن  هناك قواعد لإيجاد الدالة الأصلية.

. F(x) =    x  n + 1  _ 
n + 1

   + C :عدد ن��ب� � �����ي 1- ، ��إن n ح�ث ، f (x) =  x   n  إذ� ك�ن� قاعدة  القوة  

 �إذ� ك�ن f (x) = k  x   n  ، ح�ث n عدد ن��ب� � �����ي k ، -1 عددً� ث�بً��، ��إن:      قاعدة �ضرب دالة 
 _  F(x) =   k  x  n + 1.القوة في عدد ثابت

n + 1
   + C

 �إذ� ك�ن �ـ g(x) ، f(x)  د����ن ����ل���ن هم� G(x) ، F(x)  على ����ت�ب ،   قاعدة المجموع والفرق 
.  f(x) ± g(x) د��� ����ل�� �ـ F (x) ± G (x) :إن��

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي:

 f (x) = 4 x  7  )a  

= 4  x  7 f (x) د��� ��معط�ة��

=   4  x  7 + 1  _ 
7 + 1

   + CF(x)ق�عدة ���ب د��� ��قوة �� عدد ث�بت

=   1 _ 
2
    x  8  + Cب�ّ�ط

f(x) =   2 _ 
 x  4 

   )b  

=   2 _ 
 x  4 

  f (x) د��� ��معط�ة��

= 2  x  -4 �عد ك��ب� ��د��� بقوة ����ب��

=   2  x  - 4 + 1  _ 
-4 + 1

   + CF(x)ق�عدة ���ب د��� ��قوة �� عدد ث�بت

=-   2 _ 
3
    x  -3  + C = -   2 _ 

3 x  3 
   + Cب�ّ�ط

f(x) =  x  2  - 8x + 5  )c  

=  x  2  - 8x + 5f (x) د��� ��معط�ة��

=  x  2  - 8 x  1  + 5 x  0 x عد ك��ب� ��د��� بد��� قوى��

=    x  2 + 1  _ 
2 + 1

   -   8 x  1 + 1  _ 
1 + 1

  +   5 x  0 + 1  _ 
0 + 1

   + CF(x)��قو�عد ��د��� �����ل

=   1 _ 
3
    x  3  - 4 x  2  + 5x + Cب�ّ�ط

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي: 

f(x) = 8 x  7  + 6x + 2  )2C  f(x) =   10 _ 
 x  3 

   )2B  f(x) = 6 x  4  )2A 

ين. الة الأصلية باسم ورمز خاصَّ يُعطى الشكل العام للدَّ

 ، f (x) د��� ����ل�� �ـ F(x) ح�ث ،  f (x) dx = F(x) + C �ب�����غ  f  ���ُعطى ������� غ�� ��محدد �لد�
� C ث�بت.

قواعد الدالة الأ�ضلية

2قواعد الدوال الأ�ضلية


 الدوال الأ�ضلية 

F (x) =k x ه� د��� ����ل�� 
�ـِ f (x) =k ، �مثلً ، �إذ� ك�ن 

 f (x) = 3  ، ��إن
.  F (x) = 3x


 التكامل غير المحدد 

��بب ت��م�� ������� غ�� 
��محدد بهذ� ����م ��نه � 
ُ�عب� عن د��� �حددة، ب� 

عن عدد � نه�ئ� �ن ��د��ل 
�����ل��.

التكامل غير المحدد
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فيزياء: أجرى طلاب الصف الثالث الثانوي في إحدى المدارس الثانوية تجربة فيزيائية تتضمن إسقاط كرة من 
نافذة الفصل التي ترتفع عن سطح الأرض بـ ft 30 ، وتمثِّل  v(t) = -32t سرعةَ الكرة المتجهة اللحظية بالأقدام 

بعد t ثانية من سقوطها.
أوجد دالَّة موقع الكرة s(t) بعد t ثانية من سقوطها .  )a  

. v(t) لإيجاد دالة الموقع، أوجد الدالة الأصلية لـ   

=  v(t) dts(t)�علق� ب�ن ��موقع ������ع� ��م�جه��

=  -32t dtv(t) = -32t

= -  32 t  1 + 1  _ 
1 + 1

   + Cق�عدة ���ب د��� ��قوة �� عدد ث�بت

= -16 t  2  + Cب�ّ�ط

أوجد C بتعويض ft 30 للارتفاع الابتدائي ، s 0 للزمن الابتدائي.   

s(t) = -16 t  2  + Cv(t) د��� �����ل�� �ـ��

30 =-16(0 )  2  + Cs(t) = 30 , t = 0

30 =Cب�ّ�ط

. s(t) = -16 t  2  + 30 أي أن دالة موقع الكرة هي   

أوجد الزمن الذي تستغرقه الكرة حتى تصل إلى سطح الأرض.  )b  

. s(t) = 0 حُلّ المعادلة   

s(t) = -16 t  2  + 30د��� �وقع ����ة

0 = -16 t  2  + 30s(t) = 0

-30 = -16 t  2 ط�ح 30 �ن كل ��ط���ن�

1.875 ≈  t  2 -16 ق��م كل ��ط���ن على�

1.369 ≈ tخُذ ��جذر ����ب�ع� ��موجب ��ل ��ط���ن

أي أن الكرة ستستغرق s 1.369 تقريبًا حتى تصل إلى سطح الأرض.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
�ضقوط حُر: عند قيام فنِّي بإصلاح نافذة برج على ارتفاع ft 120 سقطت محفظتُه نحو الأرض، وتمثّل    )3  

v(t) = -32 t سرعة المحفظة المتجهة اللحظية بالأقدام بعد t ثانية من سقوطها.

أوجد دالة موقع المحفظة s(t) بعد t ثانية من سقوطها.  )A  

أوجد الزمن الذي تستغرقُهُ المحفظة حتى تصل إلى سطح الأرض.  )B  

النظرية الأ�ضا�ضية في التفا�ضل والتكامل لاحظ أن الرمز المُستعمل للتكامل غير المحدد يبدو شبيهًا بالرمز 
ي التكامل الأعلى والأدنى  الذي استُعمل للتكامل المحدد في الدرس 5-4 ، إذ إن الفرق الوحيد هو عدم ظهور حدَّ
في رمز التكامل غير المحدد. إن إيجاد الدالة الأصلية لدالة ما: هو طريقة مختصرة لحساب التكامل المحدد للدالة 
نفسها باستعمال مجموع ريمان. وهذه العلاقة بين التكاملات المحددة والدوال الأصلية ذات أهمية كبيرة، وتُسمى 

النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل.

�إذ� ك�نت F(x) د��ً� ����ل�� �لد��� ��م���ل� f (x) ، ��إن

.     
a
  
b
   f (x) dx = F (b) - F (a)

. F(x)  ∣ 
 
 ∣   ∣   
a
  

b
��م�ن ���عب�� عن ��ط�ف ����من �ن هذه ��عب�رة ب����ز   

33التكامل غير المحدد

ال�ضقوط الحر قب� ��ربعم�ئ� ع�م 
تق��بً�، ������ج ج���ل�و ج���ل� ��ن 

�جم�ع ���ج���م ���� ت��قط ��قوطً� 
� ������رع ن���ه ، ب�هم�ل ت��ث��  ح�ًّ

��هو�ء، ���ن هذ� ������رع � ����ث� ب��ي 
�ن ��دة ��ج��م �����قط ��� �زنه ��� 

��رت��ع ��ذي ��قط ��ه.

النظرية الأ�ضا�ضية في التفا�ضل والتكامل
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من نتائج النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل أنها ربطت بين التكاملات والمشتقات، فالتكامل هو عملية إيجاد 
دوال أصلية، في حين أن الاشتقاق هو عملية إيجاد مشتقات. لذا فإن عمليتي التكامل والاشتقاق هما عمليتان 

عكسيتان، ويمكننا استعمال النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل لحساب التكاملات المحددة دون الحاجة إلى 
استعمال النهايات. 

استعمل النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل لحساب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى كل دالة مما يأتي 
والمحور x على الفترة المعطاة:

.     
1
  
3
   4 x  3  dx  على الفترة [3 ,1]؛ أي y = 4 x  3  )a  

أولًا: أوجد الدالة الأصلية.   

=   4 x  3 + 1  _ 
3 + 1

   + C 4 x  3  dxق�عدة ���ب د��� ��قوة �� عدد ث�بت

=  x  4  + Cب�ّ�ط

الآن: احسب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل ، ثم    
أوجد الفرق.

=  x  4  + C  ∣ 
 
 ∣   ∣  
 
1
  

3
     

1
  
3
   4 x  3  dx�������� �������� �� ���������� �������

= ( (3)  4  + C) - ( (1)  4  + C)a = 1 , b = 3

ب�ّ�ط80 = 1 - 81 =

أي أن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى  y = 4  x  3 والمحور x على الفترة [3 ,1] هي 80 وحدة مربعة.   

     
0
  
4
   (- x  2  + 4x + 6) dx على الفترة [4 ,0]؛ أي y = - x  2  + 4x + 6  )b 

أولًا: أوجد الدالة الأصلية.   

  (- x  2  + 4x + 6) dx    

= -    x  2 + 1  _ 
2 + 1

   +   4 x  1 + 1  _ 
 1 + 1

   +   6 x  0 + 1  _ 
0 + 1

   + C��قو�عده ��د��� �����ل

= -    x  3  _ 
3
   + 2 x  2  + 6x + Cب�ّ�ط

الآن: احسب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل، ثم أوجد الفرق.   

= -    x  3  _ 
3
   + 2 x  2  + 6x + C  ∣ 

 
 ∣   ∣  
 
0
  

4
     

0
  
4
   (-  x  2  + 4x + 6) dx�������� �������� �� ���������� �������

=   (-    (4)  3 
 _ 

3
   + 2(4 )  2  + 6(4) + C)  -  

(-   (0 )  3 
 _ 

3
   + 2(0 )  2  + 6(0) + C) 

a = 0 , b = 4

ب�ّ�ط34.67 ≈ 0 - 34.67 ≈

أي أن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى  y = -  x  2  + 4 x + 6  والمحور x على الفترة [4 , 0] هي    
34.67 وحدة مربعة تقريبًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل تكامل محدد مما يأتي:

    
1
  
2
   (16 x  3  - 6 x  2 ) dx  )4B      

2
  
5
   3 x  2  dx  )4A 

لاحظ أنه عند حساب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل ، وحساب الفرق بين القيمتين ، فإن 
C لن تظهر في الناتج؛ وذلك لأن C موجودة في كلتا الدالتين الأصليتين، فإن الفرق بين قيمتي C يساوي صفرًا. 

لذا فإنه لحساب تكامل محدد باستعمال النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل يمكنك إهمال الثابت C، وعدم كتابته 
في الدالة الأصلية.

4الم�ضاحة تحت منحنى

 ماريا اأجن�ضن (1799–1718)
 ع��م� �إ�ط���� ب�عت �� ��لغ�ت 

����ل���� ����������ت، �ُ�عدُّ 
 Analytical Institutions �ك��به
���ل ك��ب ن�ق�س ح���ب� �������� 

�������� �عً�.
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د ما إذا كان محددًا أو غير محدد. قبل حساب التكامل حدِّ

احسب كل تكامل مما يأتي:

 (9x -  x  3 ) dx  )a  

هذا تكامل غير محدد. استعمل قواعد الدالة الأصلية لحسابه.   

=   9 x  1 + 1  _ 
1 + 1

   -    x  3 + 1  _ 
3 + 1

   + C (9x -  x  3 ) dx��قو�عد ��د��� �����ل

=   9 _ 
2
    x  2  -    x  4  _ 

4
   + Cب�ّ�ط

    
 2

  
3
   (9x -  x  3 ) dx  )b  

هذا تكامل محدد. احسب قيمة التكامل باستعمال قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى.   

=  (  9 _ 
2
    x  2  -    x  4  _ 

4
  )   | 

 
 |   |  
 
2
  

3
     

2
  
3
   (9x -  x  3 ) dx�������� �������� �� ���������� �������

=  (  9 _ 
2
    (3)  2  -    (3)  4 

 _ 
4
  )  -  ⎡ 

 
 ⎢   ⎣   9 _ 
2
   (2 )  2  -    (2)  4 

 _ 
4
   ⎤ 
 
 ⎥   ⎦ a = 2 , b = 3

= 20.25 - 14 = 6.25
ب�ّ�ط

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
احسب كل تكامل مما يأتي:

    
1
  
3
   (- x  4  + 8 x  3  - 24 x  2  + 30x - 4) dx  )5B   (6 x  2  + 8x - 3) dx  )5A 

ة الأصلية، في حين لا يُعطي التكامل المحدد الدالة الأصلية بصورة صريحة،  لاحظ أن التكامل غير المحدد يُعطي الدالَّ
بل هو الفرق بين قيمتي الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى. أي أن التكامل غير المحدد يعطي دالة، وهي الدالة 

الأصلية، ويمكن استعمالها لإيجاد مساحة المنطقة تحت منحنى الدالة بين أي حدين أعلى وأدنى؛ ليصبح التكامل 
عندها محددًا.

 .     
0
  
0.5

   360x dx 0.5 من موضعه الطبيعي بالتكامل m يُعطى الشغل اللازم لشد نابض ما مسافة 
ما قيمة الشغل اللازم لشد النابض مقيسًا بوحدة الجول؟ 

احسب قيمة التكامل المحدد.

= 180 x  2    | 
 
 |   |  
 
0
  

0.5
     

0
  
0.5

   360x dx�������� �������� �� ���������� �������� ، ق�عدة ���ب د��� ��قوة �� عدد ث�بت

= 180(0.5 )  2  - 180(0 )  2 a = 0 , b = 0.5

ب�ّ�ط45 = 0 - 45 =

. 45 J أي أن الشغل اللازم هو

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد الشغل اللازم لشد نابض مسافة ما والمعطى بالتكامل في كل مما يأتي:

    
0
  
1.4

  512x dx  )6B      
0
  
0.7

   476x dx  )6A 

5التكاملات المحددة وغير المحددة 
 التكاملات 

��ح�ح ��نه �م�ن تج�ه� 
��ث�بت C ع�د ح���ب ������� 

��محدد، �إ� ��نه �جب ��خذه 
بع�ن ��ع�ب�ر ع�د ح���ب 

������� غ�� ��محدد؛ ��نه 
جزء �ن ��د��� �����ل��.

6التكاملات المحددة
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أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالّة مما يأتي: )��مث��ن 2 , 1 (

f(x) =  x  5   

f(z) =   3
 √  z    

q(r) =   3 _ 
4
    r  

  2 _ 
5
  
  +   5 _ 

8
    r  

  1 _ 
3
  
  +  r    

1 _ 
2
     

w(u) =   2 _ 
3
    u  5  +   1 _ 

6
    u  3  -   2 _ 

5
   u   

u(d) =   12 _ 
 d  5 

   +   5 _ 
 d  3 

   - 6  d  2  + 3.5   

m(t) = 16  t  3  - 12  t  2  + 20 t - 11   

�ضقوط حر: ارجع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية الدرس. افترض    
أن القلم قد استغرق s 2 حتى الوصول إلى سطح الأرض. )�ث�ل 3 (

. s(t) =  -32t dt أوجد دالة الموقع  )a  

.  s(t) =0 ، t = 2 s عندما C احسب قيمة  )b  

ما ارتفاع القلم عن سطح الأرض بعد s 1.5 من سقوطه؟  )c  

احسب كل تكامل مما يأتي: )��مث��ن 5 , 4 (

 (6m + 12 m  3 ) dm   

    
1
  
4
    2  x  3  dx   

    
2
  
5
   ( a  2  - a + 6) da   

    
1
  
3
    (   1 _ 2    h  2  +   2 _ 3    h  3  -   1 _ 5    h  4 )  dh   

  ( 3.4  t  4  - 1.2  t  3  + 2.3 t - 5.7 ) dt   

  (14.2  w  6.1  - 20.1  w  5.7  + 13.2  w  2.3  + 3 ) dw   

ح�ضرات: تُعطى سرعة قفز حشرة بـ  v(t) = - 32t + 34 ، حيث    
 t الزمن بالثواني، و v(t) السرعة المتجهة بالأقدام لكل ثانية.

 )�ث�ل 6 (
 C للحشرة، ثم احسب قيمة الثابت s(t) أوجد دالة الموقع  )a  

. s(t) = 0 فإن ، t = 0 بفرض أنه عندما
أوجد الزمن من لحظة قفز الحشرة حتى هبوطها على سطح   )b  

الأرض؟

م مهندس مدخل بناية على شكل قوس يمكن وصفه  هند�ضة: صمَّ   

 _  y = -    x  2  ، حيث x بالأقدام. احسب مساحة المنطقة 
157.5

   + 4x  بـ
تحت القوس. )�ث�ل 6 (

احسب كل تكامل مما يأتي:

    
-1

  
2
   (-  x  2  + 10) dx        

-3
  

1
   3 dx    

    
-1

  
1
   ( x  4  - 2 x  3  - 4x + 8) dx       

-2
  

-1
    (   x  5  _ 2   +   5 x  4  _ 4  )  dx    

    
-6

  
-3

   (- x  2  - 9x - 10) dx    

مقذوفات: تُعطى سرعة مقذوف بـ v(t) = - 32t + 120 ، حيث    
v(t) السرعة المتجهة بالأقدام لكل ثانية بعد t ثانية ، ويبلغ ارتفاعه 

. 3 s 228 بعد ft

أوجد أقصى ارتفاع يصله المقذوف.  )a  

أوجد سرعة المقذوف عندما يصل إلى سطح الأرض.  )b  

احسب كل تكامل مما يأتي:

    
5
  
x
   (10 t  4  - 12 t  2  + 5) dt       

x
  
2
   (3 t  2  + 8t) dt   

    
-x

  
6
   (-9 t  2  + 4t) dt       

3
  
2
   (4 t  3  + 10t + 2) dt   

    
2x

  
x + 3

   (3 t  2  + 6t + 1) dt       
x
  
 x  2  

   (16 t  3  - 15 t  2  + 7) dt   

حجم الكرة: يمكن إيجاد حجم كرة طول نصف قطرها R بقصها    
إلى حلقات دائرية من خلال مستويات رأسية متوازية ثم إجراء تكامل 

لحساب مساحات الحلقات الدائرية. 

x

R

√R2 - x2

يبلغ طول نصف قطر كل حلقة     R  2  -  x  2 √      ، أي أن مساحة كل    

 .  π  (  √   R  2  -  x  2    )   
2
 حلقة هي 

     لحساب حجم الكرة .
-R

  
R

   (π R  2  - π x  2 ) dx أوجد

 ،  f(x) م�ضاحات: احسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي   
. 1 ≤ x ≤ 3 في الفترة ، x والمحور g(x)

f(x) = x2 + 1

y

xO 2 4 6

2

4

6

9

g(x) = -x2 + 9
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 تمثيلات متعددة: ستستكشف في هذه المسألة العلاقة بين    
قيمة تكامل دالة على فترة، ومساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
الدالة والمحور x ، وتأثير موقع الدالة بالنسبة لمحور x على إشارة 

التكامل.
ا: مَثِّل الدالة f(x) =  x  3  - 6 x  2  + 8x  بيانيًّا، وظلِّل  هند�ضيًّ  )a  

. 0 ≤ x ≤ 4 في الفترة ، x والمحور f(x) المنطقة المحصورة بين

ا: احسب كلاًّ من: تحليليًّ  )b   

     
0
  
2
  ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx ,     

2
  
4
  ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx

ا: أعطِ تخميناً حول مساحة المنطقة الواقعة فوق أو تحت  لفظيًّ  )c  
. x المحور

ا أوجد التكامل على الفترة كاملة من خلال حساب تحليليًّ  )d   

    ، ثم أوجد المساحة الكلية من خلال 
0
  
4
   ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx

 حساب

 ⎜    
0
  
2
  ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx⎟  +  ⎜    

2
  
4
   ( x  3  - 6 x  2  + 8x) dx⎟ 

ا: أعطِ تخميناً حول الفرق بين قيمة التكامل على الفترة  لفظيًّ  )e  
كاملة والمساحة الكلية.



    ، حيث r  عدد ثابت.
-r

  
r
     √   r  2  -  x  2    dx  احسب قيمة : تحدٍّ   

د ما إذا كانت كل عبارة مما يأتي صحيحة دائمًا، أو صحيحة  تبرير: حَدِّ
ر إجابتك: أحيانًا، أو غير صحيحة أبدًا. برِّ

    
a
  
b
   f(x) dx =     

b
  
a
   f(x) dx   

    
a
  
b
   f(x) dx =     

-b
  

-a
   f(x) dx   

    
a
  
b
   f(x) dx =     

|b|
  

|a|
   f(x) dx   

برهان: أثبت أنه لأي عددين ثابتين n ، m ، فإن    

.    
a
  
b
   (n + m) dx =     

a
  
b
  n dx +     

a
  
b
   m dx

 f (x) ,    ، عندما يقع 
i=1

   
n

   f( x  i  )∆x  ,     
a
  
b
   f(x) dx تبرير: صف قيم   

. a ≤ x ≤ b في الفترة x تحت المحور f  التمثيل البياني للدالة

اكتب: بيِّن لماذا يمكننا إهمال الحد الثابت C في الدالة الأصلية    
عند حساب التكامل المحدد.



استعمل النهايات لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x ، والمعطاة بالتكامل في كل مما يأتي: )��در�س 4-5 (

    
0
  
6
   (x + 2) dx        

 -2
  

2
   14  x  6  dx   

استعمل قاعدة القسمة لإيجاد مشتقة كل دالة مما يأتي: )��در�س 4-4( 

j(k) =    k  8  - 7k _ 
2 k  4  + 11 k  3 

    

g(n) =   2 n  3  + 4n _ 
 n  2  + 1

     

    lim ، فأوجد قيمة a.  )��در�س 4-2 (
x→1

  (2  x  2  + a x) = 8   إذا كان   

 أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتي عند أي نقطة عليه: 
)��در�س 4-3(

y =  x  2  + 3   

y =  x  3   



    ، فما قيمة k ؟
0
  
2
   k x dx  = 6 إذا كان   

1  A  

2  B  

3  C  

4  D  
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مفاهيم اأ�سا�سية
ا )تادر�س 1- 4 ( تقدير النهايات بيانيًّ

تكون نتلاة f (x) عقدمل تنهرب x من c موجودة ، تإذت  فنط تإذت   •
كلنت تاقتلاهلن من تايمين  تاي�الر موجودتين  مه�ال اهين.

 f (x) غير موجودة تإذت تقهربت c من x عقدمل تنهرب f (x) تكون نتلاة  •
من قيمهين مخهلفهين عقد تقهرتب قيم x من تاعدد c من تاي�الر  من 
تايمين، تأ  عقدمل تزدتد قيم f (x) تأ  تهقلق�س ب�اكل غير محد د عقد 
تقهرتب قيم x من تاعدد c من تاي�الر تأ  تايمين تأ  كليتمل، تأ  عقدمل 

. c من x بين قيمهين مخهلفهين عقد تقهرتب قيم f (x) تهذبذب قيم
ا )تادر�س 4-2( ح�ساب النهايات جبريًّ

امكن تإاجلد نتلالا كثيرتا تاحد د  تاد تل تاق�ابية علدةً من   •
خلال تاهعوا�س تامبليار.

 _ 0    عقد ح�الب نتلاة دتاة 
0
تإذت تو�الت تإاى تا�ايغة غير تامحددة      •

ط تاعبلرة جبراًّل من خلال تحليل كل من تاب�اط  ن�ابية، فبَ�اِّ
 تامنلم تأ  تإنطلا تاب�اط تأ  تامنلم ، ثم تخه�الر تاعوتمل 

تام�اهركة.
المما�س وال�سرعة المتجهة )تادر�س 4-3(

مُعدّل تاهغيّر تالحظي الدتاة f عقد تاقنطة (x, f (x)) هو ميل   •
 تاممل�س m عقد تاقنطة (x, f (x)) ،  اُعطى بلا�ايغة

m =   lim    
h→0

    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h

  

y = f(x)

y

O x

f(x h) f(x)

(x + h, f(x + h))

x+ hx

(x, f(x))

h

+

الم�ستقة )تادر�س 4 - 4(
اُرمز ام�اهنة  f (x) =  x   n بلارمز f ′(x) ،  تُعطى بلا�ايغة   •

 f ′(x) = n  x  n - 1  ، حيث n عدد حنيني.

الم�ساحة تحت المنحنى والتكامل )تادر�س 4-5(
 f (x) تُعطى م�الحة تامقطنة تامح�اورة بين مقحقى تادتاة  •

  تامحور x بلا�ايغة 

       ، حيث a ، b همل 
a
  
b
   f (x) dx =   lim  n→∞

   
 i=1

  
n

    f ( x  i ) ∆x 

 تاحدتن تاأعلى  تاأدنى الهكلمل ،

∆x  =   b - a _ n   ,  x  i  = a + i∆x 
النظرية الأ�سا�سية في التفا�سل والتكامل )تادر�س 6 -4(
تادتاة تاأ�الية اـ  f (x) =  x  n هي F(x)  تُعطى بلا�ايغة   •

 _  F(x)  =    x  n + 1  ، حيث C عدد ثلبت
n + 1

   + C

تإذت كلنت F(x) دتاةً تأ�الية الدتاة تامه�الة f (x) ، فلإن   •

     
a
  
b
  f (x) dx = F(b) - F(a)

المفردات
تاقتلاة من جتة  تحدة �س 130

تاقتلاة من جتهين �س 130

تاهعوا�س تامبليار �س 139

تا�ايغة غير تامحددة  �س 140

تاممل�س �س 149

مُعدل تاهغيّر تالحظي �س 149

ق�امة تافرا �س 149

تا�ارعة تامهجتة تالحظية �س 151

تام�اهنة �س 156

تاياهنلا �س 156

تامعلداة تاهفل�الية  �س 156

تاموؤثر تاهفل�الي �س 156

تاهجزيء تامقهظم �س 166

تاهكلمل تامحدد �س 167

تاحد تاأدنى �س 167

تاحد تاأعلى �س 167

مجموع راملن تاأامن �س 167

تاهكلمل �س 167

تادتاة تاأ�الية �س 173

تاهكلمل غير تامحدد  �س 174

تاقظراة تاأ�ال�اية في تاهفل�ال 
 تاهكلمل �س 175

اختبر مفرداتك
اختر المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي:

ميل المنحنى غير الخطي عند نقطة عليه هو  ، والذي   )1  
يمكن تمثيله بميل مماس منحنى الدالة عند تلك النقطة.

 x يمكن إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور  )2  
باستعمال  .

يمكن إيجاد نهايات دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية باستعمال   )3  
 ، وذلك إذا كان مقام الدالة النسبية لا يساوي صفرًا 

عند النقطة التي تُحسب عندها النهاية .

. f (x) تُسمى  لـ F(x) فإن ، F′(x) = f (x) إذا كان  )4  

    0 _ 
0
يُسمى ناتج التعويض في النهايات على الصورة    )5   

بـ  .

تُسمى عملية إيجاد المشتقة بـ  .  )6  

 _ d     ، فإن ذلك يعني إيجاد مشتقة 
dx

إذا سُبقت دالة بـِ     )7  
الدالة.

يطلق على السرعة المتجهة عند لحظة زمنية محددة  .  )8  
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قدّر كل نهاية مما يأتي باستعمال التمثيل البياني، ثم عزّز إجابتك 
باستعمال جدول قيم:

 lim  x→3
    ( 2 x - 7 )  )9  

 lim  x→1
    ( 0.5 x  4  + 3 x   2  - 5 )  )10 

ر كل نهاية مما يأتي: قدِّ

  lim  
x→ 2  +  

    x  2  + x - 6 _ 
x - 2

   )11 

 lim  x→4
     x  2  + x + 20 _ 

x - 4
   )12 

 lim  x→4
    9 __ 
 x  2  - 8x + 16

   )13 

 lim  x→2
     x  2  - 7x - 10 __ 

x - 2
   )14 

ز إجابتك باستعمال      lim    باستعمال التمثيل البياني، ثم عزِّ
x→2

     x  2  - 4 _ 
x - 2

قدّر   
جدول قيم.

 _ f (x) =    x   2  - 4  أدناه أنه 
x - 2

ا: يُبيّن التمثيل البياني للدالة     التحليل بيانيًّ
كلما اقتربت قيم x من العدد 2 ، فإن قيم f (x) المقابلة تقترب من 4 ؛ 

lim  x→2   بالعدد 4 .
     x  2  - 4 _ 

x - 2
لذا فإن بإمكاننا تقدير    

y

xO

f(x) =   x
2  4_

x  2

ا: كوّن جدول قيم باختيار قيم x القريبة من العدد 2 من  التعزيز عدديًّ
كلا الجهتين. 

x تنهرب من 2 x تنهرب من 2
x 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1

f (x) 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1

يبيِّن نمط قيم f (x) ، أنه كلما اقتربت قيم x من العدد 2 من اليسار ومن 
اليمين، فإن قيم f (x) تقترب من العدد 4 .

استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتي:

 lim  x→5
     x  2  + 2x + 10 __ x   )15 

  lim    
x→-1

  (5 x  2  - 2x + 12)  )16 

احسب كل نهاية مما يأتي باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكنًا، 
وإلا فاذكر السبب.

  lim  x→25
     x  2  + 1 _ 
  √  x   - 5

   )17 

 lim  x→2
  (-3 x  3  - 2 x  2  + 15)  )18 

احسب كل نهاية مما يأتي:

  lim    
x→-2

    x + 2 _ 
 x  2  - 2x - 8

   )19 

  lim  x→∞
   (2 - 4 x  3  +  x  2 )   )20 

احسب كل نهاية مما يأتي باستعمال التعويض المباشر إذا كان ذلك 
ممكنًا، وإلا فاذكر السبب.

 lim  x→2
  (2 x  3  -  x  2  + 4x + 1)  )a  

بما أن هذه نهاية كثيرة حدود؛ لذا يمكننا حسابها باستعمال    
التعويض المباشر.

 lim  x→2
  (2 x  3  -  x  2  + 4x + 1) = 2(2 )  3  -  2  2  + 4(2) + 1

 = 16 - 4 + 8 + 1 = 21

  lim  x→-4
      2x - 7 _ 
2 -  x  2 

   )b  

بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامها ليس صفرًا عندما x = -4 ؛     
لذا يمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر.

  lim    
x→-4

    2x - 7 _ 
2 -  x  2 

   =   2(-4) - 7
 _ 

2  - (-4)  2 
   =   -8 - 7 _ 

2 - 16
   =    15 _ 

14
  

1
ا )ال�سفحات 136 - 128(4-1 تقدير النهايات بيانيًّ

2
ا )تا�افحلا 146– 137 (4-2 ح�ساب النهايات جبريًّ
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أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتي عند النقاط المعطاة :

y = 6 - x , (-1, 7) , (3, 3)  )21 

y =  x  2  + 2 , (0, 2) , (-1, 3)  )22 

أوجد معادلة ميل منحنى كل دالةٍ مما يأتي عند أي نقطة عليه:

y = - x  2  + 3 x  )23 

y =  x  3  + 4 x  )24 

تمثِّل s(t) في كل مما يأتي موقع جسم بالأقدام بعد t ثانية . أوجد سرعة 
الجسم المتجهة اللحظية عند الزمن المعطى:

s(t) = 15t - 16 t  2  , t = 0.5  )25 

s(t) = -16 t  2  - 35t + 400 , t = 3.5  )26 

تمثِّل h(t) في كل مما يأتي مسار جسم متحرك . أوجد السرعة المتجهة 
اللحظية v(t) للجسم عند أي زمن:

h(t) = 8 - 2 t  2  + 3t  )28  h(t) = 12 t  2  - 5  )27 

أوجد ميل مماس منحنى  y =  x  2 عند النقطة (4 ,2) .

=  lim  h→0
    
f (x + h) - f (x)

  __ 
h
  mايغة مُعدّل تاهغّير تالحظي�

=  lim  h→0
    
f (2 + h) - f (2)

  __ 
h
  x = 2

=  lim  h→0
    
(2 + h )  2  -  2  2 

 __ 
h
  f  ( 2 + h) = (2 + h )  2  , f  (2) =  2  2 

=  lim  h→0
    4 + 4h +  h  2  - 4  __ 

h
فُك تاأقوت�س  

=  lim  h→0
    
h(4 + h)

 _ 
h
ب�اّط، ثم حلّل  

=  lim  h→0
  (4 + h)h تق�ام على

عوّ�س4 = 0 + 4 =

أي أن ميل مماس منحنى  y =  x  2 عند النقطة (4 ,2) هو 4 .

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي باستعمال النهايات ، ثم احسب قيمة 
المشتقة عند النقاط المعطاة.

g(t) = - t  2  + 5t + 11 , t = -4 , 1  )29 

m( j) = 10j - 3 , j = 5 , -3  )30 

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

z(n) = 4  n  2  + 9 n  )32  p(v) = -9 v + 14  )31 

g(h) =  4 h  
  3 _ 
4
   
 -  8 h  

  1 _ 
2
  
  + 5  )34  t(x) = -3   

5
 √   x  6    )33 

استعمل قاعدة مشتقة القسمة؛ لإيجاد مشتقة كل دالة مما يأتي:

m(q) =   2 q  4  -  q  2  + 9
 __ 

 q  2  - 12
   )36  f(m) =   5 - 3m _ 

5 + 2m
   )35 

. h(x) =    x  2  - 5 _ 
 x  3  + 2

أوجد مشتقة    

افترض أن f (x) =  x  2  - 5 , g (x) =  x   3  + 2 . لذا، 
f (x) , g(x) أوجد مشتقة كل من . h(x) = f (x)/g(x)

=  x  2  - 5f (x)من تافر�س

= 2xf  ′(x)قوتعد م�اهنلا تانوة  تادتاة تاثلبهة

=  x  3  + 2g(x)من تافر�س

= 3 x  2 g ′(x)قوتعد م�اهنلا تانوة  تادتاة تاثلبهة

. h(x) لإيجاد مشتقة f (x), f ’(x), g(x), g ’(x) استعمل

=   
f  ′(x)g (x) - f(x) g′(x)

  __ 
[ g(x) ]  2 

  h′(x)قلعدة م�اهنة تان�امة

=   
2x( x  3  + 2) - ( x  2  - 5)  3x  2 

  __  
 ( x  3  + 2)  2 

عوّ�س  

=   - x  4  + 15 x  2  + 4x  __ 
( x  3  + 2 )  2 

ب�اّط  

3
المما�س وال�سرعة المتجهة )تا�افحلا 154– 149 (4-3

4
الم�ستقات )تا�افحلا 163– 156 (4-4
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ب مساحة المنطقة المظللة تحت منحنى كل دالة مما يأتي باستعمال  قرِّ
الأطراف اليمنى و 5 مستطيلات:

 )38   )37 
y

O x

2

4

6

2 4 6

f(x) = x2 + 8x --  10

  

y

O x

2

4

6

2 4 6

f(x) =   8_x

  

استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x ، والمعطى بالتكامل المحدد في كل مما يأتي:

    
1
  
2
  2  x   2  dx  )39 

    
0
  
3
  (2 x   3  - 1) dx  )40 

    
0
  
2
  (  x   2  + x) dx  )41 

    
1
  
4
  ( 3 x   2  - x) dx  )42 

 استعمل النهايات لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى
.      

0
  
 2
 2  x   2  d x في الفترة [2 ,0] أو ، x والمحور  y = 2 x  2 

.  x  i  ، ∆x ابدأ بإيجاد

=   b - a _ n   ∆ x∆x ايغة�

=   2 - 0 _ n   =   2 _ n  ∆ xb = 2 , a = 0

= 0 + i   2 _ n   =   2i _ n   x  i a = 0 , ∆ x =   2 _ n  

=   lim  n→∞
    
i=1

   
n

   2   (  2i _ n  )   
2
  (  2 _ n  )     

0
  
2
  2 x  2  dx x  i  =   2i _ n   , ∆x =   2 _ n  

=   lim  n→∞
    4 _ 
n

   (  
i=1

   
n

     
4 i  2  _ 
 n  2 

ب�اّط (   

=  lim  n→∞
      4 _ 
n

    (  4 _ 
 n  2 

   ·   
n(n + 1)(2n + 1)

  __ 
6
�ايغ تامجموع (  

=   lim  n→∞
   (  

8(2 n  2  + 3n + 1)
  __ 

3 n  2 
ب�اّط (  

=   lim  n→∞
   
⎡
   ⎢   

⎣
   8 _ 
3
   ·  (2 +   3 _ 

n
   +   1 _ 

 n  2 
  )  
⎤
   ⎥   

⎦
 تأخرج علملًا م�اهركًل، 

 n  2  ثم تق�ام على

=   16 _ 
3
خ�الئ�س تاقتلالا5.33 ≈   

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي:
g(n) = 5n - 2  )43 

r(q) = -3 q  2  + 9q - 2  )44 

m(t) = 6 t  3  - 12 t  2  + 2t - 11  )45 

p(h) = 7 h  6  + 4 h  5  - 12 h  3  - 4  )46 

احسب كل تكامل مما يأتي:

 8 x  2  dx  )47 

 (2 x  2  - 4) dx  )48 

    
3
  
5
  (2 x  2  - 4 + 5 x  3  + 3 x  4 ) dx  )49 

    
1
  
4
  (- x  2  + 4x - 2 x  3  + 5 x  5 ) dx  )50 

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي:
f (x) =   4 _ 

 x  5 
   )a  

= 4 x  -5 f (x) تأعد كهلبة تادتاة
تامعطلة بنوة �الابة

=   4 x  -5 + 1  _ 
-5 + 1

   + CF(x) قلعدة �ارب دتاة تانوة
في عدد ثلبت

=  x  -4  + C = -   1 _ 
 x  4 

   + Cب�اّط

f (x) =  x  2  - 7  )b  

=  x  2  - 7f (x)تادتاة تامعطلة

=  x  2  - 7 x  0 x تأعد كهلبة تادتاة بدااة قوى

=    x  2 + 1  _ 
2 + 1

   -   7 x  0 + 1  _ 
0 + 1

   + CF(x)قوتعد تادتاة تاأ�الية

 =   1 _ 
3
    x  3  - 7x + Cب�اّط

5
الم�ساحة تحت المنحنى والتكامل )تا�افحلا 172 – 164 (4-5

6
النظرية الأ�سا�سية في التفا�سل والتكامل )تا�افحلا 179 – 173(4-6
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حيوانات: يُعطى عدد الحيوانات P في محميَّة طبيعية بالمئات بعد   )51 

 . t ≥ 5 حيث ، P(t) =   40 t  3  + 48t + 100  __  
5 t  3  - 70t - 95

 t سنة بالدالة    
)تادر�س 4-1(

أوجد العدد التقريبي للحيوانات في المحميَّة بعد 5 سنوات.  )a  

∞→lim  t    ؟
  P(t)أوجد  )b  

تحف فنية: لدى سلمان تحفة فنية يزداد سعرها كل سنة.   )52 

 _ v(t) =   800t تمثِّل سعر التحفة بعد t سنة 
4t + 19

افترض أن الدالة    
بمئات الريالات. )تادر�س 1- 4(

. 0 ≤ t ≤ 10 استعمل الآلة البيانية لتمثيل الدالة في الفترة  )a  

استعمل التمثيل البياني في الفرع a لتقريب سعر التحفة عندما  )b   
. t = 3 , 6 , 10

.    lim  t→∞
  v(t) لحساب a استعمل التمثيل البياني في الفرع  )c  

ح العلاقة بين نهاية الدالة وسعر التحفة. وضِّ  )d  

م أحد المعارض الفنية عرضًا لشراء التحفة  بعد 10 سنوات، قدَّ  )e  
من سلمان بسعر 30000 ريال، هل من الأفضل بيعها بهذا السعر؟ 

ر إجابتك. برِّ

 _ v(t) =   450  تمثِّل سعر سلعة 
5 + 25(0.4 )  t 

مبيعات: افترض أن الدالة      )53 

ما بالريالات بعد t سنة. )تادر�س 2 - 4(
أكمل الجدول أدناه:  )a  

0123ال�سنة

ال�سعر

. 0 ≤ t ≤ 10 استعمل الآلة البيانية لتمثيل الدالة في الفترة  )b  

∞→lim   t    إذا كانت موجودة.
  v(t)  استعمل التمثيِل البياني لتقدير  )c  

وضّح العلاقة بين نهاية الدالة وسعر السلعة.  )d  

�سواريخ: أُطلق صاروخ رأسيًّا إلى أعلى بسرعة ft/s 150. افترض   )54 
 أن ارتفاع الصاروخ h(t) بالأقدام بعد t ثانية يُعطى بالدالة

h(t) = -16  t   2  + 150t + 8.2 . )تادر�س 4-3(

أوجد السرعة المتجهة اللحظية v(t) للصاروخ.  )a  

ما سرعة الصاروخ بعد s 1.5 من إطلاقه؟  )b  

متى يصل الصاروخ إلى أقصى ارتفاع؟   )c  

ما أقصى ارتفاع يصل إليه الصاروخ؟  )d  

رماية: أطلق محمد سهمًا بسرعة ft/s 35 باتجاه هدف.   )55 
 افترض أن ارتفاع السهم h بالأقدام بعد t ثانية من إطلاقه مُعطى بالدالة

h(t) = -16  t  2  + 35t + 1.5 . )تادر�س 4-3 (

اكتب معادلة السرعة المتجهة اللحظيةv(t) للسهم .  )a  

ما سرعة السهم بعد s/0.5 من إطلاقه؟  )b  

متى يصل السهم إلى أقصى ارتفاع؟  )c  

ما أقصى ارتفاع يصل إليه السهم؟  )d  

ت�سميم: يقوم مصمم ألبسة رياضية بعمل شعار جديد يشبه المنطقة   )56 
المظللة تحت المنحنى أدناه؛ حيث سيقوم بخياطة هذا الشعار على 

قمصان لاعبي فريق رياضي ، ما مقدار القماش الذي يحتاج إليه 
لعمل 50 شعارًا إذا كانت x بالبوصات؟ )تادر�س 4-6(

y

xO 1-1 2 3 4

4

6

2

8

y = -x4 + 3x3

�سفادع: تمثِّل الدالة v(t) = -32t + 26 سرعة قفز ضفدع بالأقدام   )57 
لكل ثانية ، حيث t الزمن بالثواني. )تادر�س 4-6(

.t = 0 عندما s(t) = 0 على فرض أن ، s(t) أوجد موقع الضفدع  )a  

ما الزمن الذي يستغرقه الضفدع في الهواء عند قفزه؟  )b  

 ، 20 ft طيور: سقطت حبة قمح من منقار حمامة تطير على ارتفاع  )58 
وتُعطى سرعة سقوط الحبة بالدالة v(t) = -32t ، حيث t الزمن 

بالثواني، v(t) بالأقدام لكل ثانية.  )تادر�س 4-6(
أوجد موقع الحبة s(t) عند أي زمن.  )a  

أوجد الزمن الذي تستغرقه الحبة حتى تصل إلى سطح الأرض.  )b  

تطبيقات وم�سائل
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قدّر كل نهاية مما يأتي:

 lim  x→4
     x  2  - 16 _ x - 4      lim  x→ 0  + 

   √  x + 4   - 8   

  lim  x→∞
   x  3  + 5 x  2  - 2x + 21    lim  x→7

    6 _ 
x - 7

    

اإلكترونيات: يُعطى متوسط تكلفة إنتاج جهاز إلكتروني بالريال    

 .C(x) =   100x + 7105 _ x   جهاز بالدالة x عند إنتاج
احسب نهاية الدالة عندما تقترب x من المالانهاية.  )a  

.a ر الناتج في الفرع فَسِّ  )b  

احسب كل نهاية مما يأتي باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكنًا، وإلا 
فاذكر السبب:

 lim  x→9
  (2 x  3  - 12x + 3)    lim  x→5

     x  2  _ 
  √  x - 4   - 2

    

 _ S(t) =   2000 t  2  + 4 عدد المشتركين في 
1 + 10 t  2 

نادٍ ريا�صي: تُمثّل الدالة       

من افتتاحه. نادٍ رياضي بعد t يوم 
ما عدد المشتركين في البداية؟  )a  

ما أكبر عدد ممكن لمشتركي النادي؟  )b  

احسب كل نهاية مما يأتي )إن وجدت(:

  lim  x→∞
  (2 x  3  - 8 x  2  - 5)     lim  x→∞

  ( x  2  - 7x + 2)   

  lim  x→∞
      
√  25 + x   - 4

 __ 
x
        lim  x→∞

    2 x  3  - x - 1 __  
- x  4  + 7 x  3  + 4

    

lim  x→0   ؟
    
  1 _ x + 3   -   1 _ 3  

 _ x    اختيار من متعدد: ما قيمة   

  1 _ 9   C  -   1 _ 
9
   A  

غير موجودة  D  0  B  

أوجد ميل مماس منحنى كل دالةٍ مما يأتي عند النقاط المعطاة:

y =  x  2  + 2x - 8 , (-5, 7) , (-2, -8)   

y =   4 _ 
 x  3 

   + 2 , (-1, -2) ,  (2,   5 _ 2  )   

y = (2x + 1 )  2  , (-3, 25) , (0, 1)   

أوجد السرعة المتجهة اللحظية v(t) لجسم يُعطى موقعه عند أي زمن 
بالدالة h(t) في كل مما يأتي:

h(t) = 9t + 3 t  2   

h(t) = 10 t  2  - 7 t  3   

h(t) = 3 t  3  - 2 + 4t   

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

f(x) = - 3x - 7   

b(c) = 4  c  
  1 _ 
2
  
  - 8  c  

  2 _ 
3
  
  + 5  c  

  4 _ 
5
  
   

w(y) = 3  y  
  4 _ 
3
  
  + 6  y  

  1 _ 
2
  
   

g(x) = ( x  2  - 4)(2x - 5)   

h(t) =    t  
3  + 4 t  2  + t _ 

 t  2 
    

�صناعة: تُعطى التكلفة الحدّية c بالريال لإنتاج x كرة قدم يوميًّا    
. c(x) = 15 - 0.005x  بالدالة

أوجد دالة تمثِّل التكلفة الحقيقية .  )a  

أوجد تكلفة زيادة الإنتاج اليومي من 1500 كرة إلى 2000 كرة.  )b  

استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور x ، والمعطاة بالتكامل المحدد في كل مما يأتي:

    
1
  
4
  (  x  2  - 3x + 4 ) dx   

    
3
  
8
  10  x  4  dx   

    
2
  
5
  ( 7 - 2x + 4 x  2  ) dx   

أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالِّة مما يأتي:

d(a) = 4  a  3  + 9  a  2  - 2 a + 8   

w(z) =   3 _ 4    z  4  +   1 _ 6    z  2  -   2 _ 5    

احسب كل تكامل مما يأتي:

 (5 x  3  - 6 x  2  + 4x - 3) dx   

    
1
  
4
  ( x  2  + 4x - 2) dx   

 g(x) ، f(x) م�صاحات: ما مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي   
في الفترة x ≤ 4 ≥ 2 في الشكل أدناه؟

y

xO

20

30

10

2 4 6

g(x) =   x
3_

3 f(x) =   x
2_

4

 _ 1    15وحدة مساحة
3
    C  _ 5   17 وحدة مساحة 

12
   A  

16 وحدة مساحة  D  _ 1   17 وحدة مساحة 
3
   B  

2) 1)

4) 3)

5)

7) 6)

8)

10) 9)

12) 11)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)
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اختبار الف�صل



ال�صيــغ

المتجهــات
a + b = 〈 a  1  +  b  1 ,  a  2  +  b  2  ,  a  3  +  b  3 〉جمع متجهين في الف�صاءa + b = 〈 a  1  +  b  1  ,  a  2  +  b  2 〉جمع متجهين في الم�صتوى

  a - b = a + (-b)طرح متجهين في الف�صاءa - b = 〈 a  1  -  b  1  ,  a  2  -  b  2 〉طرح متجهين في الم�صتوى
 = 〈 a  1  -  b  1  ,  a  2  -  b  2  ,  a  3  -  b  3 〉

�صرب متجه في عدد حقيقي 
k a = 〈k  a  1  , k  a  2 〉في الم�صتوى

�صرب متجه في عدد حقيقي 
ka = 〈k  a  1  , k  a  2  , k  a  3 〉في الف�صاء

ال�صرب الداخلي لمتجهين في 
 a · b =  a  1  b  1  +  a  2  b  2الم�صتوى

ال�صرب الداخلي لمتجهين في 
 a · b =  a  1  b  1  +  a  2   b  2  +  a  3   b  3الف�صاء

 _ cos θ =   a · b الزاوية بين متجهين
|a||b|

 ⎜  = t · (u × v)ال�صرب القيا�صي للثلاثيات  

 t  1 

 
 

  u  1    
 v  1 

    

 t  2 

 
 

  u  2    
 v  2 

     

 t  3 

 
 

  u  3    
 v  3 

 ⎟ 

   v| =   √   ( x  2  -  x  1  )  2  + ( y  2  -  y  1  )  2|طول متجه

ال�صرب الاتجاهي لمتجهين في 
a × b = ( a  2   b  3  -  a  3    b  2 ) i - ( a  1   b  3  -  a  3   b  1 ) j + ( a  1   b  2  -  a  2   b  1 ) kالف�صاء

الاإحداثيات القطبية

  �صيغة الق�صمة
 z  1 

 _  z  2    =   
 r  1 

 _  r  2     [cos ( θ  1  -  θ  2 ) + i sin ( θ  1  -  θ  2 )]صيغة ال�صرب� z  1  z  2  =  r  1  r  2   [cos ( θ  1  +  θ  2 ) + i sin ( θ  1  +  θ  2 )]

الم�صافة بال�صيغة 
z  n  = [r (cos θ + i sin θ) ]  n  =  r  n (cos nθ + i sin nθ) نظرية ديموافر       r  1   2  +   r  2   2  - 2  r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 ) √  القطبية

     r الجذور المختلفة
1 _ n     (cos   θ + 2 kπ

 _ n   + i sin   θ + 2 kπ
 _ n   )

الاحتمال والاإح�صاء

�صيغة الدرجة 
)z المعيارية )قيمةz =   

X - µ
 _ σ  

 �صيغة احتمال 
 _ !P(X) =    n  C  x   p  x  q  n - x  =   nذات حدين

(n - x)!x!
    p  x  q  n - x 

النهايات

lim  x→c خا�صية الجمع
  [  f (x) + g(x)] =  lim  x→c

   f (x) +  lim  x→c
   g(x)خا�صية الفرق lim  x→c

  [ f (x) - g(x)] =  lim  x→c
    f (x) -  lim  x→c

   g(x)

خا�صية ال�صرب في 
lim  x→c عدد حقيقي

  [ kf (x)] = k  lim  x→c
   f (x)خا�صية ال�صرب lim  x→c

  [ f (x) · g(x)] =  lim  x→c
    f (x) ·  lim  x→c

   g(x)

lim  x→c خا�صية الق�صمة
    
f (x)

 _ 
g(x)

   =   
 lim  x→c

  f (x)
 _ 

 lim  x→c
  g(x)

    ,   lim  x→c
  g(x) ≠ 0خا�صية القوة lim  x→c

  [ f (x )]  n  = [  lim  x→c
   f (x) ]  n 

خا�صية الجذر 
lim  x→c النوني

    n
 √  f (x)   =   n

 √   lim  x→c
  f(x)   ,   lim  x→c

   f(x) > 0ال�صرعة المتجهة
ال�صرعة ال�صرعة    

المتو�صطة المتجهة المتجهة اللحظية   

 v  avg  =   
f (b) - f (a)

 _ 
b - a

   v (t) =  lim  h→0
    
f (t + h) - f (t)

  __ 
h
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معكو�س الدالة f  -1 f تقاطع∩

لوغاريتم x للأ�سا�س lo g  b  xbاتحاد∪

اللوغاريتم الع�سريlog xالمجموعة الخالية⌀

n!n م�سروب العدد ال�سحيح الموجب〈a, b〉AB المتجه

   n  P  r في كل مرة r ماأخوذة n تباديلaa المتجه

   n  C  r في كل مرة r ماأخوذة n توافيق|a|a مقدار المتجه

Qمجموعة الأعداد الن�سبية  
n=1

   
k
     k اإلى n = 1 المجموع من

Iمجموعة الأعداد غير الن�سبية  ̶  x الو�سط لعينة

Zمجموعة الأعداد ال�سحيحةµالو�سط لمجتمع

Wمجموعة الأعداد الكليةSالنحراف المعياري لعينة

Nمجموعة الأعداد الطبيعيةσالنحراف المعياري لمجتمع

م�ستقة الدالة f ′(x)f(x)مالنهاية∞

التكامل غير المحدد�سالب مالنهاية∞-

 lim  x→c
 c من x النهاية عندما تقترب    

a
  
b
التكامل المحدد  

f(x) = |x|دالة القيمة المطلقةF(x)f(x) الدالة الأ�سلية للدالة

f(x) = {الدالة متعددة التعريفA’الحدث المتمم

f(x) = 〚 x 〛دالة اأكبر عدد �سحيحP(A)A احتمال الحدث

iالوحدة التخيليةP(B|A)A ب�سرط B احتمال

الم�صتقات 

قاعدة م�صتقة 
القوة

 إذا كان   f(x) =  x  n، حيث n عدد حقيقي،
. f ′(x) =  nx  n-1  فإن

قاعدة م�صتقة 
إذا كان  f(x) = g(x) ± h(x)، فإن f ′(x) = g ′(x) ± h ′(x) .المجموع اأو الفرق

قاعدة م�صتقة 
 _ d  ال�صرب

dx
   [ f(x) g(x)] = f ′(x) g(x) + f (x) g′(x)

قاعدة م�صتقة 
 _ d  الق�صمة

dx
    
⎡
 
 
 ⎢   

⎣
    
f (x)

 _ 
g(x)

   
⎤
 
 
 ⎥   

⎦
  =   

f ′(x) g(x) - f (x) g′(x)
  __  

[ g(x) ]  2 
  

التكاملات

التكامل غير 
 f(x) dx = F(x) + Cالمحدد

النظرية الاأ�صا�صية 
في التفا�صل 

والتكامل
    

a
  
b
  f(x) dx = F(b) - F(a)
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