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
 



النهاية من اليسار 
إذا اقتربت قيم الدالة f(x) من قيمة وحيدة   L  1 ، عندما 

تقترب قيم x من c من اليسار، فإن: 
   lim    
x → c-

  f (x) =  L  1 

النهاية من اليمين 
إذا اقتربت قيم الدالة f(x) من قيمة وحيدة   L  2 ، عندما 

تقترب قيم x من c من اليمين، فإن: 
  lim    
x → c+ 

  f(x) =  L  2 

وجود النهاية عند نقطة 
جدت النهايتان من اليسار ومن اليمين وكانتا  تكون نهاية الدالة f(x) موجودة عندما تقترب x من c، إذا وفقط إذا وُ

   lim   
x → c

   f (x) = L إذا وفقط إذا ، lim     
x → c-

   f (x) =   lim    
x → c+

   f (x) = L    :متساويتين. بمعنى أنه

ر كلاًّ من النهايات الآتية إذا كانت موجودة.  قدِّ

  lim    
x → 2-

   �x� ,  lim    
x → 2+

    �x� ,   lim   
x → 2

    �x� 

lim    
x → 2-

   �x�  = 1 يظهر من منحنى الدالة   �f(x) =  �x ، أن   

    lim    ولمّا كانت النهايتان من اليسار واليمين مختلفتين
x → 2+

   �x�  = 2 وَ  

   lim    غير موجودة.
x → 2

   �x� من 2، فإن x عندما تقترب



ر كلاًّ من النهايات الآتية إذا كانت موجودة: قدِّ

1 (    lim    
x → 0+

     
 3x 

 ____ x  2 (   lim    
x → -2-

     
 x - 2 

 _______ 
x 2 - 4

  3 (   lim   
x → 2

     
x 2 + 3x - 10

  ____________ 
x - 2

  

4 (   lim   
x → 0

   (1 - cos 2 x)5 (   lim    
x → 3-

     
x 3 + 27

 _______ 
x 2 - 9

  6 (   lim    
x → -2

     1 _______ 
(x + 2)2

  



y

xO

f (x) x 
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

78


 



 •     lim    
x → ∞

   f (x) = L
1

إذا اقتربت قيم f(x) من عدد وحيد   L  1 عندما تزداد قيم x دون حدود، فإن   

 •  lim    
x → -∞

   f (x) = L
2

إذا اقتربت قيم f(x) من عدد وحيد   L  2 عندما تنقص قيم x دون حدود، فإن    

.  lim    
x → ∞

     1 _____ 
x + 3

ر قيمة:        قدِّ

    lim؛ إذ يقترب منحنى الدالة من 
x → ∞

     1 _____ 
x + 3

    = 0  _____ f (x) =   1  يبينِّ أن   
x + 3

 التمثيل البياني للدالة      

y= 0 وهذا يعني وجود خط تقارب أفقي هو ،x كلما ازدادت قيم x المحور

 .x ِن جدولاً يظهر قيماً كبيرةً لـ  كوِّ 

10000010000100010010x

0.000010.00010.0010.010.08f(x)

 .x تقترب من الصفر كلما ازدادت قيم f(x) يظهر الجدول أن قيم


ر كل من نهايةٍ مما يأتي إذا كانت موجودة:   قدِّ

1 ( 2 ( 3 (   lim    
x → -∞

     
-3x + 1

 ________ 
x - 2

  

4 (   lim    
x → ∞

     1 ___ 
x 2  5 (   lim    

x → ∞
     2x 2 - 5 ________ 
3x 3 + 2x

  6 (   lim    
x → -∞

   (2x + x)

7 (   lim    
x → ∞

   (x sin x)8 (   lim    
x → -∞

   (2.7)2x9 (   lim    
x → ∞

   cos 2xπ



y

xO

C12-002A-893813

ƒ (x) = 1
x + 3
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88


 

يعطى وزن مجتمع بكتيري بالعلاقة:) 1
ا بعد t ساعة.    ______________ f (t) =    4 جرامً

1 + 0.35e-0.2t
  

a ( 0 ≤ t ≤ 18 في الفترة f(t) مثِّل بيانيًّا منحنى الدالة

tO

2

3

4

1

124 8 16

f(t)

b ( 8 استعمل المنحنى لتقدير وزن البكتيريا بعد 
ا إجابتك إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ.  بً ساعات. مقرّ

c ( ِّإذا كانت موجودة ، وفسر ، lim    
t → ∞

    f (t) ر     قدِّ
معناها. 

يبلغ ثمن سيارة 30000 ريال، وبعد t سنة من ) 2
 . v(t)= 30000 (0.85 )  t شرائها يصبح سعرها

a ( .0 ≤ t ≤ 8 بيانيًّا على الفترة v(t) مثِّل الدالة

C12-005A-893813

tO

v(t)

b ( .ر قيمة السيارة بعد 10 سنوات من شرائها  قدِّ

c ( إذا كانت موجودة، وفسر ،lim    
t → ∞

   v(t)    ر قيمة  قدِّ
معناها.

افترض أن جسماً قذف إلى أعلى، ) 3
والدالة h(t) تمثل ارتفاعه بالأقدام بعد t ثانية، ويبين 

الجدول الآتي ارتفاع القذيفة h(t) بالأقدام بعد t ثانية 
من قذفها. 

t h(t) t h(t)

0 256 4 384
1 336 5 336
2 384 6 256
3 400 7 144

a ( مثِّل البيانات، وارسم منحنًى يمر بنقاط البيانات 
 .h(t) التي مثَّلتها للحصول على الدالة

C12-004A-893813

tO

200

100

300

400

2 4 6 8

h(t)

b ( lim    
t → 8-

  h(t)   استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة 

يُعبرَّ عن كتلة جسم متحرك بسرعة ) 4

    = m، حيث  m  0  كتلة 
m

0 ________ 
  √ 

______

 1 -   v
2

 ___ 
s 2    

ا بالمعادلة:    v نظريًّ

الجسم عند السكون، وs سرعة الضوء وv سرعة 
    lim   ؟

v → s-
   m الجسم، فما قيمة

وجد أحمد أن معادلة فرق جهد دائرةٍ كهربائية ) 5
هي: V(t) = 140 sin 120 πt، وضح سبب 

    lim غير موجودة. 
t → ∞

   V(t)    كون
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98




هناك العديد من أمثلة النهايات في الحياة العملية؛ بعضها مطلقة لا يمكن تجاوزه، وبعضها الآخر يمثل إرشادات، يدفع 
من يتجاوزها غرامة. 

املأ الجدول 






السرعة القصو￯ في شارع ) 1
سريع

ارتفاع نفق ) 2

وزن الحقيبة في رحلة جوية) 3

درجة حرارة جسم دافئ ) 4
موضوع في غرفة باردة

سرعة مركبة فضائية متسارعة ) 5

رياضيًّا، قد تكون النهاية موجودة ومنتهية، أو غير منتهية، أو غير موجودة، صنِّف كل نهاية من حيث كونها موجودة 
ومنتهية، أو غير منتهية، أو غير موجودة، وإذا كانت النهاية موجودة ومنتهية، فأوجد قيمتها: 

1 (    lim   
x → 0

     1 ______ 
x 2 + 1

  2 (    lim   
x → 1

     
x + 1

 ______ 
x 2 - 1

  3 (   lim   
x → 2

     x 2 - 4 _________ 
x 2 - x -2

  

4 (   lim   
x → 0

     
sin  x 

 ______ x  5 (   lim   
x → 0

     -1 ___ 
x 4  
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
    lim    باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكنًا. 

x → -2
   (-2x4 + 3x3 - 5x + 3)   :أوجد

لمّا كانت النهاية المطلوبة لكثيرة حدود، فإنه يمكنك إيجاد النهاية بالتعويض المباشر.
   lim    
x → -2

   (-2x 4 + 3x 3 - 5x + 3)  = -2(-2)4 + 3(-2)3 - 5(-2) + 3   

= -32 - 24 + 10 + 3 = -43  

 lim    
x → 4

     
x2 - 9x + 20

  ____________ 
x - 4

احسب:     

حلّل    lim   
x → 4

      
x 2 - 9x + 20

  ____________ 
x - 4

    =   lim   
x → 4

     
(x - 5)(x - 4)

  _____________ 
(x - 4)

   

اختصر العامل المشترك     =   lim   
x → 4

   (x - 5)  

ط ض وبسّ عوّ        = 4 - 5 = -1  

   lim    
x → 16

     
  √ � x   - 4

 _______ 
x - 16

 احسب:     

 √ ؛ لذا اضرب في مرافق البسط قبل التحليل، واختصر العوامل المشتركة. 
___

 16  -4
 _______ 

16-16
   =   0 __ 

0
  
ينتج عن التعويض المباشر:     

    lim     اضرب في المرافق
x → 16

       
√ 

__
 x   - 4 _______ 

x - 16
    =   lim    

x → 16
       
√ 

__
 x   - 4 _______ 

x - 16
   ·   

  √ 
__

 x   + 4
 _______ 

  √ 
__

 x   + 4
   

ط بسّ     =   lim    
x → 16

     x - 16 ________________  
(x - 16)(  √ 

__
 x   + 4)

   

اختصر العامل المشترك      =   lim    
x → 16

     x - 16 ________________  
(x - 16)(  √ 

__
 x   + 4)

   

ط بسّ     =  lim    
x → 16

     1 _________ 
(  √ 

__
 x   + 4)

   

ط ض وبسّ عوّ     =    1 ________ 
  √ 

___
 16   + 4

   =   1 __ 
8

   


احسب كل نهايةٍ مما يأتي:

1 (   lim   
x → 3

   (2x 2 - 5x)2 (    lim   
x → 5

     √ 
______

 x 3 - 4  3 (   lim    
x → -2

     
x 2 + 9x + 14

  ____________ 
x + 2

  

4 (   lim   
x → 4

       
√ 

__
 x   - 2 _______ 

x - 4
  5 (    lim    

x → -4
    (  1 __ x   + x) 6 (   lim   

x → 2
   (-x 2 + 5x - 1)

1

2

3


 
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8-2
 




لأي عدد صحيح موجب n، تكون

 •  lim    
x → ∞

   xn = ∞

 • n إذا كان  lim    
x → -∞

   xn = ∞

ا زوجيًّا. عددً
 • n إذا كان   lim    

x → -∞
   xn = -∞

ا. ا فرديًّ عددً

افترض أن p كثيرة حدود، 
،p(x) = a

n
xn + … +  a  1 x +  a  0 

    lim    
x → ∞

   p(x) =   lim    
x → ∞

   a
n
xn :فإن

   lim    
x → -∞

   p(x) =   lim    
x → -∞

   a
n
xnو

لأي عدد صحيح موجب n، تكون

  lim    
x → ±∞

     1 __ xn   = 0

 احسب كل نهاية مما يأتي.  
a (  lim    

x → -∞
   (x 5 - 6x + 1)

نهاية دالة كثيرة حدود عند المالانهاية     lim    
x → -∞

   (x 5 - 6x + 1) =   lim    
x → -∞

   x 5 

نهاية دالة قوة عند المالانهاية      = -∞  

b (  lim    
x → ∞

   (2x 4 + 5x 2)

نهاية دالة كثيرة حدود عند المالانهاية     lim    
x → ∞

   (2x 4 + 5x 2) =   lim    
x → ∞

   2x 4  

خاصية الضرب في ثابت      = 2   lim    
x → ∞

   x 4  

نهاية دالة القوة عند المالانهاية      = 2 · ∞ = ∞  


احسب كل نهاية مما يأتي: 

1 (   lim    
x → -∞

   (-2x 3 + 5x)2 (   lim    
x → ∞

     5 ___ 
x 2  3 (   lim    

x → ∞
     6x - 1 _______ 
10x + 7

  

4 (    lim    
x → ∞

     6x 2 - 2x ________ 
x 3 + 1

  5 (    lim    
x → ∞

     
5x 4 + 2x 3 - 1

  _____________  
2x 3 + x 2 - 1

   6 (    lim    
x → -∞

   (3x 3 + 5x - 1)


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خَّ محلول يحتوي على 0.3 جرام من ) 1 ضُ
الكلورين لكل لتر ماء في بركة سباحة، إذا أُعطي تركيز 
الكلورين في البركة بالجرامات لكل لتر ماء بعد t ثانية 

بالمعادلة :

    lim    
t → ∞

   C(t) أوجد .C(t) =    0.3t ________ 
1000 + t

    

2 ( P% تمثل تكلفة إزالة C =    60000 P ________ 
100-P

المعادلة    

من الملوثات التي يتسبب فيها أحد المصانع،

    lim    
p → 100-

   C 0 ، أوجد ≤ p ≤ 100 حيث

اشتر￯ علي سيارة بسعر 24000 ريال، إذا ) 3
كانت العلاقة c(t)= 24(0.90)t. تعبرّ عن سعر 

السيارة بالآلاف بعد t سنة.

a ( ا الإجابة إلى أقرب جزء من بً  أكمل الجدول، مقرِّ
مئة. 

 1 3 5 6



b (   lim    
t → ∞

   c(t) :أوجد قيمة

في أثناء قيادة السيارة، لا بد من الحفاظ ) 4
على مسافة أمان بين سيارتك والسيارة التي تسير 

أمامك. افترض أن مسافة الأمان المقترحة بالياردة 
 ، y(x)= 0.005 x 2+ 0.3x +3 تتعين بالمعادلة

    lim    
x → 70

حيث x السرعة بالأميال لكل ساعة، فأوجد   
.y(x)

تمثل المعادلة c(p)= 3000+ 20P تكلفة ) 5
إنتاج P قطعة منتج معين بالريالات. 

a (.أوجد تكلفة إنتاج 100 قطعة

b ( .بلغت تكلفة الإنتاج 21000 ريال في أحد الأيام 
فكم عدد القطع التي أنتجها المصنع في ذلك اليوم؟

c ( يمكن إيجاد متوسط تكلفة إنتاج القطعة بقسمة 

    lim    
p → 15000

      
c(p)

 ____ p    أوجد ،P على c(p)

6 (  f(x) =    
250x + 200000

  ______________ x     الدالة

تمثل متوسط تكلفة الفرن الكهربائي عند إنتاج x فرنًا، 
lim    
x → 2000

   f (x) أوجد   
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8-2


   lim     غير موجودة، وذلك بسبب تذبذب الدالة بين 1- و1
x → 0

   sin   1 __ x    في الدرس (1 -8)، تعلمت أن
كلما اقتربت x من 0. 

   lim غير موجودة؟
x → 0

   sin   1 __ x      ؟ هل هذه النهاية غير موجودة لأن    lim   
x → 0

   x 2 sin   1 __ x    ولكن، ماذا عن
تساعد نظرية الشطيرة على الإجابة عن هذا السؤال. 


،c مع إمكانية استثناء ،c في فترة مفتوحة تحوي x لجميع قيم h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) :إذا كان

 .L موجودة وتساوي    lim   
x → c

   f (x)فإن ،   lim   
x → c

   h(x) = L =   lim   
x → c

   g(x) :وكانت

 -x 2≤ x 2 sin   1 __ x   ≤؛ لتحصل علىx 2 لاحظ أن sin   1 __ x   ≤ 1 ≥ 1- لجميع قيم x باستثناء x= 0 ، اضرب المتباينة في 
h(x) = -x. تعلمت في الدرس (8-2) 2, f(x) = x 2 sin   1 __ x   , g(x) = x x، ولتطبيق نظرية الشطيرة، افترض أن: 2 2

   lim     حسب نظرية الشطيرة. 
x → 0

   x 2 sin   1 __ x   = 0 تساوي 0؛ لذا فإن   lim   
x → 0

   h(x) و   lim   
x → 0

   g(x)  أن كلاًّ من


1 (    lim   

x → 2
   g(x) 2 ، فاستعمل نظرية الشطيرة لإيجاد √ 

____
 x-1   - 1 ≤ g(x) ≤ (2.7)x-2 :إذا كانت

استعمل نظرية الشطيرة لإيجاد النهاية في كلٍّ مما يأتي: 

2 (    lim   
x → 0

   x 4 sin   1 __ x  

3 (   lim   
x → 0

   x 2 cos   1 ____ 
 3 √ 

__
 x  
  

4 (   lim   
x → 0

    x  sin   π __ x  
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


 ،(x, f(x)) على أنه ميل المماس لمنحنى الدالة عند النقطة (x,f(x)) عند النقطة f(x) ف معدل التغير اللحظي لمنحنى يُعرَّ

   m =   lim، بشرط أن تكون النهاية موجودة. 
h → 0

     
f (x + h) - f (x)

  ______________ 
h

ويُعطى بالصيغة:   

أوجد معادلة ميل منحنى الدالة y= 3 x  2  +1 عند أي نقطة عليه.

صيغة معدل التغير اللحظي  m =  lim   
h → 0

       
f (x + h) - f (x)

  ______________ 
h

   

f(x + h) = 3(x + h)2 + 1 , f(x) = 3x 2 + 1   m =   lim   
h → 0

      
[3(x + h)2 + 1] - [3 x  2  + 1]

   ________________________  
h

    

فُك الأقواس  m =   lim   
h → 0

      
[3 x  2  + 6hx + 3 h  2  + 1] - [3 x  2  + 1]

   ______________________________  
h

   

ط وحلّل بسّ  m =    lim   
h → 0

     
3h(2x + h)

 __________ 
h

   

h اختصر  m =   lim   
h → 0

   3(2x + h)  

خواص النهايات  m = 6x  

 .m= 6x أيْ أن معادلة ميل المنحنى عند أي نقطة عليه هي


أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتي عند أي نقطة عليه: 

1 ( y = x 3  +12 ( y = 4- 7x

3 (  y =    3 ___ 
 x  2 

  4 ( y =   4 ___ 
  √ 

__
 x  
  

m =    -2 _____ 
x  √ 

__
 x  
  



8-3

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




إذا أُعطي موقع جسم متحرك f(t) بوصفه دالة في الزمن، فإن سرعة الجسم المتجهة اللحظية v(t) عند الزمن t تُعطى 

   v(t) =  lim ، بشرط أن تكون هذه النهاية موجودة. 
h → 0

      
f (t + h) - f (t)

  _____________ 
h

بالصيغة:    

 أُسقط حجر من ارتفاع 1500 قدم، ويُعبرَّ عن ارتفاعه بعد t ثانية من إسقاطه بالصيغة:
. ا، أوجد السرعة المتجهة اللحظية للحجر بعد 4 ثوانٍ  f(t)= 1500 - 16  t   2  قدمً

صيغة السرعة المتجهة اللحظية  v(t) =   lim   
h → 0

     
f (t + h) - f (t)

  ______________ 
h

    

f(4 + h) = 1500 - 16(4 + h)2, f(4) = 1500 - 16(4)2   =   lim   
h → 0

     
[1500 - 16(4 + h )  2 ] - [1500 - 16(4)2]

    __________________________________  
h

  

ط اضرب وبسّ    =  lim   
h → 0

      -128h - 16 h  2   _____________ 
h

   

حلّل    =   lim   
h → 0

     
h(-128 - 16h)

  ______________ 
h

   

ض. اختصر وعوّ   = -128 - 16(0)  

ط بسّ   = -128  

ا في الثانية.  أي أن السرعة اللحظية بعد 4 ثوانٍ هي 128- قدمً


تمثلs(t) بُعد جسيم متحرك عن نقطة ثابتة بالأقدام بعد t ثانية، أوجد السرعة المتجهة اللحظية للجسيم عند الزمن المعطى

في كلٍّ مما يأتي:

1 ( s(t)= 800- 16 t 2; t= 32 ( s(t)= -16t 2  + 1700; t= 5

3 ( s(t)= 70t- 16t 2; t= 14 ( s(t)= -16t 2  + 90t + 10; t= 2

1
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أسقطت منى كرةً من على سطح بناية ) 1
 s(t)= -16t ارتفاعها ft 800. والدالة: 800 +2

تمثل ارتفاع الكرة عن سطح الأرض بالأقدام بعد 
t ثانية من إسقاطها، أوجد السرعة المتجهة اللحظية 

لسقوط الكرة بعد ثانيتين؟ 

2 ( .1200 ft ا من ارتفاع أسقط تامر حجرً
s(t)= -16t. تمثل ارتفاع الحجر  والدالة: 1200 +2

عن سطح الأرض بالأقدام بعد t ثانية من إسقاطه.

a ( ما السرعة المتجهة اللحظية للحجر بعد 4 ثوان من
إسقاطه؟ 

b ( متى يصل الحجر إلى سطح الأرض؟

c ( .أوجد صيغة لسرعة الحجر اللحظية في أي لحظة

d ( .أوجد سرعة الحجر عندما يصل إلى سطح الأرض 

h(t)= 900- 16t تمثل ) 3 2 المعادلة: 
ارتفاع بهلوان عن سطح الأرض بعد قفزه من ارتفاع 
900 قدم، أوجد السرعة المتجهة اللحظية للبهلوان. 

h(t)= 15000- 16t تمثل ) 4 2 المعادلة: 
ٍّ بالأقدام بعد t ثانية من قفزه من الطائرة.  ظليّ ارتفاع مِ

a ( أوجد السرعة المتجهة اللحظية للمظلي عند أي
لحظة؟

b ( ما ارتفاع المظلي بعد ثانيتين؟

c (ما السرعة المتجهة اللحظية للمظلي بعد 4 ثوان؟

يركل لاعبٌ الكرةَ بسرعة ابتدائية قدرها ) 5
ا (s) يُعبرَّ عنه بالمعادلة: ft/s 80، فتصل ارتفاعً

ا بعد t ثانية.  s(t)= -16t قدمً 2  + 80t + 6.5

a (. v(t) أوجد السرعة المتجهة اللحظية للكرة 

b (ما سرعة الكرة المتجهة بعد 0.5 ثانية؟

c (متى تصل الكرة إلى أقصى ارتفاع؟

d (ما أقصى ارتفاع تبلغه الكرة؟
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8-3

y= ax عند أي نقطة لإيجاد رأس القطع؟  2+ bx+ c :هل يمكنك استعمال معادلة ميل القطع المكافئ الذي معادلته

خطوة 1: مثِّل قطعين مكافئين معادلتها y= ax2 +bx + c ، بحيث يكون a > 0 لأحدهما، و a< 0 للآخر، ثم ارسم 
مماس القطع عند رأسه، واكتب معادلة كل قطع تحت تمثيله البياني. 

y

xO

1

1

y

xO 4

4

خطوة 2: أوجد ميل مماس كل قطع عند رأسه.

خطوة 3: أوجد معادلة ميل مماس كل قطع عند أي نقطة عليه. 

لَّها بالنسبة لـِ x، فيكون الحل هو الإحداثي x للرأس.  خطوة 4: ساوِ كل معادلة ميل بالصفر، وحُ

ض الإحداثي x للرأس في معادلة القطع لإيجاد الإحداثي y للرأس. خطوة 5:  عوِّ

خطوة 6: اكتب إحداثيَّي رأس كل قطع.


أوجد رأس القطع المكافئ في كلٍّ مما يأتي:

1 ( y= 2x 2  - 4x +22 ( y= -x 2  -6x -9

3 ( y= 4x 2  -254 ( y=    1 __ 
2

    x  2 - 2x+4
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8-4


لْتَ النهايات في الدرس (3 -8)؛ لإيجاد ميل مماس منحنى الدالة عند أي نقطة  استَعمَ
ى هذه النهاية مشتقة الدالة. عليه، وتُسمَّ

   f ′(x) =   lim ، بشرط وجود 
h → 0

     
f(x + h) - f(x)

  ______________ 
h

بر عنها بالنهاية:     يُرمز إلى مشتقة الدالة f(x) بالرمز f ' (x)، ويعَّ
النهاية، وهناك العديد من قواعد الاشتقاق التي يمكن استعمالها لإيجاد مشتقة دالة تحتوي على أكثر من حد.



إذا كان  f(x)=  x  n ، حيث n عدد حقيقيّمشتقة القوة
.f ' (x)= n x   n-1  فإن

،f(x)= x 3 إذا كان 
.f '(x)=3x 2 فإن 

ا. إذا كان f(x) =c ، مشتقة الثابت مشتقة الدالة الثابتة تساوي صفرً
.f ' (x)=0  فإن

،f(x) = -2 إذا كان
.f '(x) = 0 فإن

مشتقة مضاعفات 
القوة

إذا كان  f(x)= c x  n، حيث c ثابت وn عدد حقيقي، 
.f ' (x)= cn x  n-1  فإن

 ،f(x)= 5x 3 إذا كان 
.f '(x)=15x 2 فإن 

مشتقة المجموع 
والفرق

،f(x)=g(x)±h(x) إذا كان
.f ' (x)= g'(x) ± h'(x) فإن

،f(x)= 4x 2+ 3x إذا كان
.f ' (x)=8x+3 فإن

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:   
a (f(x)= 3x 2 – 2x +4

الدالة المعطاة   f(x)= 3x 2  – 2x +4  
قواعد الاشتقاق   f ' (x)= 2 · 3 x   2 -1 -2 · 1 x   1-1  +0  

ط بسّ    = 6x -2  
b ( f(x)= x 4 (4x 3 -5)

الدالة المعطاة   f(x) = x 4  (4x 3  – 5)  
خاصية التوزيع   f(x)= 4x 7  -5x 4  

قواعد الاشتقاق      f ' (x)= 4 · 7 x   7-1  -5 · 4 x   4-1  
ط  بسّ    = 28x 6  – 20x 3  


أوجد مشتقة الدالةf(x)، في كلٍّ مما يأتي، ثم احسب قيمة المشتقة عند النقاط المعطاة: 

1 ( f (x) = 4x 2  - 5; x = 3 , -22 ( f (x) = -x 3  + 5x 2; x = 1 , -4

3 ( f (x) = -8 + 3x - x 2; x= 0 , -34 ( f (x) = 3x 4  + x 5  -2; x=-1 , 2

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:
5 (   f (x) = 6x 2  - 3x + 46 (  f (x) = - x   3.4  + 3x 0 . 2

7 (  f (x) = 4 x    
1 __ 
2

    - 3 x    
3 __ 
2

   8 ( f (x) = -4x 2  + 3x 3  - 14


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
8-4

استعمل القاعدتين الآتيتين؛ لإيجاد مشتقة حاصل الضرب أو القسمة. 

قاعدة مشتقة الضرب
إذا كانت كلٌّ من الدالتين f, g  قابلة للاشتقاق عند x، فإن

  d ___ 
dx

    [f (x)g(x)]  = f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x)

قاعدة مشتقة القسمة
إذا كانت كلٌّ من الدالتين f, g قابلة للاشتقاق عند x ، وكان g(x)≠0، فإن:

   d ___ 
dx

    

 

 
    


    
f(x)

 _____ 
g(x)

    

 

 
 �   


  =    

f ′(x)g(x) - f (x)g ′(x)
  ___________________  

  [g(x)]   2 
  

h(x)=( x  2 -2)(2 x  3 + 5x) :أوجد مشتقة الدالة
g(x)= 2x 3  + 5x وَ    f(x)= x 2 افترض أن 2-   

g ' (x)= 6x 2+5 قواعد الاشتقاق   f ' (x)=2x  
قاعدة مشتقة الضرب  h ′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x)  

ض عوّ  = (2x)( 2x 3  + 5x) + (x 2  - 2)( 6x 2  + 5)  
خاصية التوزيع  = 4x 4  + 10x 2  + 6x 4  + 5x 2  - 12x 2  - 10  

ط بسّ  = 10x 4  + 3x 2  - 10  

h(x) =    
(2x2 + 4)

 _________ 
(x2 - 1)

أوجد مشتقة:   

g(x)= x 2  -1 وَ     f(x)= 2x 2 افترض أن 4 +   
g ' (x)= 2x قواعد الاشتقاق    f ' (x)=4x  

قاعدة مشتقة القسمة   h ′(x) =   
f ′(x)g(x) - f (x)g ′(x)

  ___________________  
[g(x )]  2 

    

ض عوّ   =   
4x( x  2  - 1) - (2 x  2  + 4)2x

   _______________________  
(x 2-1 )  2 

   

خاصية التوزيع   =   4 x  3  - 4x -  4x  3  - 8x  __________________  
( x 2-1)  2 

   

ط بسّ   =   -12x ________ 
( x 2-1)  2 

   


أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

1 ( h(x) = (-4 + 2x 2)(2x + 3)2 ( m(x) = (3x - 1)(x 2  + 5x)

3 ( d(x) =   
x 2 + 3

 ______ 
x - 1

  4 ( k(x) =   
3x 3 + 4

 _______ 
2x 2 - 1

  

1

2
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يمكن تمثيل ارتفاع طائر بالأقدام بعد t ثانية ) 1
s(t) =   -t على  3

 ____ 
3

   +   7 __ 
2

   t من طيرانه بالمعادلة: 18 + 2
الفترة [10 ,1]، أوجد أقصى وأدنى ارتفاع للطائر.

ا ) 2 قفز غطَّاس من قمة منحدر ارتفاعه 192 قدمً
عن سطح الماء، ويعبرَّ عن ارتفاع الغطاس بعد t ثانية 

ا.  بالمعادلة: h(t)= -1 6t   2 + 16t+192 قدمً
a ( .t أوجد سرعة الغطاس عند أي لحظة

b ( .أوجد سرعة الغطاس بعد ثانية واحدة من قفزه

c ( أوجد الزمن الذي يستغرقه الغطاس للوصول إلى
سطح الماء. 

d ( ما سرعة الغطاس عند وصوله سطح الماء؟

V= πr تمثل حجم الأُسطوانة ) 3 2h الصيغة
التي طول نصف قطرها r وارتفاعها h، افترض أن 

أسطوانة ارتفاعها in 10، وطول نصف قطرها متغير. 
a ( اكتب صيغة تمثل حجم الأسطوانة بدلالة طول 

نصف قطرها.

b ( أوجد صيغة تمثل معدل تغير حجم الأُسطوانة 
بالنسبة إلى طول نصف قطرها. 

c ( .r= 3 in عندما V ' (r) أوجد 

V = x تمثل حجم مكعب طول ضلعه ) 4 3 الصيغة 
x، افترض أن x تتغير. 

x

x

x V(x) = x3

C12-009A-893813

a ( من x عندما تتغير V(x) أوجد معدل تغير الحجم 
 3.4 in 3.2 إلىin

b (اللحظِيّ عندما V(x) أوجد معدل تغير الحجم 
 .x = 4 in

c ( .وضح العلاقة بين صيغة حجم المكعب ومشتقتها 

5 ( 6 ft أُطلقت كرة إلى أعلى من نقطة ترتفع
عن سطح الأرض، بسرعة ابتدائية قدرها ft/s 80، إذا 

 t ا بعد h(t)= -16t قدمً 2+ 80t+6 كان ارتفاعها
ثانية. 

a (. t أوجد سرعة الكرة عند أي لحظة

b (.ثانية t= 2 أوجد السرعة اللحظية للكرة عندما
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 y = cos x الدالة الزوجية ￯فمثلاً متسلسلة قو ،￯يمكن كتابة بعض الدوال المثلثية والأسية في صورة متسلسلة قو
 .x ِالزوجية لـ ￯تحتوي على القو

cos x = 1 -   x
2

 ___ 
2!

   +   x
4

 ___ 
4!

   -   x
6

 ___ 
6!

   +   x
8

 ___ 
8!

   - …

 :x ِـ وأن متسلسلة قو￯ الدالة الفردية y=  sin x تحتوي على القو￯ الفردية ل

sin x = x -   x
3

 ___ 
3! 

  +   x
5

 ___ 
5!

   -   x
7

 ___ 
7!

   +   x
9

 ___ 
9!

   - … .

يمكن اشتقاق متسلسلات القو￯ هذه. 

1 (a ( .ط النتيجة ا، ثم بَسِّ ا حدًّ أوجد �(sin x)، وذلك باشتقاق حدود متسلسلة قوsin x ￯ حدًّ

b (ما الدالة التي تمثلها المتسلسلة اللانهائية الجديدة؟

c (  (sin x)� =  :أي أن

2 (a (؟cos x ماذا تتوقع أن تكون مشتقة الدالة

b ( cos x ￯مستعملاً متسلسلة قو (cos x)� أوجد

c ( (cos x)� = ________ :أي أن

3 (a (. f �(x) فأوجد ، f(x) = 1 + x +   x
2

 ___ 
2!

   +   x
3

 ___ 
3!

   +   x
4

 ___ 
4!

 إذا كانت متسلسلة قو￯ الدالة f(x) هي… +   

b (؟ f(x), f �(x) ما العلاقة بين

c ( . f �(x) فأوجد ،e x بالشكل  f(x) إذا عبرنا عن الدالة

استعمل النتائج التي حصلت عليها في المسائل 3 -1 ؛ لإيجاد مشتقة كل دالة فيما يأتي: 

4 ( f (x) = xe x5 ( f (x) = sin x + cos x6 ( f (x) = (cos x)2
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يمكنك استعمال مساحات مستطيلات لتقريب المساحة المحصورة بين منحنى دالة f(x) ومحور 
 .f(x) الواقعة في مجال ،[a , b] على الفترة x

 __ f(x)=   1   والمحور x في الفترة [4 ,0]، باستعمال 
2

    x  2 ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى قرِّ
مستطيلات عرض كل واحد منها وحدة واحدة، استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسر￯ لقاعدات 

المستطيلات لتحديد ارتفاعها ثم احسب الوسط للتقريبين. 
 ،(A الشكل) .عند استعمال الأطراف اليمنى لقاعدات المستطيلات تنتج أربعة مستطيلات عرض كل منها وحدة واحدة

 .(B الشكل) للمستطيلات، تنتج أربعة مستطيلات عرض كل منها وحدة واحدة ￯وعند استعمال الأطراف اليسر

2 4

8

4

xO
2 4

8

4

xO

A الشكلB الشكل
المساحة باستعمال الأطراف اليمنى 

R  1 = 1. f(1)= 0.5 
R  2 = 1. f(2)= 2 
R  3  = 1. f(3) = 4.5 
R  4  = 1. f(4) = 8 

المساحة الكلية = 15 وحدة مربعة

￯المساحة باستعمال الأطراف اليسر
R  1 = 1. f(0)= 0 
R  2 = 1. f(1)= 0.5 
R  3  = 1. f(2) = 2 
R  4  = 1. f(3) = 4.5 

المساحة الكلية = 7 وحدة مربعة

ا أعلى  أي أن المساحة باستعمال الأطراف اليمنى أو اليسر￯ هي 15 أو 7 وحدة مربعة على الترتيب. وهذا يعطي تقديرً
وآخر أدنى للمساحة؛  15 > المساحة > 7 . وبأخذ متوسط التقريبين، فإن 11 يُعدُّ تقريبًا أفضل للمساحة. 


f(x)=3x والمحور x في الفترة [0,4]، باستعمال مستطيلات عرض ) 1 2 ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 1 +  قرِّ

كل واحد منها وحدة واحدة. استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسر￯ لقاعدات المستطيلات لتحديد ارتفاعها ثم احسب 
الوسط للتقريبين. 

f(x)= -x والمحور x في الفترة [1,5]، باستعمال مستطيلات ) 2 2  + 5x + 6 ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى قرِّ
عرض كل واحد منها وحدة واحدة. استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسر￯ لقاعدات المستطيلات لتحديد ارتفاعها ثم 

احسب الوسط للتقريبين.


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

التكامل المحدد

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة f(x) والمحور x في الفترة [a, b] هي: 

 ، حيث a وb الحدان السفلي والعلوي على الترتيب.
b

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

a

   f (x) dx =   lim    
n → ∞

    ∑ 
i = 1

   
n

    f (x
i
)∆x

∆x =   b - a ______ n    , x
i
 = a + i∆x

 استعمل النهايات لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى y= 4x2 والمحور x في الفترة [5 ,0] 

   
 5

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

0

  4x2 dx أي
 xi 

, ∆x ابدأ بإيجاد  

∆x صيغة  ∆x =    b - a  _____ n   

b = 5, a = 0  =    5 - 0  _____ n   
xi صيغة  xi  

= a + i∆x  
  a = 0, ∆x =   5 __ n  = 0 + i    5 __ n   =   5i __ n   

احسب التكامل المحدد الذي يعطي المساحة المطلوبة.  

f(x
i
) = 4x

i
تعريف التكامل المحدد 2   

 5
 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

0

  4x 2 dx =   lim    
n → ∞

    ∑ 
i = 1

   
n

    f (x
i
)∆x =   lim    

n → ∞
    ∑ 

i = 1

   
n

    4x
i
2 ∆x  

x ،خصائص المجموع
i
 =   5i __ n   , ∆x =   5 __ n    =   lim    

n → ∞
    ∑ 

i = 1

   
n

    4  (  5i __ n  )   
2

    5 __ n   =   lim    
n → ∞

     20 ___ n    (  25 ___ 
n 2    ∑ 

i = 1

   
n

    i 2)  

 ∑ 
i = 1

   
n

    i 2 =    
n(n + 1)(2n + 1)

  ________________ 
6

   =   lim    
n → ∞

     20 ___ n    (  25 ___ 
n 2   ·    

n(n + 1)(2n + 1)
  ________________ 

6
    )  

n 2 ط وأوجد المفكوك، ثم اقسم على  بسّ  =   lim    
n → ∞

     500 ____ 
6

    (   
2n 2 + 3n + 1

  ____________ 
n 2    )   =   lim    

n → ∞
     500 ____ 

6
    (2 +   3 __ n   +   1 ___ 

n 2  )  

خصائص النهايات  =  (  lim    
n → ∞

     500 ____ 
6

  )  [  lim 
  

 n → ∞   2 +  (  lim    
n → ∞

   3)  (  lim    
n → ∞

     1 __ n  )  +  lim    
n → ∞

      1 ___ 
n 2  ]

ط بسّ  =   500 ____ 
6

   [2+3(0)+ 0]  ≈166.67  


استعمل النهايات لإيجاد المساحة المحصورة بين منحنىf(x) والمحور x والمعطاة بالتكامل المحدد في كلٍّ مما يأتي: 

1 (  
 2

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

0

  x 3 dx2 (  
 4

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

2

  (x 2 + 3) dx 

3 (  
 6

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

4

  (1 + x) dx 4 (    
 3

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

  4x 3 dx


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8-5


مدخل باب لعبة له الشكل الظاهر أدناه، فما ) 1
مساحة المدخل إذا كانت x بالأقدام؟ 

 

C12-012A-893813

x

y

O

y =-x3 + 4x

يتخذ مدخل منجم للفحم الشكل الظاهر ) 2
أدناه، فما مساحة المدخل إذا كانت x بالأمتار؟ 

 
C12-013A-893813

y =x4 - 5x2 +4

y

xO

يتخذ سطح سد للماء الشكل الظاهر أدناه، فما ) 3
مساحة سطح السد إذا كانت x بالكيلو متر؟ 

C12-014A-893813

y =-x3 + 2x2y

xO

ارسم المثلث المكون من المحور ) 4
 ￯على المستو y = x +4و x = 5 والمستقيمين x

الإحداثي. 
a ( .ظلّل المنطقة الداخلية للمثلث 

y

x

C12-015A-893813

O

b ( أوجد طول القاعدة، وارتفاع المثلث، واستعملهما 
لحساب مساحة المثلث. 

c (أوجد مساحة المثلث بحساب التكامل 

 .
5 

 
  

   ⌠   ⌡   
  

 

-4

 (x + 4) dx   

ينوي علي زراعة حديقة منزله بالبذور، فإذا ) 5

كانت مساحة الحديقة التي ينوي علي زراعتها بالأمتار 

 ،  
 7

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

  (-x 2 + 8x - 7) dx :المربعة، تتعين بالتكامل

m 35، فهل  2 وكانت البذور التي بحوزته كافية لزراعة 

تكفي البذور لزراعتها؟ وضح إجابتك. 



   

258


.x تعلمت إيجاد المساحة المحصورة بين منحنى دالة والمحور

أجب عن الأسئلة الآتية لإيجاد المساحة المحصورة بين دالتين. 

1 ( y = x 2, y = x مثِّل كلاًّ من الدالتين

2 (y = x 2, y = x :أوجد نقاط التقاطع بين الدالتين

أي الدالتين أكبر في الفترة (1 ,0)؟) 3

أوجد كلاًّ من  ) 4

أوجد كلاًّ من    ) 5

ماذا يمثِّل الناتج في سؤال 6 ؟) 6

أوجد ) 7

قارن بين الناتجين للسؤالين 7 ,5

لخّص الخطوات لإيجاد المساحة المحصورة بين دالتين.) 8



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   

268


 . F ′(x) = f(x)إذا كان ،f(x) هي دالة أصلية للدالة المعطاة F(x) قال إن الدالة يُ



 _____  F(x) =    x  n + 1. قاعدة القوة 
n + 1

   + C عدد حقيقي لا يساوي -1، فإن n حيث ،f(x) =  x  n  إذا كان

ضرب القوة في 
عدد

إذا كان  f(x)= k x  n، حيث n عدد حقيقي لا يساوي -1و k ثابت،

 .F(x) =   k x  n + 1  ______ 
n + 1

   + C فإن

الجمع والطرح 
إذا كان F(x) وG(x) دالتين أصليتين للدالتين f(x) وg(x) على الترتيب، فإن

. f(x)± g(x) دالة أصلية للدالة F(x)± G(x)

 أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي:

a ( f(x)= -3 x  5  
الدالة المعطاة   f (x) = -3 x  5  

قاعدة ضرب دالة القوة في عدد    F(x) =   -3 x  5 + 1  ________ 
5 + 1

   + C  

ط بسّ    = -   1 __ 
2

    x  6  + C  

 (bf (x) = x 3  + 4x 2  - 2 
الدالة المعطاة  f (x) = x 3 + 4x 2 - 2  

إعادة كتابة الدالة   = x 3 + 4x 2 - 2x 0  

قواعد الدالة الأصلية  F(x) =   x
3 + 1

 _____ 
3 + 1

   +   4x 2 + 1

 ______ 
2 + 1

   -   2x 0 + 1

 ______ 
0 + 1

   

ط بسّ   =   1 __ 
4

    x 4 +   4 __ 
3

     x 3 - 2x + C  


أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي:

1 ( f (x) = 2x 4  + 3x 2  - 52 (   g(x) =   2 ___ 
x 3

3 ( t(x) =   3 __ 
4

  x 6 -     1 __ 
2

  x 34 (  n(x) =  5 √ 
__

 x   - 2

1



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   

278

 ،⌠   ⌡  f (x)dx = F(x) + C   على أنه f(x) ف التكامل غير المحدد للدالة يُعرَّ
F و C ثابت.  �(x) = f(x) ؛ أي  f(x) دالة أصلية للدالة F(x) حيث

النظرية الأساسية في 
التفاضل والتكامل

 ،  
b

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

a

  f(x)dx = F(b) - F(a) فإن ،f(x) دالةً أصلية للدالة المتصلة F(x) إذا كانت

  F(x)  

 
 
    


  
b

   
a

ويمكن كتابة الطرف الأيمن للمعادلة في الصورة    

 احسب كل تكامل مما يأتي:

a (  ⌠   ⌡  (3 x  2  + 4x - 1) dx

قواعد الدالة الأصلية (ضرب القوة في عدد)    ⌠   ⌡  (3x 2 + 4x - 1) dx =   3 x  2 + 1  ______ 
2 + 1

   +   4 x  1 + 1  ______ 
1 + 1

   -    x  0 + 1  _____ 
0 + 1

   + C

ط بسّ     =   3 x  3  ____ 
3

   +   4 x  2  ____ 
2

   - x + C  

ط بسّ     =  x  3  + 2x 2 - x + C  

b (
4

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

2

  (x 3 - 1) dx  

النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل    
4

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

2

   (x 3- 1) dx =  (  x
4

 ___ 
4

   - x)   

 
 
    


  
4

   
2

  

b = 4 ; a = 2     =  (  4
4

 __ 
4

   - 4)  - (    2  4  ___ 
4

   - 2) 

ط بسّ     = 60 - 2 = 58  


أوجد كل تكامل مما يأتي: 

1 (   ⌠   ⌡  (3x 7- x 2) dx2 (   
2

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

   (x 2 + 1) dx

3 (   
2

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

   (x 2- 1) dx4 (    

 1

 
  

   ⌠   ⌡   
  

 

-1

 (x 3 - 2x + 1) dx


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
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288



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تدرب محمود على الوثب العالي في حصة ) 1
التربية الرياضية، فأمكن وصف سرعته في أثناء الوثبة 

بالدالة: v(t)= -32t+24، حيث t بالثواني والسرعة 
بالأقدام لكل ثانية. 

a ( ، s(t)= 0 ا أن  أوجد دالة موقع محمود s(t)، مفترضً
 .t= 0 عندما

b ( عندما وثب محمود، كم استغرق من الوقت 
للوصول إلى الأرض؟

ا لشركة جديدة، ما ) 2 الشكل أدناه يمثل شعارً
المساحة التي سيستغلها الشعار إذا قررت الشركة 

وضعه على قمصان تابعة لها؛ علماً بأن x بالبوصات 
وتقع بين 0 و1؟ 

C12-016A-893813

x

y

O

y =x4 - 2x2 + 1

يُعبرَّ عن الشغل بالجول اللازم لشد زنبرك ) 3
مسافة in 36 من وضعه الطبيعي بالمعادلة:

  ، فما الشغل اللازم؟
3

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

0

   80x dx

في الشكل أدناه، أوجد حجم المجسم الناتج عن ) 4
دوران منحنى f(x)=  x  2  حول محور السينات في الفترة 

[0,3]، إذا كان الحجم يُعبرَّ عنه بالمعادلة:

    
3

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

0

   π(x 2)2 dx

C12-017A-893813

2 4

f(x)=x 2

3

6

9

-3
-6
-9

y

xO

اشترت شركة لوحة إعلانية، وأمكن تمثيل هذه ) 5
اللوحة بالشكل أدناه، حيث القياسات بالأقدام، فكم 

تبلغ مساحة اللوحة الإعلانية التي اشترتها الشركة؟ 

C12-018A-893813

x

y

O

2

4

6

8

10

2 4 6 8 10

y = x 2

y = -3x + 18



   

298


اتبع الخطوات التالية للوصول إلى بعض خصائص التكامل المحدد:

1 (  
2

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

  (2x 2+ 1) dx,  
3

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

2

  (2x 2+ 1) dx, 
3

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

  (2x 2+ 1) dx  :أوجد كلاًّ من التكاملات الآتية

قارن النتائج في السؤال الأول. ) 2

؟ ) 3 هل تعتقد أن هذه النتيجة صحيحة دائماً

م النتيجة التي توصلت لها في السؤال 2. ) 4 عمِّ

5 ( 
1

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

2

  (2x 2+ 1) dx,  
2

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

  (2x 2+ 1) dx   أوجد

قارن القيمتين في السؤال 5 ) 6

م النتيجة التي توصلت لها في السؤال 6 ) 7 عمِّ

8 (   
2

 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

2

  (2x 2+ 1) dx أوجد

م النتيجة التي توصلت لها في السؤال 8 .  ) 9 عمِّ

10 (
2
 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

2

  (5x 3+ 7) dx +  
3
 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

1

  (2x+ 4) dx +  
5
 
 

   ⌠   ⌡   
 

 

3

  (2x+ 4) dx  :استخدم الخصائص الثلاث التي توصلت إليها لحساب قيمة



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


8-1


 ا
7

 8 ا


ا اات باا 

 االا  اتاا 

 
•

     lim
 

 
 
 

x →
 ∞

   f (x) =
 L

1 L  1 عندما تزداد قيم x دون حدود، فإن    ت قيم f(x) من عدد وحيد   
 إذا اقترب

•
  

lim
 

 
 
 

x →
 -

∞
   f (x) =

 L
2 ص قيم x دون حدود، فإن    

L  2 عندما تنق ت قيم f(x) من عدد وحيد   
إذا اقترب

.  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     
1 

_____ 
x +

 3 ِّر قيمة:        قد

ب منحنى الدالة من 
lim؛ إذ يقتر

 
 
 
 

x →
 ∞

     
1 

_____ 
x +

 3     =
 0 ِّ أن    = f (x)  يبين

   
1 

_____ 
x +

 3 ا التمثيل البياني للدالة      اب حلا

y= 0 ب أفقي هو
ت قيم x، وهذا يعني وجود خط تقار

المحور x كلما ازداد

 . x ِلـ ً ً كبيرة ِّن جدولاً يظهر قيما ا كو  ا

100000
10000

1000
100

10
x

0.00001
0.0001

0.001
0.01

0.08
f(x)

 .x ت قيم
ب من الصفر كلما ازداد

يظهر الجدول أن قيم f(x) تقتر

ا
ت موجودة:  

ِّر كل من نهايةٍ مما يأتي إذا كان 1قد
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
5    (2x 2 +

 3)

53

2
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     2x +
 1 

______ 
x  

 2

3
 ( 

  
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
     -

3x +
 1 

________ 
x -

 2  
 

-
3

4
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     1 
___ 
x

2   0

5
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     2x
2 -

 5 
________ 
3x

3 +
 2x   0

6
 ( 

  
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   (2

x +
 x)

-
∞

7
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

   (x sin
 x)



8
 ( 

  
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   (2.7)

2x0

9
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

   cos 2xπ



ام

y

x
O
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 ا
6

اال اتاا 8 ا


ا اات باا 

 اب   اا 

النهاية من اليسار 
L  1 ، عندما  ت قيم الدالة f(x) من قيمة وحيدة   

إذا اقترب
ب قيم x من c من اليسار، فإن: 

تقتر
   lim

 
 
 
 

x →
 c

-   f (x) =
  L  1  

النهاية من اليمين 
L  2 ، عندما  ت قيم الدالة f(x) من قيمة وحيدة   

إذا اقترب
ب قيم x من c من اليمين، فإن: 

تقتر
  

lim
 

 
 
 

x →
 c

+   f(x) =  L  2  

وجود النهاية عند نقطة 
ت النهايتان من اليسار ومن اليمين وكانتا 

ُجد ب x من c، إذا وفقط إذا و
تكون نهاية الدالة f(x) موجودة عندما تقتر

   lim
 
 

 
x →

 c    f (x) =
 L إذا وفقط إذا ، lim

 
 
 
 

x →
 c

-    f (x) =
   lim

 
 
 
 

x →
 c

+    f (x) =
 L    :متساويتين. بمعنى أنه

ت موجودة.
ت الآتية إذا كان

ِّر كلاًّ من النهايا  قد

  lim
 

 
 
 

x →
 2

-    �x

 ,  lim

 
 
 
 

x →
 2

+     �x

 ,   lim

 
 

 
x →

 2     �x

 

lim
 

 
 
 

x →
 2

-    �x

  =

 1
= f(x) ، أن   

  �x

يظهر من منحنى الدالة   

ت النهايتان من اليسار واليمين مختلفتين
ا كان lim    ولمّ

 
 
 
 

x →
 2

+    �x

  =

 2
  َ و

lim    غير موجودة.
 
 

 
x →

 2    �x

ب x من 2، فإن 

عندما تقتر

ا

ت موجودة:
ت الآتية إذا كان

ِّر كلاًّ من النهايا 1قد
 ( 

   lim
 

 
 
 

x →
 0

+       3x   
____ 

x  
 3

2
 ( 

  
lim

 
 
 
 

x →
 -

2
-       x -

 2
  

_______ 
x

2 -
 4   

∞

3
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 2      x
2 +

 3x -
 10 

 
____________ 

x -
 2  

 7

4
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 0    (1 -
 cos

2 x)0

5
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 3

-      x
3 +

 27 
_______ 
x

2 -
 9   

-
∞

6
 ( 

  
lim

 
 
 
 

x →
 -

2      
1 

_______ 
(x +

 2)
2   

∞

ام

y

x
O

f (x) 
x 

C
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9

 8 ا


ااات 

ت، يدفع 
ت في الحياة العملية؛ بعضها مطلقة لا يمكن تجاوزه، وبعضها الآخر يمثل إرشادا

هناك العديد من أمثلة النهايا
من يتجاوزها غرامة. 

املأ الجدول 

اا
اا  

لم اا 
 ا

 ا  اما
اا

1
 (

سرعة القصو￯ في شارع 
ال

سريع
 









2
 (

ارتفاع نفق 


 





 

3
 (

وزن الحقيبة في رحلة جوية








4
 (

درجة حرارة جسم دافئ 
موضوع في غرفة باردة







5
 (

سرعة مركبة فضائية متسارعة 


()




ث كونها موجودة 
ف كل نهاية من حي

ِّ ًّا، قد تكون النهاية موجودة ومنتهية، أو غير منتهية، أو غير موجودة، صن رياضي
ت النهاية موجودة ومنتهية، فأوجد قيمتها: 

1ومنتهية، أو غير منتهية، أو غير موجودة، وإذا كان
 ( 

   lim
 
 

 
x →

 0      
1 

______ 
x

2 +
 1   

1 

2
 ( 

   lim
 
 

 
x →

 1      x +
 1 

______ 
x

2 -
 1   



3
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 2      
x

2 -
 4 

_________ 
x

2 -
 x -

2   

4 __ 3   

4
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 0      sin
  x

  
______ 

x  
 



5
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 0      -
1 

___ 
x

4   


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 ا
8

اال اتاا 8 ا


ا  اات باا 

1
 (

 اا يعطى وزن مجتمع بكتيري بالعلاقة:
ًا بعد t ساعة.  = f (t) جرام

    
4 

______________ 
 

1 +
 0.35e-

0.2t   a
 (

 0 ≤ t ≤ 18 في الفترة f(t) ًّا منحنى الدالة ل بياني مثِّ

t
O 2 3 41

12
4

8
16

f(t)

b
 (

 استعمل المنحنى لتقدير وزن البكتيريا بعد 8 
 . شرةٍ

ب جزءٍ من ع
ك إلى أقر

ًا إجابت ّب ت. مقر
ساعا

 3.7
c

 (
 

ِّ ت موجودة ، وفسر
lim ، إذا كان

 
 
 
 

t →
 ∞

    f (t)   ِّر  قد
معناها. 

4
 4


 

2
 (

اات يبلغ ثمن سيارة 30000 ريال، وبعد t سنة من 
 . v(t)= 30000 (0.85 )  t شرائها يصبح سعرهاa

 (
 .0 ≤ t ≤ 8 ًّا على الفترة ل الدالة v(t) بياني مثِّ

C
12-005A

-893813 t
O

v
(t)

b
 (

شرائها. 
ت من 

ِّر قيمة السيارة بعد 10 سنوا  قد

5906

c
 (

سر 
ت موجودة، وف

lim، إذا كان
 

 
 
 

t →
 ∞

   v(t)    ِّر قيمة  قد
معناها.

 0


3
 (

ف إلى أعلى، 
ً قذ ض أن جسما

اا اات افتر
h تمثل ارتفاعه بالأقدام بعد t ثانية، ويبين 

(t) والدالة
h بالأقدام بعد t ثانية 

(t) الجدول الآتي ارتفاع القذيفة
من قذفها. 

t
h

(t)
t

h
(t)

0
256

4
384

1
336

5
336

2
384

6
256

3
400

7
144

a
 (

ت 
ًى يمر بنقاط البيانا ت، وارسم منحن

ل البيانا  مثِّ
 .h

(t) لتها للحصول على الدالة التي مثَّ

C
12-004A

-893813 t
O

200

100

300

400

2
4

6
8

h
(t)

b
 (

 lim
 

 
 
 

t →
 8

-   h(t)   استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة 
0



4
 (

سرعة 
َّ عن كتلة جسم متحرك ب ُعبر ا ا ي

m  كتلة 
  0 ث  

m، حي
 =

    
m

0 
________ 
  √  ______ 

1 -
   v

2 
___ 
s

2        : ًّا بالمعادلة v نظري

سرعة 
 vسرعة الضوء و

 sالجسم عند السكون، و
lim   ؟

 
 
 
 

v →
 s

-    m
∞الجسم، فما قيمة 

5
 (

با وجد أحمد أن معادلة فرق جهد دائرةٍ كهربائية 
ب 

V، وضح سب
(t) = 140 sin 120 π

t :هي
lim غير موجودة. 

 
 
 
 

t →
 ∞

   V(t)    كون

-
140140t
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 8 ا

8-2


ا ات جاا ا
 االا  اتاا ا

 ا ا
 

ا ات ا
 لا ا

، تكون n ب
 لأي عدد صحيح موج

•
  lim

 
 
 
 

x →
 ∞

   x
n =

 ∞

 
•

 n إذا كان  
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   x

n =
 ∞

ًّا. ًا زوجي  عدد
•

 n إذا كان   
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   x

n =
 -

∞

ًّا. ًا فردي عدد

ض أن p كثيرة حدود، 
افتر

،p(x) =
 a

n x
n +

 …
 +

  a
  1  x +

  a
  0  

    lim
 

 
 
 

x →
 ∞

   p(x) =
   lim

 
 
 
 

x →
 ∞

   a
n x

n :فإن

   
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   p(x) =

   
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   a

n x
nو

ب n، تكون
لأي عدد صحيح موج

  
lim

 
 
 
 

x →
 ±

∞
     1 
__ 
x

n    =
 0

ب كل نهاية مما يأتي.  
 احس

a
 

(
  

lim
 

 
 
 

x →
 -

∞
   (x

5 -
 6x +

 1)

نهاية دالة كثيرة حدود عند المالانهاية
 

 
  

lim
 

 
 
 

x →
 -

∞
   (x

5 -
 6x +

 1) =
   

lim
 

 
 
 

x →
 -

∞
   x

5 

نهاية دالة قوة عند المالانهاية
 

 
 

 
 

=
 -

∞
 

b
 

(
  lim

 
 
 
 

x →
 ∞

   (2x
4 +

 5x
2)

نهاية دالة كثيرة حدود عند المالانهاية
 

   lim
 

 
 
 

x →
 ∞

   (2x
4 +

 5x
2) =

   lim
 

 
 
 

x →
 ∞

   2x
4

 

ت
ب في ثاب

ضر
خاصية ال

 
 

 
 

 
=

 2   lim
 

 
 
 

x →
 ∞

   x
4

 

نهاية دالة القوة عند المالانهاية
 

 
 

 
 

=
 2 · ∞

 =
 ∞

 

ا
ب كل نهاية مما يأتي: 

1احس
 ( 

  
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   (-

2x
3 +

 5x)∞

2
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     5 
___ 
x

2   0

3
 ( 

  lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     6x -
 1 

_______ 
10x +

 7   

  3 __ 5   

4
 ( 

   lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     6x
2 -

 2x 
________ 

x
3 +

 1   0

5
 ( 

   lim
 

 
 
 

x →
 ∞

     5x
4 +

 2x
3 -

 1 
 

_____________ 
 

2x
3 +

 x
2 -

 1    

∞

6
 ( 

   
lim

 
 
 
 

x →
 -

∞
   (3x

3 +
 5x -

 1)

-
∞

ام
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اال اتاا 8 ا

8-2

  اا ا
ًا.  شر إذا كان ممكن

ض المبا
lim    باستعمال التعوي

 
 
 
 

x →
 -

2    (-
2x

4 +
 3x

3 -
 5x +

أوجد:   (3 

شر.
ض المبا

ك إيجاد النهاية بالتعوي
ت النهاية المطلوبة لكثيرة حدود، فإنه يمكن

ا كان لمّ
   

lim
 

 
 
 

x →
 -

2    (-
2x

4 +
 3x

3 -
 5x +

 3)
 =

 -
2(-

2)
4 +

 3(-
2)

3 -
 5(-

2) +
 3   

=
 -

32 -
 24 +

 10 +
 3 =

 -
43

 

 lim
 

 
 
 

x →
 4      x

2 -
 9x +

 20 
 

____________ 
x -

 4  
ب:    

احس

ل حلّ
   lim

 
 

 
x →

 4       x
2 -

 9x +
 20 

 
____________ 

x -
 4  

   =
   lim

 
 

 
x →

 4      (x -
 5)(x -

 4) 
 

_____________ 
(x -

 4)  
  

صر العامل المشترك
اخت

 
 

 
 =   lim

 
 

 
x →

 4    (x -
 5)

 

ط
ّ ض وبس

ّ عو
 

 
 

 
   =

 4 -
 5 =

 -
1

 

   lim
 

 
 
 

x →
 16        √

 �  x   -
 4 

_______ 
x -

 16 ب:     
 احس

صر العوامل المشتركة. 
ب في مرافق البسط قبل التحليل، واخت

ضر
√ ؛ لذا ا

 ___ 
16  -

4 
_______ 
16-

16    =   0 __ 0 شر:       
ض المبا

ينتج عن التعوي

ب في المرافق
ضر

 ا
 

 
  lim

 
 
 
 

x →
 16        √

 __ x   -
 4 

_______ 
x -

 16     =
   lim

 
 
 
 

x →
 16        √

 __ x   -
 4 

_______ 
x -

 16    ·     √
 __ x   +

 4 
_______ 
  √

 __ x   +
 4   

 

ط
ّ بس

 
 

 
 

=
   lim

 
 
 
 

x →
 16      

x -
 16 

________________ 
 

(x -
 16)(  √

 __ x   +
 4)   

 

صر العامل المشترك 
اخت

 
 

 
 

=
   lim

 
 
 
 

x →
 16      

x -
 16 

________________ 
 

(x -
 16)(  √

 __ x   +
 4)   

 

ط
ّ بس

 
 

 
 

=
  lim

 
 
 
 

x →
 16      

1 
_________ 
(  √

 __ x   +
 4)   

 

ط
ّ ض وبس

ّ عو
 

 
 

 
=

    
1 

________ 
  √

 ___ 
16   +

 4    =
   1 __ 8   

 

ا
ب كل نهايةٍ مما يأتي:

1احس
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 3    (2x
2 -

 5x)3

2
 ( 

   lim
 
 

 
x →

 5      √
 ______ 
x

3 -
 4  

11

3
 ( 

  
lim

 
 
 
 

x →
 -

2      x
2 +

 9x +
 14 

 
____________ 

x +
 2  

 5

4
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 4        √
 __ x   -

 2 
_______ 

x -
 4   

  1 
__ 4   

5
 ( 

   
lim

 
 
 
 

x →
 -

4     (   1 __ x    +
 x)  

-
4.25

6
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 2    (-
x

2 +
 5x -

 1)5

1 ام

2 ام

3 ام


ا  ات جاا ا
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

 ا 
- و1

ب الدالة بين 1
ب تذبذ

ك بسب
lim     غير موجودة، وذل

 
 

 
x →

 0    sin
   1 __ x ت أن    

س (1 -8)، تعلم
في الدر

ت x من 0. 
كلما اقترب

lim غير موجودة؟
 
 

 
x →

 0    sin
   1 __ x lim    ؟ هل هذه النهاية غير موجودة لأن      

 
 

 
x →

 0    x
2 sin

   1 __ x ولكن، ماذا عن    
تساعد نظرية الشطيرة على الإجابة عن هذا السؤال. 

ا 
،c مع إمكانية استثناء ،c في فترة مفتوحة تحوي x لجميع قيم h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) :إذا كان

 .L موجودة وتساوي    lim
 
 

 
x →

 c    f (x)فإن ،   lim
 
 

 
x →

 c    h(x) =
 L =

   lim
 
 

 
x →

 c    g(x) :ت
وكان

 -
x

2≤
 x

2 sin
   1 __ x x؛ لتحصل على≥   

ب المتباينة في 2
ضر

لجميع قيم x باستثناء x= 0 ، ا
 -

1 ≤
 sin

   1 __ x    ≤
لاحظ أن 1 

(8-
س (2

ت في الدر
= h(x). تعلم

 -
x

2, f(x) =
 x

2 sin
   1 __ x    , g(x) =

 x
ض أن: 2

x، ولتطبيق نظرية الشطيرة، افتر
2

ب نظرية الشطيرة. 
lim     حس

 
 

 
x →

 0    x
2 sin

   1 __ x    =
lim   تساوي 0؛ لذا فإن 0 

 
 

 
x →

 0    h(x) و   lim
 
 

 
x →

 0    g(x)  أن كلاًّ من

ا1
 (

    lim
 
 

 
x →

 2    g(x) 2 ، فاستعمل نظرية الشطيرة لإيجاد √
 ____ 
x-

1   - 1 ≤
 g(x) ≤ (2.7)

x-
ت: 2

1إذا كان


2استعمل نظرية الشطيرة لإيجاد النهاية في كلٍّ مما يأتي: 
 ( 

   lim
 
 

 
x →

 0    x
4 sin

   1 __ x   0

3
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 0    x
2 cos   1 

____ 
 3 √

 __ 
x    0

4
 ( 

  lim
 
 

 
x →

 0     x
  sin

   π
 

__ x   0


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1
 (

ُخَّ محلول يحتوي على 0.3 جرام من  ب ا ض
عطي تركيز  الكلورين لكل لتر ماء في بركة سباحة، إذا أُ
ت لكل لتر ماء بعد t ثانية 

الكلورين في البركة بالجراما
بالمعادلة :

    lim
 

 
 
 

t →
 ∞

   C
(t) أوجد .C

(t) =
    

0.3t 
________ 
1000 +

 t     

/0.3

2
 (

 P
 C =    60000 P تمثل تكلفة إزالة %

________ 
100-

P  المعادلة    ل

ب فيها أحد المصانع،
ت التي يتسب

من الملوثا

    
lim

 
 
 
 

p →
 100

-

   C 0 ، أوجد ≤
 p ≤

ث 100 
∞حي

3
 (

اات اشتر￯ علي سيارة بسعر 24000 ريال، إذا 
ّ عن سعر  . تعبر c(t)= 24(0.90)

t ت العلاقة
كان

ف بعد t سنة.
aالسيارة بالآلا

 (
ب جزء من 

ًا الإجابة إلى أقر ِّب  أكمل الجدول، مقر
مئة. 

ا 
1

3
5

6

ا 
21.6

17.5
14.17

12.75b
 (

   lim
 

 
 
 

t →
 ∞

   c(t) :0أوجد قيمة


4
 (

اا الم في أثناء قيادة السيارة، لا بد من الحفاظ 
ك والسيارة التي تسير 

على مسافة أمان بين سيارت
ض أن مسافة الأمان المقترحة بالياردة 

ك. افتر
أمام

 ، y(x)= 0.005 x
2+ 0.3x +

تتعين بالمعادلة 3

    lim
 

 
 
 

x →
 70 سرعة بالأميال لكل ساعة، فأوجد   

ث x ال
حي

.y(x)

48.5

5
 (

 تمثل المعادلة c(p)= 3000+ 20P تكلفة 
ت. 

aإنتاج P قطعة منتج معين بالريالا
 (

أوجد تكلفة إنتاج 100 قطعة.
5000

b
 (

ت تكلفة الإنتاج 21000 ريال في أحد الأيام. 
 بلغ

ك اليوم؟
فكم عدد القطع التي أنتجها المصنع في ذل

900
c

 (
 يمكن إيجاد متوسط تكلفة إنتاج القطعة بقسمة 

    
lim  

 
 
 

p →
 15000       c(p) 

____ 
p  

c(p) على P، أوجد   
20.20

6
 (

  f(x) =
    250x +

 200000 
 

______________ 
x   

اا با الدالة  

ًا،  تمثل متوسط تكلفة الفرن الكهربائي عند إنتاج x فرن
lim

 
 
 

 
x →

 2000    f (x)
أوجد   

 350
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8-3

ا ا اا



 لحا ا ا
 لحا ا ا

ُعطى  سرعة الجسم المتجهة اللحظية v(t) عند الزمن t ت
عطي موقع جسم متحرك f(t) بوصفه دالة في الزمن، فإن  إذا أُ

شرط أن تكون هذه النهاية موجودة. 
= v(t) ، ب

  lim
 
 

 
h →

 0       f (t +
 h) -

 f (t) 
 

_____________ 
h  

بالصيغة:   

َّ عن ارتفاعه بعد t ثانية من إسقاطه بالصيغة: ُعبر سقط حجر من ارتفاع 1500 قدم، وي  أُ
. سرعة المتجهة اللحظية للحجر بعد 4 ثوانٍ

ًا، أوجد ال  f(t)= 1500 - 16  t   2  قدم

سرعة المتجهة اللحظية
صيغة ال

 v(t) =
   lim

 
 

 
h →

 0      f (t +
 h) -

 f (t) 
 

______________ 
h  

  
 

f(4 +
 h) =

 1500 -
 16(4 +

 h)
2, f(4) =

 1500 -
 16(4)

2
  =

   lim
 
 

 
h →

 0      [1500 -
 16(4 +

 h )  2 ] -
 [1500 -

 16(4)
2] 

 
 

 
__________________________________ 

 
h  

 

ط
ّ ب وبس

ضر
ا

 
 

 =
  lim

 
 

 
h →

 0       -
128h -

 16 h  2  
 

_____________ 
h  

 
 

ل حلّ
 

 
 =

   lim
 
 

 
h →

 0      h(-
128 -

 16h) 
 

______________ 
h  

 
 

ض.
ّ صر وعو

اخت
 

 
=

 -
128 -

 16(0)
 

ط
ّ بس

 
 =

 -
128

 

ًا في الثانية.  - قدم
سرعة اللحظية بعد 4 ثوانٍ هي 128

أي أن ال

ا
سرعة المتجهة اللحظية للجسيم عند الزمن المعطى

ُعد جسيم متحرك عن نقطة ثابتة بالأقدام بعد t ثانية، أوجد ال تمثلs(t) ب
1في كلٍّ مما يأتي:

 ( 
s(t)= 800- 16 t

2; t= 3
v(3)=

-
96ft/s

2
 ( 

s(t)= -
16t

2 + 1700; t= 5
v(5)=

-
160ft/s

3
 ( 

s(t)= 70t- 16t
2; t= 1

v(1)=38ft/s
4

 ( 
s(t)= -

16t
2 + 90t + 10; t= 2

v(2)=
26ft/s

1 ام




 ا
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اال اتاا 8 ا

ااات 
 لحا ا م

 ،(x, f(x
س لمنحنى الدالة عند النقطة ((

ف معدل التغير اللحظي لمنحنى f(x) عند النقطة (x,f(x)) على أنه ميل المما
َّ ُعر ي

شرط أن تكون النهاية موجودة. 
، ب m

 =
   lim

 
 

 
h

 →
 0      f (x +

 h
) -

 f (x) 
 

______________ 
h

 
ُعطى بالصيغة:   وي

+  y= 3 x  2 عند أي نقطة عليه.
أوجد معادلة ميل منحنى الدالة 1

صيغة معدل التغير اللحظي
 m

 =
  lim

 
 

 
h

 →
 0        f (x +

 h
) -

 f (x) 
 

______________ 
h

 
 

 

f(x +
 h

) =
 3(x +

 h
)

2 +
 1 , f(x) =

 3x
2 +

 1
  m

 =
   lim

 
 

 
h

 →
 0       [3(x +

 h
)

2 +
 1] -

 [3 x  2  +
 1] 

 
 

________________________ 
 

h
 

  
 

س
ك الأقوا

فُ
 m

 =
   lim

 
 

 
h

 →
 0       [3 x  2  +

 6h
x +

 3 h
  2  +

 1] -
 [3 x  2  +

 1] 
 

 
______________________________ 

 
h

 
  

ل ط وحلّ
ّ بس

 m
 =

    lim
 
 

 
h

 →
 0      3h

(2x +
 h

) 
__________ 

h
 

 
 

h صر 
اخت

 m
 =

   lim
 
 

 
h

 →
 0    3(2x +

 h
)

 

ت
ص النهايا

خوا
 m

 =
 6x

 

 .m
= 6x أن معادلة ميل المنحنى عند أي نقطة عليه هي ْ أي

ا
1أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتي عند أي نقطة عليه: 

 ( 
y = x

3 +
1

m
=

3x
2

2
 ( 

y = 4- 7x
m

=
-

7

3
 ( 

 y =    3 
___ 
 x  2   

m
 =

   -
6 

___ 
 x  3   

4
 ( 

y =
   4 
___ 
  √

 __ x    

m
 =

    -
2 

_____ 
x  √

 __ 
x    

ام

8-3
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8-3

س القطع؟ 
y= ax عند أي نقطة لإيجاد رأ

2+ bx+ c :ك استعمال معادلة ميل القطع المكافئ الذي معادلته
هل يمكن

ث يكون a > 0 لأحدهما، و a< 0 للآخر، ثم ارسم 
y= ax ، بحي

2 +
bx + c ل قطعين مكافئين معادلتها خطوة 1: مثِّ

ت تمثيله البياني. 
ب معادلة كل قطع تح

س القطع عند رأسه، واكت
مما

y

x
O

y =
 -

x -
 4x

1

1

y

x
O

y =
 x 2 

2 
+

 2
x -

 3

4

4



س كل قطع عند رأسه.
خطوة 2: أوجد ميل مما

0

س كل قطع عند أي نقطة عليه. 
خطوة 3: أوجد معادلة ميل مما

y=x 2+2x-
3m

=2x+2y=-x 2-4xm
=-

2x-4

س. 
ها بالنسبة لـِ x، فيكون الحل هو الإحداثي x للرأ ُلَّ خطوة 4: ساوِ كل معادلة ميل بالصفر، وح

2x+
2=0

-
2x-

4=0


2x=-
2

-
2x=4


x=-

1
x=-

2


س.
س في معادلة القطع لإيجاد الإحداثي y للرأ

ض الإحداثي x للرأ
ِّ خطوة 5:  عو

y=x 2+
2x-

3;x=-
1

y=
-x 2-

4x;x=
-

2


y=(-
1) 2+

2(-
1)-

3
y=-

(-
2) 2-

4(-
2)


y=-

4
y=4


س كل قطع.

َّي رأ ب إحداثي
خطوة 6: اكت

y=x 2+
2x-

3(-
1,-

4)y=
-x 2-

4x(-
2,4)

ا
س القطع المكافئ في كلٍّ مما يأتي:

1أوجد رأ
 ( 

y= 2x
2 - 4x +

2

(1,0)
2

 ( 
y= -

x
2 -

6x -
9

(-
3,0)

3
 ( 

y= 4x
2 -

25

(0,-
25)

4
 ( 

y=    1 __ 2     x  2 - 2x+
4

(2,2)
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8-3


ا ا اا
1

 (
ً من على سطح بناية  ت منى كرة

ج ا أسقط
 s(t)= -

16t
ارتفاعها ft 800. والدالة: 800 +2

ض بالأقدام بعد 
تمثل ارتفاع الكرة عن سطح الأر

سرعة المتجهة اللحظية 
t ثانية من إسقاطها، أوجد ال
لسقوط الكرة بعد ثانيتين؟ 


/ 64

2
 (

 .1200 ft ًا من ارتفاع ج ا أسقط تامر حجر
- =s(t). تمثل ارتفاع الحجر 

16t
والدالة: 1200 +2

ض بالأقدام بعد t ثانية من إسقاطه.
aعن سطح الأر

 (
سرعة المتجهة اللحظية للحجر بعد 4 ثوان من 

ما ال
إسقاطه؟ 


 128ft/s

b
 (

ض؟ 
متى يصل الحجر إلى سطح الأر

 5 √
 __ 
3  

c
 (

سرعة الحجر اللحظية في أي لحظة. 
أوجد صيغة ل

v(t)=
-

32t


d
 (

ض. 
سرعة الحجر عندما يصل إلى سطح الأر

 أوجد 

160 √
 __ 
3ft/s

3
 (

h تمثل 
(t)= 900- 16t

 المعادلة: 2
ا الا

ض بعد قفزه من ارتفاع 
ارتفاع بهلوان عن سطح الأر

سرعة المتجهة اللحظية للبهلوان. 
900 قدم، أوجد ال

v(t)=
-

32t

4
 (

h تمثل 
(t)= 15000- 16t

 المعادلة: 2
 ا

ا
ٍّ بالأقدام بعد t ثانية من قفزه من الطائرة.  ظليّ aارتفاع مِ

 (
سرعة المتجهة اللحظية للمظلي عند أي 

لحظة؟أوجد ال

v(t)=
-

32t
b

 (
ما ارتفاع المظلي بعد ثانيتين؟ 

 14936
c

 (
سرعة المتجهة اللحظية للمظلي بعد 4 ثوان؟

ما ال

/ 128


5
 (

سرعة ابتدائية قدرها 
َ ب ٌ الكرة   يركل لاعب

َّ عنه بالمعادلة: ُعبر ًا (s) ي ft/s 80، فتصل ارتفاع
ًا بعد t ثانية.  - =s(t) قدم

16t
2 + 80t + 6.5a

 (
. v(t) سرعة المتجهة اللحظية للكرة

 أوجد ال

v(t)=
-

32t+
80

b
 (

سرعة الكرة المتجهة بعد 0.5 ثانية؟
ما 


/ 64

c
 (

صى ارتفاع؟
متى تصل الكرة إلى أق

2.5
d

 (
صى ارتفاع تبلغه الكرة؟

ما أق

106.5 ft

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
ا


8-4

ب أو القسمة. 
ضر

اا ا ا استعمل القاعدتين الآتيتين؛ لإيجاد مشتقة حاصل ال

ب
ضر

قاعدة مشتقة ال
ت كلٌّ من الدالتين f, g  قابلة للاشتقاق عند x، فإن

إذا كان

  d 
___ 
dx     [ f (x)g(x)]   =

 f ′(x)g(x) +
 f (x)g ′(x)

قاعدة مشتقة القسمة
، فإن: g(x)≠

ت كلٌّ من الدالتين f, g قابلة للاشتقاق عند x ، وكان 0
إذا كان

   d 
___ 
dx                 f(x) 

_____ 
g(x)        �       =

    f ′(x)g(x) -
 f (x)g ′(x) 
 

___________________ 
 

  [ g(x)]    2  
 

h
(x)=

(  x  2 -
2)(2 x  3 + 5x) :أوجد مشتقة الدالة

g(x)= 2x
3 + 5x

  َ و
 f(x)= x

2 -
ض أن 2

افتر
 

g ' (x)= 6x
2+

5
قواعد الاشتقاق 

 f ' (x)=
2x

 
ب

ضر
قاعدة مشتقة ال

 h ′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x)
 

ض
ّ عو

 = (2x)( 2x
3 + 5x) + (x

2 - 2)( 6x
2 + 5)

 
خاصية التوزيع

 = 4x
4 + 10x

2 + 6x
4 + 5x

2 - 12x
2 - 10

 
ط

ّ بس
 = 10x

4 + 3x
2 - 10

 

h
(x) =

    (2x
2 +

 4) 
_________ 
(x

2 -
 1) أوجد مشتقة:   

g(x)= x
2 -

1
  

 َ و
 f(x)= 2x

ض أن 4 + 2
افتر

 
g ' (x)= 2x

قواعد الاشتقاق  
 f ' (x)=

4x
 

قاعدة مشتقة القسمة
 

 
h ′(x) =

   f ′(x)g(x) -
 f (x)g ′(x) 
 

___________________ 
 

[g(x )]  2  
 

  

ض
ّ عو

 
 

=
   4x( x  2  -

 1) -
 (2 x  2  +

 4)2x 
 

 
_______________________ 

 
(x

2-
1 )  2  

 
 

خاصية التوزيع
 

 =
   4 x  3  -

 4x -
  4x  3  -

 8x 
 

__________________ 
 

( x
2-

1)  2  
 

 

ط
ّ بس

 
 =

   
-

12x 
________ 
( x

2-
1)  2   

 

ا
1أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

 ( 
h(x) = (-

4 + 2x
2)(2x + 3)

12x
2+12x-8

2
 ( 

m
(x) = (3x - 1)(x

2 + 5x)
9x

2+28x-5

3
 ( 

d(x) =
   x

2 +
 3 

______ 
x -

 1   

  x
2 -

 2x -
 3 

 
___________ 

(x -
 1)

2  
 

4
 ( 

k(x) =
   3x

3 +
 4 

_______ 
2x

2 -
 1   

  6x
4 -

 9x
2 -

16x 
 

_______________ 
 

(2x
2 -

 1)
2  

 

1 ام

2 ام
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

ا
س منحنى الدالة عند أي نقطة 

س (3 -8)؛ لإيجاد ميل مما
ت في الدر

َ النهايا ت َلْ َعم اات اا الا است
َّى هذه النهاية مشتقة الدالة. ُسم عليه، وت

شرط وجود 
= f ′(x) ، ب

   lim
 
 

 
h

 →
 0      f(x +

 h
) -

 f(x) 
 

______________ 
h

 
َّبر عنها بالنهاية:    ُرمز إلى مشتقة الدالة f(x) بالرمز f ' (x)، ويع ي

النهاية، وهناك العديد من قواعد الاشتقاق التي يمكن استعمالها لإيجاد مشتقة دالة تحتوي على أكثر من حد.

اا ا
اا

ام

مشتقة القوة
ّ ث n عدد حقيقي

إذا كان  f(x)=  x  n ، حي
.f ' (x)= n

 x   n
-

فإن  1
، f(x)= x

إذا كان 3
.f '(x)=

3x
فإن 2

ت
مشتقة الثاب

 ، f(x) =
c ًا. إذا كان مشتقة الدالة الثابتة تساوي صفر

.f ' (x)=
فإن  0

، f(x) = -
إذا كان 2

.f '(x) = 0 فإن
ت 

مشتقة مضاعفا
القوة

ت وn عدد حقيقي، 
ث c ثاب

إذا كان  f(x)= c x  n، حي
.f ' (x)= cn

 x  n
-

فإن  1
 ، f(x)= 5x

إذا كان 3
.f '(x)=

15x
فإن 2

مشتقة المجموع 
والفرق

، f(x)=
g(x)±

h
(x) إذا كان

.f ' (x)= g'(x) ± h
'(x) فإن

، f(x)= 4x
2+ 3x إذا كان

.f ' (x)=
8x+

فإن 3

أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:   
a

 
(

f(x)=
 3x

2 – 2x +
4

الدالة المعطاة
 

 f(x)= 3x
2 – 2x +

4
 

قواعد الاشتقاق
 

 
f ' (x)= 2 · 3 x   2 -

1 -
2 · 1 x   1-

1  +
0 

ط
ّ بس

 
 

 
= 6x -

2
 

b
 

(
 f(x)=

 x
4 (4x

3 -
5)

الدالة المعطاة
 

 f(x) = x
4 (4x

3 – 5)
 

خاصية التوزيع
 

 f(x)= 4x
7 -

5x
4

 
قواعد الاشتقاق 

 
 

  f ' (x)= 4 · 7 x   7-
1  -

5 · 4 x   4-
1

 
ط 

ّ بس
 

 
 

= 28x
6 – 20x

3
 ا

ب قيمة المشتقة عند النقاط المعطاة: 
1أوجد مشتقة الدالةf(x)، في كلٍّ مما يأتي، ثم احس

 ( 
f (x) = 4x

2 - 5; x = 3 , -
2

f′(x)=
8x;24,-

16

2
 ( 

f (x) = -
x

3 + 5x
2; x = 1 , -

4

f′(x)=
-

3x 2+
10x;7,-

88
3

 ( 
f (x) = -

8 + 3x - x
2; x= 0 , -

3

f′(x)=
3-

2x;3,9
4

 ( 
f (x) = 3x

4 + x
5 -

2; x=
-

1 , 2
f′(x)=

12x 3+
5x 4;-

7,176
5أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي:

 ( 
f′(x)=

12x-
3  f (x) = 6x

2 - 3x + 4
6

 ( 
 f′(x)=-

3.4x 2.4+0.6x -
0.8

 f (x) = - x   3.4  + 3x
0.2

7
 ( 

 f ′(x) =
   2  √

 �  
x   

_____ 
x  

  -
   9  √

 �  
x   

_____ 
2  

 f (x) =
 4 x    1 __ 2     -

 3 x    3 __ 2    
8

 ( 
f′(x)=

-
8x+

9x
2

f (x) = -
4x

2 + 3x
3 - 14

ام
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

ت الم اا
 y = cos x الدالة الزوجية ￯فمثلاً متسلسلة قو ،￯ض الدوال المثلثية والأسية في صورة متسلسلة قو

يمكن كتابة بع
 .x ِالزوجية لـ ￯تحتوي على القو

cos x =
 1 -

   x
2 

___ 
2!    +

   x
4 

___ 
4!    -

   x
6 

___ 
6!    +

   x
8 

___ 
8!    -

 …

 :x الفردية لِـ ￯تحتوي على القو y=  sin x الدالة الفردية ￯وأن متسلسلة قو

sin
 x =

 x -
   x

3 
___ 
3!   +

   x
5 

___ 
5!    -

   x
7 

___ 
7!    +

   x
9 

___ 
9!    -

 …
 .

ت القو￯ هذه. 
1يمكن اشتقاق متسلسلا

 (
a

 (
ط النتيجة. 

ِّ َس ًّا، ثم ب ًّا حد ك باشتقاق حدود متسلسلة قوsin x ￯ حد
sin)، وذل

 x) أوجد �

1 -
   x

2


___ 
2!    +

   x
4


___ 
4!    -

   x
6


___ 
6!    +

   x
8


___ 
8!    -

 …b
 (

ما الدالة التي تمثلها المتسلسلة اللانهائية الجديدة؟
cosx

c
 (

  (sin
 x) � =

 
أي أن: 

2
 (

a
 (


ماذا تتوقع أن تكون مشتقة الدالة cos x؟

b
 (

 cos x ￯مستعملاً متسلسلة قو (cos x) أوجد �

-
x +

   x
3


___ 
3!    -

   x
5


___ 
5!    +

   x
7


___ 
7!    -

   x
9


___ 
9!    +

 …
 c

 (
 (cos x) � =

أي أن: ________ 


3
 (

a
 (

. f �(x) فأوجد ، f(x) =
 1 +

 x +
   x

2 
___ 
2!    +

   x
3 

___ 
3!    +

   x
4 

___ 
4!    +

 …
ت متسلسلة قو￯ الدالة f(x) هي

 إذا كان
1 +

 x +
   x

2 
__ 
2!    +

   x
3 

__ 
3!    +

   x
4 

__ 
4!    +

 …
 

b
 (


ما العلاقة بين f(x), f �(x) ؟

c
 (

e x
 . f �(x) فأوجد ،e x بالشكل  f(x) إذا عبرنا عن الدالة


ت عليها في المسائل 3 -1 ؛ لإيجاد مشتقة كل دالة فيما يأتي: 

4استعمل النتائج التي حصل
 ( 

f (x) = xe x

xe x+e x

5
 ( 

f (x) = sin x + cos x
cos x-sinx

6
 ( 

f (x) = (cos x) 2

-
2cosxsinx

cosx

-
sinx
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8-4


ا
1

 (
 يمكن تمثيل ارتفاع طائر بالأقدام بعد t ثانية 

= s(t) على 
   -

t
3 

____ 
3    +

   7 __ 2    t
2 +

من طيرانه بالمعادلة: 18 
صى وأدنى ارتفاع للطائر.

، أوجد أق الفترة [10 ,1]
21 1 __ 6   ft75 1 __ 6   ft

2
 (

ًا  س من قمة منحدر ارتفاعه 192 قدم
ا  قفز غطَّ

س بعد t ثانية 
َّ عن ارتفاع الغطا عن سطح الماء، ويعبر

ًا.  h قدم
(t)= -

1 6t   2 + 16t+
aبالمعادلة: 192

 (
 .t س عند أي لحظة

سرعة الغطا
أوجد 

h'(t)=
-

32t+
16

b
 (

س بعد ثانية واحدة من قفزه. 
سرعة الغطا

أوجد 
h'(1)=

-
16ft/s

c
 (

س للوصول إلى 
أوجد الزمن الذي يستغرقه الغطا

سطح الماء. 
 4

d
 (

س عند وصوله سطح الماء؟ 
سرعة الغطا

ما 
h'(4)=

-
112ft/s



3
 (

سطوانة  V تمثل حجم الأُ
= π

r
2h الصيغة 

ض أن 
ف قطرها r وارتفاعها h، افتر

التي طول نص
ف قطرها متغير. 

aأسطوانة ارتفاعها in 10، وطول نص
 (

ب صيغة تمثل حجم الأسطوانة بدلالة طول 
 اكت

ف قطرها.
نص

V
(r)=

10 π
r 2

b
 (

سطوانة   أوجد صيغة تمثل معدل تغير حجم الأُ
ف قطرها. 

بالنسبة إلى طول نص
V′(r)=

20π
r

c
 (

 .r= 3 in عندما V ' (r) أوجد 
60π



4
 (

ب طول ضلعه 
V = x تمثل حجم مكع

 الصيغة 3
ض أن x تتغير. 

x، افتر

x

x

x
V
(x) =

 x
3

C
12-

009A
-
893813

a
 (

V عندما تتغير x من 
(x) أوجد معدل تغير الحجم 

 3.4 in 3.2 إلىin

32.7
b

 (
ّ عندما ي V اللحظِ

(x) أوجد معدل تغير الحجم 
 .x = 4 in48

c
 (

ب ومشتقتها. 
 وضح العلاقة بين صيغة حجم المكع




(3x
2)

5
 (

 6 ft ت كرة إلى أعلى من نقطة ترتفع
طلق  ا أُ

، إذا  80 ft/s سرعة ابتدائية قدرها
ض، ب

عن سطح الأر
 t ًا بعد h قدم

(t)= -
16t

2+ 80t+
كان ارتفاعها 6

aثانية. 
 (

. t سرعة الكرة عند أي لحظة
أوجد 

v(t)=
-

32t+
80

b
 (

سرعة اللحظية للكرة عندما t= 2 ثانية.
أوجد ال

16ft/s




3839






 ا
23

 8 ا

8-5
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 اما

التكامل المحدد

مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة f(x) والمحور x في الفترة [a, b] هي: 

ب.
ث a وb الحدان السفلي والعلوي على الترتي

 b ، حي
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

a    f (x) dx =
   lim

 
 
 
 

n
 →

 ∞
    ∑

 
i =

 1    
n

    f (x
i )∆

x

∆
x =

   b -
 a 

______ 
n

 
   , x

i  =
 a +

 i∆
x

y= 4x والمحور x في الفترة [5 ,0] 
ت لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 2

 استعمل النهايا

    5 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

0   4x
2 dx أي

 x
i , ∆

x ابدأ بإيجاد
 

∆
x صيغة 

 ∆
x =

   b - a
 

_____ 
n  

 
 

b = 5, a = 0
 =

   5 - 0 
_____ 

n   
 

x
i صيغة 

 x
i  = a + i∆

x
 

  a = 0, ∆
x =   5 __ n

 = 0 + i    5 __ n    =   5i 
__ 
n   

 
ب التكامل المحدد الذي يعطي المساحة المطلوبة.

احس
 

f(x
i ) =

 4x
i ف التكامل المحدد 2

تعري
   5 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

0   4x
2 dx =

   lim
 

 
 
 

n
 →

 ∞
    ∑

 
i =

 1    
n

    f (x
i )∆

x =
   lim

 
 
 
 

n
 →

 ∞
    ∑

 
i =

 1    
n

    4x
i 2 ∆

x
 

ص المجموع
x ،خصائ

i  =
   5i 
__ 
n

   , ∆
x =

   5 __ 
n

   
 =

   lim
 

 
 
 

n
 →

 ∞
    ∑

 
i =

 1    
n

    4  (   5i 
__ 
n

  )    2    5 __ 
n

   =
   lim

 
 
 
 

n
 →

 ∞
     20 
___ 
n

    (   25 
___ 
n

2     ∑
 

i =
 1    

n

    i
2)  

 

 ∑
 

i =
 1    

n

    i
2 =

    n
(n

 +
 1)(2n

 +
 1) 

 
________________ 

6  
 

 =
   lim

 
 
 
 

n
 →

 ∞
     20 
___ 
n

    (   25 
___ 
n

2    ·    n
(n

 +
 1)(2n

 +
 1) 

 
________________ 

6  
   )  

 

n
ط وأوجد المفكوك، ثم اقسم على 2

ّ بس
 =

   lim
 

 
 
 

n
 →

 ∞
     500 
____ 

6     (    2n
2 +

 3n
 +

 1 
 

____________ 
n

2  
   )    =

   lim
 

 
 
 

n
 →

 ∞
     500 
____ 

6     ( 2 +
   3 __ 
n

   +
   1 
___ 
n

2   )   

ت
ص النهايا

خصائ
 =

  (   lim
 

 
 
 

n
 →

 ∞
     500 
____ 

6   )   [  lim
 

 
 
 

n
 →

 ∞
   2 +

  (   lim
 

 
 
 

n
 →

 ∞
   3)   (   lim

 
 
 
 

n
 →

 ∞
     1 
__ 
n

  )   +
  lim

 
 
 
 

n
 →

 ∞
      1 

___ 
n

2   ]
ط

ّ بس
 =

   500 
____ 

6    [2+
3(0)+ 0]  ≈

166.67
 

ا
ت لإيجاد المساحة المحصورة بين منحنىf(x) والمحور x والمعطاة بالتكامل المحدد في كلٍّ مما يأتي: 

1استعمل النهايا
 ( 

4
  2 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

0   x
3 dx

2
 ( 

  74 
___ 
3   

  4 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

2   (x
2 +

 3) dx 

3
 ( 

12
  6 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

4   (1 +
 x) dx 

4
 ( 

80
    3 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

1   4x
3 dx
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ب المساحة المحصورة بين منحنى دالة f(x) ومحور 
ت لتقري

ت مستطيلا
ك استعمال مساحا

 مح يمكن
 اا

 .f(x) الواقعة في مجال ،[a , b] على الفترة x

f(x)=   1 __ 2   والمحور x في الفترة [4 ,0]، باستعمال      x  2 ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى
ِّ قر

ت 
سر￯ لقاعدا

ف اليمنى ثم الي
ض كل واحد منها وحدة واحدة، استعمل الأطرا

ت عر
مستطيلا

ب الوسط للتقريبين. 
ت لتحديد ارتفاعها ثم احس

المستطيلا
 ،(A الشكل) .ض كل منها وحدة واحدة

ت عر
ت تنتج أربعة مستطيلا

ت المستطيلا
ف اليمنى لقاعدا

عند استعمال الأطرا
 .(B الشكل) ض كل منها وحدة واحدة

ت عر
ت، تنتج أربعة مستطيلا

سر￯ للمستطيلا
ف الي

وعند استعمال الأطرا

2
4

84

x
O

2
4

84

x
OA الشكل

B الشكل
ف اليمنى 

المساحة باستعمال الأطرا
R  1  = 1. f(1)= 0.5 
R  2  = 1. f(2)= 2 
R  3   = 1. f(3) = 4.5 
R  4   = 1. f(4) = 8 

المساحة الكلية = 15 وحدة مربعة

￯سر
ف الي

المساحة باستعمال الأطرا
R  1  = 1. f(0)= 0 
R  2  = 1. f(1)= 0.5 
R  3   = 1. f(2) = 2 
R  4   = 1. f(3) = 4.5 

المساحة الكلية = 7 وحدة مربعة

ًا أعلى  ب. وهذا يعطي تقدير
سر￯ هي 15 أو 7 وحدة مربعة على الترتي

ف اليمنى أو الي
أي أن المساحة باستعمال الأطرا

ًا أفضل للمساحة.  ُّ تقريب ُعد وآخر أدنى للمساحة؛  15 > المساحة > 7 . وبأخذ متوسط التقريبين، فإن 11 ي

ا1
 (

ض 
ت عر

=f(x) والمحور x في الفترة [0,4]، باستعمال مستطيلا
3x

ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 1 + 2
ِّ قر

ب 
ت لتحديد ارتفاعها ثم احس

ت المستطيلا
سر￯ لقاعدا

ف اليمنى ثم الي
كل واحد منها وحدة واحدة. استعمل الأطرا

الوسط للتقريبين. 
69.54694

2
 (

ت 
- =f(x) والمحور x في الفترة [1,5]، باستعمال مستطيلا

x
2 + 5x + 6 ب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى

ِّ قر
ت لتحديد ارتفاعها ثم 

ت المستطيلا
سر￯ لقاعدا

ف اليمنى ثم الي
ض كل واحد منها وحدة واحدة. استعمل الأطرا

عر
ب الوسط للتقريبين.

احس
424440

ام
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.x ت إيجاد المساحة المحصورة بين منحنى دالة والمحور

تعلم
ب عن الأسئلة الآتية لإيجاد المساحة المحصورة بين دالتين. 

1أج
 (

 y = x
2, y = x ل كلاًّ من الدالتين مثِّ

2
 (

y = x
2, y = x :أوجد نقاط التقاطع بين الدالتين

(0, 0), (1, 1)

3
 (

أي الدالتين أكبر في الفترة (1 ,0)؟
y =

 x

4
 (

  

1  
 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
  

 

0

 x dx ,   

1  
 
 
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 
 

 

0

 x
2 dx  أوجد كلاًّ من

  1 __ 2    ,   1 __ 3   

5
 (

1  
 
 
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 
 

 

0

 x dx -
  1  
 
 
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 
 

 

0

 x
2 dx

أوجد كلاًّ من    
    1 __ 6   

6
 (

ل الناتج في سؤال 6 ؟ ماذا يمثِّ


7
 (

  1  
 
 
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 
 

 

0  (x-
x

2) dx أوجد
    1 __ 6   

5, قارن بين الناتجين للسؤالين 7 


8
 (

ت لإيجاد المساحة المحصورة بين دالتين.
ص الخطوا

ّ لخ



حم ب حا اا ااإ
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1
 (

ب لعبة له الشكل الظاهر أدناه، فما 
م مدخل با

ت x بالأقدام؟ 
مساحة المدخل إذا كان

 C
12-012A

-893813

x

yO

y =
-

x
3 +

 4x

4

2
 (

ماج يتخذ مدخل منجم للفحم الشكل الظاهر 
ت x بالأمتار؟ 

أدناه، فما مساحة المدخل إذا كان

 C
12-013A

-893813

y =
x

4 -
 5x

2 +
4

y

x
O

5 1 
___ 
15   

3
 (

 يتخذ سطح سد للماء الشكل الظاهر أدناه، فما 
ت x بالكيلو متر؟ 

مساحة سطح السد إذا كان

C
12-014A

-893813

y =
-

x
3 +

 2x
2

y

x
O

1 1 __ 3   

4
 (

ث المكون من المحور 
م مل ارسم المثل

 ￯على المستو y = x +
x والمستقيمين x = 5 و4

aالإحداثي. 
 (

ث. 
ل المنطقة الداخلية للمثل  ظلّ

y

x

C
12-015A

-893813

O

b
 (

ث، واستعملهما 
 أوجد طول القاعدة، وارتفاع المثل

ث. 
ب مساحة المثل

لحسا
40.599

c
 (

ب التكامل
ث بحسا

 أوجد مساحة المثل

 . 5  
 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 
 
 

-
4  (x +

 4) dx
  

40.5

5
 (

ب ينوي علي زراعة حديقة منزله بالبذور، فإذا 

ت مساحة الحديقة التي ينوي علي زراعتها بالأمتار 
كان

 ،    7 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

1   (-
x

2 +
 8x -

 7) dx :المربعة، تتعين بالتكامل

، فهل  35 m
ت البذور التي بحوزته كافية لزراعة 2

وكان

ك. 
تكفي البذور لزراعتها؟ وضح إجابت




 35m
236m

2


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 ، ⌠
 
 

 
⌡

  f (x)dx =
 F(x) +

 C ف التكامل غير المحدد للدالة f(x) على أنه   
َّ ُعر ا الا  اا اام ي

ت. 
F و C ثاب

�(x) = f(x) ؛ أي  f(x) دالة أصلية للدالة F(x) ث
حي

النظرية الأساسية في 
التفاضل والتكامل

 ،   b 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

a   f(x)dx =
 F(b) -

 F(a) ت F(x) دالةً أصلية للدالة المتصلة f(x)، فإن 
إذا كان

  F(x)            b 
  a ف الأيمن للمعادلة في الصورة    

ويمكن كتابة الطر

ب كل تكامل مما يأتي:
 احس

a
 

(
  ⌠

 
 

 
⌡

  (3 x  2  +
 4x -

 1) dx

ب القوة في عدد)
ضر

قواعد الدالة الأصلية (
   ⌠

 
 

 
⌡

  (3x
2 +

 4x -
 1) dx =

   3 x  2 +
 1  

______ 
2 +

 1    +
   4 x  1 +

 1  
______ 
1 +

 1    -
    x  0 +

 1  
_____ 
0 +

 1    +
 C

ط
ّ بس

 
 

 
 

=
   3 x  3  
____ 

3    +
   4 x  2  
____ 

2    -
 x +

 C
 

ط
ّ بس

 
 

 
 

=
  x  3  +

 2x
2 -

 x +
 C

 b
 

(
4  

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

2   (x
3 -

 1) dx  

النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل
 

  4  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

2    (x
3-

 1) dx =
  (   x

4 
___ 
4    -

 x)              4   2  
 

b =
 4 ; a =

 2
 

 
 

 =
  (   4

4 
__ 
4    -

 4)   -
 (     2  4  

___ 
4    -

 2)  
ط

ّ بس
 

 
 

 =
 60 -

 2 =
 58

 

ا
1أوجد كل تكامل مما يأتي: 

 ( 
  ⌠

 
 

 
⌡

  (3x
7-

 x
2) dx

  3x
8 

____ 
8    -

   x
3 

__ 
3    +

 C

2
 ( 

  2  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

1    (x
2 +

 1) dx

  10 
___ 
3   

3
 ( 

  2  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

1    (x
2-

 1) dx  4 __ 3   

4
 ( 

    1 
 
 

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 
 
 

-
1  (x

3 -
 2x +

 1) dx2
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اال اتاا 8 ا

 حا  اما لال اا
 . F ′(x) = f(x)إذا كان ،f(x) هي دالة أصلية للدالة المعطاة F(x) ُقال إن الدالة ي

لال اا ا

قاعدة القوة 
 . F(x) =

    x  n
 +

 1  
_____ 
n

 +
 1    +

 C ث n عدد حقيقي لا يساوي -1، فإن 
إذا كان  f(x) =  x  n، حي

ب القوة في 
ضر

عدد

ت،
ث n عدد حقيقي لا يساوي -1و k ثاب

إذا كان  f(x)= k x  n، حي

 .F(x) =
   k x  n

 +
 1  

______ 
n

 +
 1    +

 C
فإن 

الجمع والطرح 
ب، فإن

G دالتين أصليتين للدالتين f(x) وg(x) على الترتي
(x)و F(x) إذا كان

. f(x)± g(x) دالة أصلية للدالة F(x)± G
(x)

 أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي:

a
 

(
 f(x)= -

3 x  5  
الدالة المعطاة

 
 f (x) =

 -
3 x  5 

 

ب دالة القوة في عدد
ضر

قاعدة 
 

 
 

F(x) =
   -

3 x  5 +
 1  

________ 
5 +

 1    +
 C

 

ط
ّ بس

 
 

 
=

 -
   1 __ 2     x  6  +

 C
 

 
(b

f (x) = x
3 + 4x

2 - 2 
الدالة المعطاة

 f (x) =
 x

3 +
 4x

2 -
 2

 

إعادة كتابة الدالة
 

 
=

 x
3 +

 4x
2 -

 2x
0

 

قواعد الدالة الأصلية
 F(x) =

   x
3 +

 1 
_____ 
3 +

 1    +
   4x

2 +
 1 

______ 
2 +

 1    -
   2x

0 +
 1 

______ 
0 +

 1   
 

ط
ّ بس

 
 

=
   1 __ 4     x

4 +
   4 __ 3      x

3 -
 2x +

 C
 

ا
1أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي:

 ( 
f (x) = 2x

4 + 3x
2 - 5

  2 
__ 5      x  5  +

  x  3  -
 5x +

 C

2
 ( 

  g(x) =
   2 
___ 
x

3

-
   1 
___ 
x

2
 +

 C

3
 ( 

t(x) =
   3 __ 4   x

6 -
     1 __ 2   x

3

  3 
___ 
28   x

7 -
     1 
__ 8   x

4 +
 C

4
 ( 

 n
(x) =

  5 √
 __ 
x   -

 2

  5 
__ 6     x     6 

__ 5     -
 2x +

 C
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اما ا ب
ص التكامل المحدد:

ض خصائ
ت التالية للوصول إلى بع

1اتبع الخطوا
 (

  2  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

1   (2x
2+

 1) dx,  3  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

2   (2x
2+

 1) dx, 3  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

1   (2x
2+

 1) dx  :ت الآتية
أوجد كلاًّ من التكاملا

   17 
___ 
3    ,   41 

___ 
3    ,   58 

___ 
3   

2
 (

قارن النتائج في السؤال الأول. 

  2  
 

  ⌠ 
 

 
⌡

   
 

 

1   (2x
2+

 1) d
x +

    3  
 

  ⌠ 
 

 
⌡    
 

 

2   (2x
2+

 1) d
x =

   3  
 

  ⌠ 
 

 
⌡    
 

 

1   (2x
2+

 1) d
x

 3
 (

ً؟  هل تعتقد أن هذه النتيجة صحيحة دائما
4

 (
ت لها في السؤال 2. 

ِّم النتيجة التي توصل عم

  b  
 

  ⌠ 
 

 
⌡

   
 

 

a

  f(x)d
x +

    c     ⌠   ⌡      b  f(x)d
x  =

  c     ⌠   ⌡      a

   f(x)d
x

 5
 (

 1  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

2   (2x
2+

 1) dx,  2  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

1   (2x
2+

 1) dx   أوجد
   17 
___ 
3    ,   -

17 
_____ 

3  
 

6
 (

قارن القيمتين في السؤال 5 

   2  
 

  ⌠ 
 

 
⌡

   
 

 

1   (2x
2+

 1) d
x =

 -
   1     ⌠   ⌡      2   (2x

2+
 1) d

x 
 7

 (
ت لها في السؤال 6 

ِّم النتيجة التي توصل عم

    b  
 

  ⌠ 
 

 
⌡

   
 

 

a

  f(x)d
x =

 -
   a     ⌠   ⌡      

b

 f(x)d
x

 8
 (

   2  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

2   (2x
2+

 1) dx 0 أوجد

9
 (

    a  
 

  ⌠ 
 

 
⌡

   
 

 

a

  f(x)d
x =

 0 ت لها في السؤال 8 .  
ِّم النتيجة التي توصل عم

10
 (

2  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

2   (5x
3+

 7) dx +
  3  

 
  ⌠

 
 

 
⌡

   
 

 

1   (2x+
 4) dx +

  5  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

3   (2x+
 4) dx ب قيمة:  

ت إليها لحسا
ث التي توصل

ص الثلا
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1
 (

ب العالي في حصة 
ب محمود على الوث

 تدر
ا اا

سرعته في أثناء الوثبة 
ف 

التربية الرياضية، فأمكن وص
سرعة 

ث t بالثواني وال
- =v(t)، حي

32t+
بالدالة: 24

aبالأقدام لكل ثانية. 
 (

 ، s(t)= 0 ًا أن  أوجد دالة موقع محمود s(t)، مفترض
 .t= 0 عندما

s(t)=
-

16t 2+
24t

b
 (

ت 
ب محمود، كم استغرق من الوق

 عندما وث
ض؟

للوصول إلى الأر
1.5



2
 (

شركة جديدة، ما 
ًا ل اإ الشكل أدناه يمثل شعار

شركة 
ت ال

المساحة التي سيستغلها الشعار إذا قرر
ت 

ً بأن x بالبوصا وضعه على قمصان تابعة لها؛ علما
؟  وتقع بين 0 و1

C
12-016A

-893813 x

yO

y =
x

4 -
 2x

2 +
 1

 8 
___ 
15   



3
 (

َّ عن الشغل بالجول اللازم لشد زنبرك  ُعبر   ي
مسافة in 36 من وضعه الطبيعي بالمعادلة:

  3  ، فما الشغل اللازم؟
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

0    80x dx

360

4
 (

 في الشكل أدناه، أوجد حجم المجسم الناتج عن 
ت في الفترة 

دوران منحنى f(x)=  x  2  حول محور السينا
َّ عنه بالمعادلة: ُعبر ، إذا كان الحجم ي [0,3]

    3  
 

  ⌠
 
 

 
⌡

   
 

 

0    π
(x

2)
2 dx

C
12-017A

-893813

2
4

f(x
)=

x
2

3 6 9

-
3

-
6

-
9

y

x
O

  243π
 

______ 
5  

 

5
 (

شركة لوحة إعلانية، وأمكن تمثيل هذه 
ت 

ا اشتر
ت بالأقدام، فكم 

ث القياسا
اللوحة بالشكل أدناه، حي

شركة؟ 
تبلغ مساحة اللوحة الإعلانية التي اشترتها ال

C
12-018A

-893813

x

yO

2 4 6 8 10

2
4

6
8

10

y =
 x

2

y =
 -

3x +
 18 22.5
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