
78 الف�سل 2 التدايا والداGان

�فيما �سبق�فيما �سبق
در6ضتُ :اائق ت|ضني� المثلثات.

�وال&¤�وال&¤
اأتعا� القط� الم�ضتقيمة   

والنقا� الماتدطة بالمثلثات.
اأتعا� الع Bات الsا�ضة بين   

اأ�ض � المثلk و5وايا .
اأكتd باGاKFا غيا مدا7ضا.  

لما4ا#لما4ا#
 � الت�سميم الدا2لي

 kا المثلA اتB ت�ضتعمل الع
لإيmاد الأبعاد وBيا6ضات الزوايا 
ومقارFتها. وي�ضتعمل مهند6ضو 

الت|ضمي� الداخلا wG  الع Bات 
لتح�ضين ت|ضاميمه�.

� اعمل wG  المطوية� لت�ضاعد� على تن�ي� م �0ات� 0و�  منظم اأف�ارpقات في المثلÒالع
الف|ضل 4 ، مدتدئKا ب�ضد� اأورا� ر6ض� بياFا.

اجم� الأورا�، وا:وP الاكن  1
العلوي الأيمن اإلى الحاAّة 

ال�ضفلى لت}ضكل مثلثات 
متطابقة و0اAة م�ضتطيلة .

اطوT الmز$  2
الم�ضتطيل كما Gو 

مدين بال}ضكل. 

m الأورا�  Uب/ 3
على :و� الحاAة 

الم�ضتطيلة Aا اأربعة 
اأماكن.

اكتi عنوان الف|ضل على الحاAة  4
 ،kكل در6س اأ6ضفل المثل � UBالم�ضتطيلة، ور

وخ|ض|س الورBة الأخياة للمفادات الmديدة 
كما Gو مو�ضح بال}ضكل.

1.5 in.
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pقات في المثلÒالع
Relationships in Triangle
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مراجعة �سريعة ا2تبار �سري�

اأجd عن الختدار ال%تا. ا�Fا المااجعة ال�ضايعة Bدل الإجابة عن الختدار.

79 4 الف�سل 4 التهي_ة للف|ضل 

4 الت¥يdة للف�سل 
 �.�سخي�� ال�ستعدا3

1 مثا�  أوجد ك°ă من الaياسين الآتيين : 
 m∠RST  2(   BC  1(  

S

R

T

70°

  9A B

C

60°

9

  

م عبد الله حوضًا لزراعة الورود على  1دا*ق� يصمِّ  3(  

شكل مثلث قائم الزاوية. إذا كان طول كلٍّ من ضلعَي 
ب إلى أقرب عدد  القائمة ft 7، فما طول الضلع الثالث �قرِّ

صحيح�؟

أوجد ك°ă من الaياسين الآتيين :
m∠JKL  (b    JM  (a  

  بما أن �J K = K Lمعطى� ، فlن 
 m∠J = m∠L �نظرية المثلث المتطابق الضلعين�، وبما أن 

 �KM ⊥ JM� m∠KMJ = m∠KML=90°، فlن هذا 

 #KMJ $ #KML ويكون ،∠KMJ $ ∠KML يعني أن
بحسب AAS ، ولأن العناصر المتناظرة في المثلثين 

 JM = ML = 5.5 نlالمتطابقين تكون متطابقة، ف
= 180°m∠J + m∠JKL + m∠Lkمو� 5وايا المثلmاية م�F

= 180°60° + m∠JKL + 60°m∠J = m∠L = 60°

= 180°120° + m∠JKL�ّب�ض

= 60°m∠JKLينA120 من الطا rا:ا

J M

K

L
60°

11 11

5.5 (a

(b

2 مثا� 

�� ت�ميðeا م�eيăا عل� المعط� الآتي، ÙÎا كاah K phطة 
.�eت�مي xيو� ð°bH وارسم ، JL  

مeتص�   __
 .   

__
 JL   نقطة منتصف K  �المع�يات

   
__

 JK  $   
___

 KL  �التخمين

J K L
 �الر�سم

 ð°bH ا عل� المعطيات وارسمăيeا م�ðeلة 6-4 �� ت�ميþل±س
 :�eت�مي xيو�

4∠ , 3∠ زاويتان متجاورتان على خط مستقيم.  4(  
JKLM مربع.  5(  

. ∠ABC  åِمنصّف ل     %%& BD    6(  

.برير� حدّد ما إذا كان التخمين التالي المبني على   7(  

المعطيات الواردة صحيحًا دائمًا أو صحيحًا أحيانًا أو غير 
ر إجابتك. صحيح أبدًا.وفسِّ

المع�يات� D, E, F ثلÔ نقاà تقع على استقامة واحدة.   
DE + EF = DF  �التخمين   

3 مثا�  حل ك°ă من المت�ايeات الآتية:
 x - 6 > 2x  9(   x + 16 < 41  8(

 8x + 15 > 9x - 26  11(   6x + 9 < 7x  10(  

9سور� أضافت نورة 15 صورة إلى ألبوم صورها،   12(  

فأصبح عدد الصور أكثر من 120، فكم صورة كانت في 
الألبوم؟

  3 x + 5 > 2 x ةeحل المت�اي
معطى 3 x + 5 > 2 x

ا:اx r 3 من الطاAين 3 x - 3 x + 5 > 2 x - 3 x

ب�ضّ� 5 > - x

اB�ض� الطاAين على 1- -5 <  x
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سوæ تنشÿ فيما يلي العمود المنصف لأحد أضلع مثلث والمنصف لإحدى زواياه.
العمود المنصِف لقطعةٍ مستقيمةٍ هو العمود على القطعة المار بمنتصفها. 

فا(ن�سا% Kند�سي 1 Uالعمو3 المن�س

�الخ�و- 1

 _ 1   ، وارسم 
2

   MQ افتح الفرجار فتحة أكبر من
____    وقوسًا Ëخر 

 MQ   çفو M قوسًا من الرأس
تحتها.

�الخ�و- 2

استعمل فتحة الفرجار نفسها. وارسم من 
____    وقوسًا Ëخر 

 MQ   çقوسًا فو Q الرأس
.A , B تحتها. وسمِّ نقطتي تقاطع القوسين

�الخ�و- 3

استعمل مسطرة غير مدرّجة وارسم 
    ! "" # AB  ,   

____
 MQ   وسمّ نقطة تقاطع .   ! "" # AB   المستقيم

.C æبالحر

.qم�ل â°حد أ�ú � öصeالعمود الم ÊاYhÎ

منصّف زاوية في مثلث هو نصف مستقيم يقسم الزاوية إلى زاويتين متطابقتين.
ف ال�اويةا(ن�سا% Kند�سي 2 Uمن�س

�الخ�و- 1

ثبِّت الفرجار عند الرأس A ، وارسم قوسًا 
. J , Kوسمِّ نقطتَي التقاطع .   

___
 AB  ,   

___
 AC   يقطع

�الخ�و- 2

ثبّت الفرجار عند J ، وارسم قوسًا داخل 
الزاوية A ، وارسم من K قوسًا Ëخر، 

مستعملً فتحة الفرجار نفسها، على أن 
. L ها يقطع القوس الأول في نقطة سمِّ

�الخ�و- 3

 ،     ""# AL    استعمل مسطرة غير مدرّجة لرسم
.$ABC في A وهو منصّف للزاوية

.qاوية في م�لÛ � öصeم ÊاYhÎ

�التمثيل والتuليل

أنشÿ العمودين المنصّفين للضلعين الآخرين في MPQ$ . ثم أنشÿ منصّفي الزاويتين الباقيتين في ABC$ . ماذا تلح� حول نقطة التلقي في الحالتين؟   1(  

   

ر الإYhاÊين السابaين لbل hوâ من الم�ل�ات الآتية:  öكر
قائم الزاوية  4( منفرج الزاوية     3( حادّ الزوايا    2(  

 معمل ال¥ند�سة

فات Uا(ن�سا% المن�س
Constructing Bisectors
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4- 1pفات في المثل Uالمن�س
Bisectors of Triangle

لما4ا#لما4ا#

إن تصميم منطقة العمل على شكل مثلث كما 
في الصورة المجاورة يجعل إعداد الطعام أسرع؛ 
وذلك بتقليل عدد الخطوات التي تخطوها سيدة 

البيت. ولتعيين النقطة المتساوية البعد عن كلٍّ من 
الفرن ومصدر الماء والثلجة، يمكنك استعمال 

الأعمدة المنصّفة لأضلع المثلث.

فة� تعلمت سابقًا أن منصّف قطعة مستقيمة هو أي قطعة أو مستقيم أو مستوى يقطع القطعة  Uالأ=مد- المن�س
ا . ð̀ öصeا م ðي عمود ا على القطعة سُمِّ عند نقطة منتصفها، وإذا كان المنصّف عموديًّ

  

تذكّر أنّ المحل الهندسي هو مجموعة من النقاà تحقق شرطًا معيناً، فالعمود المنصّف لقطعة مستقيمة هو المحل 
الهندسي لمجموعة نقاàٍ في المستوى، تقع كلٍّ منها على بُعدين متساويين من طرفَي القطعة المستقيمة، وهذا 

يقود إلى النظريتين الآتيتين:

اأ:سف ا(لىنظريتا¤
فة Uالأ=مد- المن�س

ف Uة العمو3 المن�س U4.1 نظري
ف ل��عة م�ست�يمة .�و¤ =لى بعدين  Uكلّ ن��ة =لى العمو3 المن�س  

ي ال��عة الم�ست�يمة�  Rمت�ساويين من طرف 
 �    

___
 AB   Pا لـ Oف Uا من�س O3مو=    ! "# CD    ¤ا(4ا كا  � مثا�

� AC = BC ¤)فا

ف Uة العمو3 المن�س U4.2 =��� نظري
عدين مت�ساويين من طرفي ق�عة م�ست�يمة  Sكل ن��ة =لى ب   

ف لتل� ال��عة� Uلى العمو3 المن�س= ��. 
 �   

___
 AB   ـ Tف ل Uو العمو3 المن�سK    ! "" # CD  و � AE = BE ¤ا(4ا كا  �مثا�

�    ! "" # CD   لى= ��. E ¤)فا

�سو� .برKن النظريتين 4.2 ,4.1 في ال�سو)الين 27 ,29 �

�فيما �سبق�فيما �سبق
� القطعة  در6ضتُ من|ضّ

 � الم�ضتقيمة ومن|ضّ
الزاوية. 

�وال&¤�وال&¤
فة  � الأعمدة المن|ضّ Sاأتعا  

Aا المثلثات واأ6ضتعملها.
فات الزوايا  � من|ضّ Sاأتعا  
Aا المثلثات واأ6ضتعملها.

�المفر3ات�المفر3ات
� العمود المن|ضّ

perpendicular bisector

الم�ضتقيمات المت Bية 
concurrent lines

Fقطة الت Bا

point of concurrency

ماكز الدائاة الsارجية 
kللمثل

circumcenter

ماكز الدائاة الداخلية 
kللمثل

incenter

A D

C

B

A
D

E

C

B

J

R
S

K

 JK   RS

A

BP

AB  PQ

Q
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أوجد كلö قياÜ مما يأتي :
AB  (a

من المعطيات في الشكل المجاور ، نعلم أن   
    ___

 BD  åِمنصّف ل ñعمود    ! "" # CA   
ف Uة العمو3 المن�س Uنظري  AB = AD  

=وّ:�  AB = 4.1  
WY  (b

مع�يات  WX = ZX ,    ! "" # XY   ⊥    
____

 WZ   
ف Uنظرية العمو3 المن�س ���=     

____
 WZ    åِعمود منصّف ل     ! "" # XY   

ف ق�عة م�ست�يمة Uعريف من�س.    WY = YZ  

=وّ:�   WY = 3   
RT  (c

.    ___
 QT   عمود منصّف    ! " # SR    

ف Uة العمو3 المن�س Uنظري  RT = RQ  
=وّ:�  4 x - 7 = 2 x + 3  

اطرx w 2 من ال�رفين  2x - 7 = 3  
اجم� 7 ا(لى ال�رفين  2x = 10  

اق�سم ال�رفين =لى 2  x = 5  
.RT = 4(5) - 7 = 13 إذن  

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م� ✓ 
 .XY فأوجد طول ، WX = 25.3 , YZ = 22.4 , WZ = 25.3 إذا كان  (1A 

 .WX فأوجد طول ،WZ = 14.9 ، XZ  
___  åِعمودًا منصّفًا ل m 1)  إذا كانB 

 WX = 4 a - 15 , WZ = a + 12  ، XZ  
___  åِعمودًا منصّفًا ل m إذا كان  (1C  

 .WX فأوجد طول  

ى عندما تتقاطع ثلثة مستقيمات أو أكثر في نقطة مشتركة، فlنّ هذه المستقيمات تُسمَّ
مستaيمات مت°قية. والنقطة التي تلتقي فيها المستقيمات تسمّى ahطة الت°قي. 

وبما أنّ لكل مثلث ثلثة أضلع، فlنّ له ثلثة أعمدة منصّفة. وهذه الأعمدة 
 المنصّفة هي مستقيمات متلقية. وتسمى نقطة تلقي الأعمدة المنصّفة

.qرة ال�ارجية للم�لýمركز الدا

�pنظرية مرك� الدا*ر- الخارجية للمثل نظرية 4.3
فة لأ�ض � مثلA kا Fقطة تُ�ضمّى ماكز  التعبير اللفظي�  تلتقا الأعمدة المن|ضّ

 ،kا دائاة تما باو'و6س المثلGو ،kارجية للمثلsالدائاة ال
وGا على اأبعادM مت�ضاوية من الاو'و6س.

  � ! ABC kارجية للمثلsماكز الدائاة ال P تFاإ3ا كا  � مثا�
 PB = PA = PC ّاإنA

اأ:سف ا(لى

1 فمثا�  Uا�ستعما� نظريات العمو3 المن�س

ا(ر8سا3ات للدرا�سة

ف  Uالعمو3 المن�س 
لي�س من ال¦ضاوري اأن 

 � يماّ العمود المن|ضّ
ل¦ضل� مثلk بااأ6س 

المثلk المقابل . 
Aمث A Kا XYZ! اأدFا  
    

___
 XY   @ل  �  العمود المن|ضّ
�Z بالااأ6س Tل يما

ا(ر8سا3ات للدرا�سة

 WX = ZX المعلومة 

لو0دGا ل تعدT كاAية 
ل6ضتنتاo اأن   XY #" !   عمود 

 �   ! "# WZ    @ Pمن|ض� ل

A

D

B
P

F C

E

C

D

B

A

4.1

X

W ZY

9 9

3

S

T

Q

R

4x - 7

2x + 3

X

Y

Z

mW

a

b

c
P

 a, b, c
.P

Z

X Y

Z

X

W Y

Z

X Y

Z

X

W Y
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___    على الترتيب.
 AB  ,   

___
 AC  ,   

___
 BC   أعمدة منصّفة ل±ضلع    ___

 PD  ,   
___

 PF  ,   
___

 PE   �المع�يات

AP = CP = BP  �jالم�لو

� Uا¤ 1رKبر

 . A , C نها متساوية البُعد عنlف ،   
___

 AC    åِتقع على العمود المنصّف ل P ّبما أن 
___    يمر أيضًا بالنقطة P. لذلك يكون CP = BP ، وتبعًا لخاصيّة 

 BC   åِوالعمود المنصّف ل . AP = CP أي أن
 .AP = CP = BP  ؛ إذن AP = BP التعدّي لعلقة المساواة يكون

يمكن أن يقع مركز الدائرة الخارجية للمثلث داخل المثلث أو خارجه أو على أحد أضلعه.
   

،�ÈاÙرة �لماaرة التي وردت في فb`ا لل ðaتط�ي �.�سميم 3ا2لي
�� فرë الط�S y ومصدر الماK Ê وال�°جة R  في مط�y كما  ôا وÙÎ
في الbYل الم�اور. أوجد الaeطة التي تbوë عل� أبعاد متساوية 

. S , K , R àاaeمن ال
بحسب نظرية مركز الدائرة الخارجية للمثلث، يمكن تعيين 

 Ôالثل àالنقطة التي تكون على أبعاد متساوية من النقا
باستعمال الأعمدة المنصّفة لأضلع المثلث المتكون من هذه 

.àالنقا
انسSKR z$ واستعمل المسطرة والمنقلة لرسم الأعمدة المنصفة لأضلعه، 
فتكون النقطة C مركز الدائرة الخارجية للمثلث SKR . وهي النقطة المطلوبة.

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م�  ✓
ة الماء على أبعاد متساوية من رؤوس حديقته المثلثة الشكل .  يريد عليّ أن يضع مرشَّ  (2  

فأين يتعين عليه وضع المرشّة؟  

من�سفات ال�وايا� تعلم أنّ منصّف الزاوية يقسمها إلى زاويتين متطابقتين، 
كما يمكن أن يوصف منصّف الزاوية بأنّه المحل الهندسي للنقاà الواقعة داخل الزاوية، 

وتكون على أبعاد متساوية من ضلعَيها. ويقود هذا الوصف إلى النظريتين الآتيتين:

نظرية مرك� الدا*ر- الخارجية للمثلpبرKا¤

يتاكز مع�� الن}ضا� داخل 
المطدt 0و� . l منا:ق 

عمل اأ6ضا6ضية Gا� م|ضدر 
 ، tان الطدA ،الما$، الث جة

ويdm األS يزيد مmمو� اأ:وا� 
 kالأ�ض � الث .ة لمثل

منطقة العمل على 6ضدعة 
اأمتار.

� åه لç مأ س åه

ا(ر8سا3ات للدرا�سة

 ماكز الدائاة 

 �kارجية للمثلsال 
Gو ماكز الدائاة 

التا تما باو'و6س wGا 
 .kالمثل

 
P

 
P

 

P

B

A F C

ED P

C
H

R

S

K

S

R

C
K

A

C

D

B

.∠ABC  BD

pة مرك� الدا*ر- الخارجية للمثل Uا�ستعما� نظري 2 من واق� الuيا- مثا� 
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فات ال�وايا Uمن�س نظريتا¤

ف ال�اوية  U4.4 نظرية من�س

� 5اوية تكون على بُعدين مت�ضاويين من �ضلعيها.    كل Fقطة تق� على من|ضّ

    
___

 FD  ⊥  
 
  $ BD  ,    

___
 FE  ⊥  

 
  $ BE    وكان �∠DBE @ Pا ل Kف    من|ضّ

 
  $ BF    اإ3ا كان  �   مثا�

� DF = FE اإنA

ف ال�اوية Uة من�س U4.5 =��� نظري

   كل Fقطة تق� داخل الزاوية وتكون على بُعدين مت�ضاويين من �ضلعيها AاإFها 
� الزاوية. تكون واBعة على من|ضّ

 �    
___

 FD  ⊥  
 
  $ BD  ,   

___
 FE  ⊥  

 
  $ BE   , DF = FE  اإ3ا كان  �   مثا�

 ∠DBE �    ين|ضّ
 
  $ BF    اإنA

اأ:سف ا(لى

�ستبرKن النظريتين 4.5 ,4.4  في ال�سو)الين 32,30

3 فات ال�اويامثا�  Uي من�سRا�ستعما� نظريت

أوجد كلö قياÜ مما يأتي :
XY  (a

ف ال�اوية Uة من�س Uنظري  XY = XW  
=وّ:�  XY = 7  

m∠JKL  (b

__    ، فlن L على بعدين متساويين من ضلعي 
 LJ  ⊥  

 
 ""# K J   ,   

___
 LM  ⊥  

 
 ""# K M    , LJ = LM  بما أن  

 ∠JKM ينصّف     ""# KL    نlوبحسب عك� نظرية منصّف الزاوية، ف . ∠ JKM

ف ال�اوية Uعريف من�س.  ∠JKL ' ∠LKM  
.عريف ال�وايا المت�اب�ة  m∠JKL = m∠LKM   

=وّ:�  m∠JKL = 37°   
SP  (c

ف ال�اوية Uة من�س Uنظري  SP = SM  
=وّ:�  6x - 7 = 3 x + 5  

اطرx w 3 من ال�رفين  3x - 7 = 5  
اجم� 7 ا(لى ال�رفين  3x = 12  

اق�سم ال�رفين =لى 3   x = 4  
.SP = 6(4) - 7 � 17 إذن 

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م� ✓ 
 m∠DAC فأوجد ، m∠BAC = 38° , BC = 5 , DC = 5 :إذا كان  (3A 

  BC فأوجد ، m∠BAC = 40° , m∠DAC = 40° , DC = 10 :إذا كان  (3B 

BC = 4x + 8 , DC = 9x - 7 و ، ∠DAB ينصّف ""# AC      إذا كان  (3C  

 BC فأوجد

مثال 1

ا(ر8سا3ات للدرا�سة

ف ال�اويــة  Uمن�س 
ل تعدّ المعلومة 

 b ا الفا�A JL = LM
 oية ل6ضتنتاAا كاGلو0د

.∠JKM �    ين|ضّ
 
 ""# KL    اأن

B

D F

E

B

D F

E

W
X

41°

41°

7

LJ

37°

M

PSJ

3x + 5

6x - 7

D
C

A
B

ZY
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وكما هو الحال في الأعمدة المنصّفة، بما أن للمثلث ثلÔ زوايا، فlنّ له ثلثة منصّفات للزوايا تتلقى في نقطة 
.qرة الداخلية للم�لýتُسمّى مركز الدا

pنظرية مرك� الدا*ر- الدا2لية للمثل ة 4.6 Uاأ:سف ا(لىنظري

فات 5وايا اأي مثلk عند Fقطة تُ�ضمّى ماكز  تتقا:� من|ضّ  �التعبير اللفظي
الدائاة الداخلية للمثلk، وGا على اأبعاد مت�ضاوية من 

اأ�ض ع�. 

 � ABC kماكز الدائاة الداخلية للمثل P تFاإ3ا كا  �مثا�

 PD = PE = PF ّاإنA  

�ستبرKن النظرية 4.6 في ال�سو)ا� 28

4 ا�ستعما� نظرية مرك� الدا*ر- الدا2لية للمثلpمثا� 

. !ABC åõرة الداخلية لýمركز الدا J phا كاÙÎ ،ياسين الآتيينaمن ال ă°أوجد ك
JF  (a

بما أن J على أبعادٍ متساوية من أضلع ABC$، بحسب نظرية مركز الدائرة   
الداخلية للمثلث، فlن JF = JE ؛ لذا أوجد JE باستعمال نظريّة فيثاغورس. 

نظرية فيثا<ور��  a 2 + b 2 = c 2  
=وّ:�  JE 2 + 12 2 = 15 2  

12  2  = 144,  15  2  = 225  JE 2 + 144 = 225  
اطرw 144 من ال�رفين  JE 2 = 81  

2| الr|ر التربيعي لل�رفين  JE = ±9  
وبما أن الطول ø يمكن أن يكون سالبًا؛ إذن نأخذ الجذر التربيعي الموجب فقط.    

 JF = 9 ّنlف JE = JF وبما أن
m∠JAC  (b

 . m∠CBE = 2(28°) � 56° ؛ إذن m∠CBE = 2m∠JBE ّنlف ، ∠CBE ينصّف     ""# BJ    ّبما أن   
.m∠DCF = 2(25°) = 50° ؛ إذن m∠DCF = 2m∠DCJ وبالمثل؛

pمو� قيا�سات 6وايا المثلrنظرية م  m∠CBE + m∠DCF + m∠FAE = 180°  
m∠CBE = 56° ; m∠DCF = 50°  56° + 50° + m∠FAE = 180°  

�� Uب�س  106° + m∠FAE = 180°  
اطرw °106 من ال�رفين�  m∠FAE = 74°   

 ، m∠JAC =   1 _ 
2

   m∠FAE 2 . وهذا يعني أنm∠JAC = m∠FAE ّنlف ،∠FAE ينصّف   __
 AJ   ّوبما أن  

. m∠JAC =     1 2   (74°) = 37° إذن
.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م� ✓ 

ÙÎا كاP ph مركز الداýرة الداخلية لXYZ å!، فأوجد الaياسين الآتيين:
PK  (4A 

∠LZP  (4B 

مثال 1

قرا%- الريا:سيات

مرك� الدا*ر- 
 pالدا2لية للمثل 

Gو ماكز الدائاة التا 
تقط� �تتما6س م�� كل 

 kضل� من اأ�ض � المثل�
Aا Fقطة وا0دة. ولهwا 

  wG اإن ماكزA dال�ضد
 kالدائاة يق� داخل المثل

ا. Kدائم

A

F

P
D

BC

E

D

C

B

A

FJ

E

25°

28°

15

12

X

K

Y

J

P

Z

L

29°

24°30

24

P
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✓ .اأكــــد

أوجد كل¬ قياòÜ مما يأتي: 
 LP  3(   AC  2(   XW  1(  

      

ا(=Òنات� يقوم أربعة أصدقاء  بتوزيع إعلنات على الناس في ساحة   4(  

سوç تجاري. فحمل ثلثة منهم ما يستطيعون من الإعلنات وأخذوا 
دهم  مواقعهم كما في الصورة المجاورة. أمّا الرابع فكان يزوِّ

بالإعلنات. انسz المواقع A , B , C  في دفترك، ثم عيّن مكان الصديق 
الرابع D على أن يكون على أبعادٍ متساوية من أصدقائه الثلثة. 

أوجد كل¬ قياòÜ مما يأتي :
 QM  7(   ∠WYZ  6(   CP  5(  

      

 .    ___
 JQ   فأوجد طول ، $JLN åمركز الدائرة الداخلية ل Q إذا كانت  8(  

.درj و1ل الم�سا*ل

أوجد كل¬ قياòÜ مما يأتي :
 KL  11(   PS  10(   NP  9(  

      

 E يتكون مجمّع مدارس من مدرسة ابتدائية �مدر�سة  12(  

ومدرسة متوسطة M ومدرسة ثانوية H في المواقع المبيّنة 
في الصورة المجاورة. انسz مواقع النقاE , M , H à في 

دفترك، ثم عيّن موقع موقف الحافلت، على أن يكون على 
 .Ôأبعاد متساوية من المدارس الثل

1  المثا� 

2  المثا� 

3  المثا� 

4  المثا� 

1  المثا� 

2  المثا� 

الaeطة D مركز الداýرة التي تمر́ برÍوABC Ü! . اكتب الaط� المستaيمة 
التي تطاب� الaطعة المعطاة في كل سؤال مما يأتي:
      

___
 AH   14(          

___
 AD   13(  

ا يأتي : أوجد قياÜ كلٍّ مم¬
 PN  17(   ∠DBA  16(   AF  15(  

      

ÙÎا كاph الaeطة P مركز الداýرة الداخلية لAEC åõ! ، فأوجد ك°ă من الaياسات الآتية :
 PB  18(  

 DE  19(  

 ∠DAC  20(  

 ∠DEP  21(  

.�سميم 3ا2لي� توضع زهرية فضيّة عند مركز سطح الطاولة المبينة في الشكل أدناه، بحيث تكون على   22(  

أبعاد متساوية من حوافه. انسz الرسم المجاور في دفترك، وبيّن أين ستضع الزهرية. وضح إجابتك. 

Î xجابت�. د ما ÙÎا كاph المعطيات في كل bHل مما يأتي كافية لإي�اد قيمة x. و�» öحد
  24(    23(  

  26(    25(  

3  المثا� 

4  المثا� 

م¥ند�� الت�سميم الدا2لي 
 �يزيّن مهند6س الديكور المكان

بحيk يmعل� بهيn المن�ا 
ا ل إBامة  اأو العمل Aي�.  Kومايح

ويdm على مهند6ضا الديكور 
اأن يكوFوا على معاAة بالألوان 

وت|ضامي� الإFارة وتsطي� 
المكان. 

N

P

M
7x + 1

10x - 5

L   A

B

C

D

7

  
X

W YZ

12

  

N

Q

P

M
2x + 2

4x - 8

  
X

Y

Z

W

4

23°
4

  
B

A
P

C

8

  

 
J

12

L

K

M

  
P

7 7

9

S R Q

  N

P

M

x + 5

01 01
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C

J
K L

M

N
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الaeطة D مركز الداýرة التي تمر́ برÍوABC Ü! . اكتب الaط� المستaيمة 
التي تطاب� الaطعة المعطاة في كل سؤال مما يأتي:
      

___
 AH   14(          

___
 AD   13(  

ا يأتي : أوجد قياÜ كلٍّ مم¬
 PN  17(   ∠DBA  16(   AF  15(  

      

ÙÎا كاph الaeطة P مركز الداýرة الداخلية لAEC åõ! ، فأوجد ك°ă من الaياسات الآتية :
 PB  18(  

 DE  19(  

 ∠DAC  20(  

 ∠DEP  21(  

.�سميم 3ا2لي� توضع زهرية فضيّة عند مركز سطح الطاولة المبينة في الشكل أدناه، بحيث تكون على   22(  

أبعاد متساوية من حوافه. انسz الرسم المجاور في دفترك، وبيّن أين ستضع الزهرية. وضح إجابتك. 

Î xجابت�. د ما ÙÎا كاph المعطيات في كل bHل مما يأتي كافية لإي�اد قيمة x. و�» öحد
  24(    23(  

  26(    25(  

3  المثا� 

4  المثا� 

م¥ند�� الت�سميم الدا2لي 
 �يزيّن مهند6س الديكور المكان

بحيk يmعل� بهيn المن�ا 
ا ل إBامة  اأو العمل Aي�.  Kومايح

ويdm على مهند6ضا الديكور 
اأن يكوFوا على معاAة بالألوان 

وت|ضامي� الإFارة وتsطي� 
المكان. 

L

M

N

P25°
4x - 2

3x + 6
25°

  A

D B

C
17°
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  A

D F

E

°23 °23
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x
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برKا¤� اكتب برvاðhا Ùا عمودين لbلٍّ من الe[ريتين الآتيتين:

)   28   النظرية 4.6   )27   النظرية 4.2                                                                  

،$ABC منصّفات لزوايا    ___
 AD  ,   

___
 BE  ,   

___
 CF   �المع�يات     

___
 CA  '   

___
 CB  ,   

___
 AD  '   

___
 BD  �المع�يات   

   
___

 KP  ⊥   
___

 AB  ,   
___

 KQ  ⊥   
___

 BC    تقعان على C , D النقطتان �jالم�لو    

   
___

 KR  ⊥   
___

 AC       
___

 AB  åِالعمود المنصّف ل   
KP = KQ = KR    �jالم�لو    

   

 

ا لbلٍّ من الe[ريتين الآتيتين:  ăا حرðhاvاكتب بر �برKا¤

)30 النظرية 4.5 )29   النظرية 4.1                                                                

ف للقطعة المستقيمة التي إحداثيّا نقطتَي طرفَيها هما  )31  اكتب بصي`ة الميل والمقطع معادلة العمود المنصِّ  

ح إجابتك.  A(-3, 1) , B(4, 3) . ووضِّ

برKا¤� اكتب برهانًا ذا عمودين للنظرية 4.4.   32(  

)K  33ند�سة ا(1دا/يUة� أوجد إحداثيَّي مركز الدائرة الخارجية للمثلث الذي إحداثيات رؤوسه هي    

A(0, 0), B(0, 6), C (10, 0) . وضح إجابتك. 

 àوصِف مجموعة النقا ،   
___

 CD   انظر إلى القطعة المستقيمة �المuل ال¥ند�سي  34(  

 C , D في الفضاء التي يبعد كل° منها بُعدين متساويين عن

م�سا*ل م¥ارات التف�ير العليا

م�ساألة مفتو1ة� ارسم مثلثًا، على أن يقع مركز الدائرة الداخلية له داخله، و يقع مركز الدائرة التي تمر   35(  

برؤوسه خارجه. برّر صحّة رسمك باستعمال مسطرة غير مدرجة وفرجار لإيجاد نقطَتَي التلقي. 

ا أو ليسÉ pحيحة  ðhحيحة أحياÉ ا، أو ðمýحيحة داÉ كل ع�ارة من الع�ارتين الآتيتين phا كاÙÎ د ما öحد �.برير
ر Îجابت�.  öا. وبر ðأبد

تتقاطع منصّفات زوايا المثلث عند نقطة تكون على أبعاد متساوية من رؤوسه.  36(  

في المثلث المتطابق الضلعين، يكون العمود المنصّف للقاعدة منصّفًا لزاوية الرأس المقابلة للقاعدة.   37(  

 .æختلøقارن بين الأعمدة المنصّفة لأضلع المثلث ومنصّفات زواياه مبيّنًا أوجه الشبه وأوجه ا �iاكت  38(  

وقارن بين نقطَتَي التلقي. 

    

مراجعةالمفر3ات

 المuل ال¥ند�سي 
مmموعة من النقا� 

ا معيّنKا. K:تحقق 7ضا
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بأيّ نقطتين يمر العمود المنصّف للضلع JL في JKL $؟   39(  

J , R  C  T , K  A  

S , K  D  L , Q  B  

)40  إذا كانت x ≠ −3 ، فlن      يساوي:   

x + 9  A  

x + 3  B  

x  C  

3  D  

.دريi =لى ا2تبار

مراجعة .راكمية

�3-7 عيöن الإحداثي الم�fول في كلٍّ من الم�ل�ات الآتية : الدر�� 
  43(    42(    41(  

أوجد ال�عد بين المستaيم والaeطة المعطاة في كلٍّ مما يأتي : م¥ار- �ساب�ة�
 y = 5, (-2, 4)  44(  

 y = 2x + 2, (-1, -5)  45(  

 2x - 3y = -9, (2, 0)  46(  

ا�ستعد للدر�� ال1Òق

ا Ùا عمودين:    ðhاvاكتب بر �برKا¤  47(  

المع�يات�   XKF$ متطابق الأضلع.      

 .∠X تنصّف    ___
 X J   

   .     ___
 K F  نقطة منتصف J  �jالم�لو   

L

J

K
Q

R

S
x

y

T

O

 y

x
O T(2b, 0)

R(?, c)

S(?, ?)

 y

x

O A(0, 0)

B(0, a)

C(?, ?)

 
y

x

O J(0, 0)

L(?, b)

K(6a, 0)

K J F

X

1 2
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 � معمل ال¥ند�سة

ا(ن�سا% ال��� المتو�س�ة والر.فا=ات 
Constructing Medians and Altitudes

القطعة المتوسطة في مثلث هي قطعة مستقيمة، طرفاها أحد رؤوس المثلث ونقطة منتصف الضلع المقابل لذلك الرأس. 
ويمكنك استعمال طريقة تعيين نقطة المنتصف لقطعة مستقيمة لإنشاء قطعة متوسطة.

ق�عة متو�س�ة لمثلpا(ن�سا% Kند�سي 1

�الخ�و- 1

ثبت الفرجار عند الرأس D ثم عند الرأس 
    ___

 DE   ç؛ لترسم أقواسًا متقاطعة فوE

. R , S وتحتها، وسمّ نقطتَي التقاطع

�الخ�و- 2

 ،   
___

 RS  ,   
___

 DE   استعمل مسطرة لإيجاد نقطة تقاطع
.M وسمّ نقطة المنتصف

�الخ�و- 3

 ، F , M ارسم مستقيمًا يمّر بالنقطتين
. !DEF åِقطعة متوسطة ل    ___

 FM   فتكون

ارتفاع المثلث هو قطعة مستقيمة من أحد رؤوس المثلث إلى المستقيم الذي يحوي الضلع المقابل، وتكون عموديّةً عليه. 
ار.فا� المثلpا(ن�سا% Kند�سي 2

�الخ�و- 1

ثبّت الفرجار عند الرأس B ، وارسم قوسين 
. X , Y في النقطتين    ___

 AC   يقطعان

�الخ�و- 2

عدّل فتحة الفرجار على أن تكون أكبر 
 _ 1    وثبّته عند X ، وارسم قوسًا 

2
   XY  من

___    ، ثم استعمل الفتحة نفسها 
 AC   çفو

وارسم قوسًا Ëخر من Y ، وسمّ نقطة تقاطع 
. H القوسين

�الخ�و- 3

 ،    " ## $ BH   استعمل مسطرة غير مدرّجة لرسم
 ، D æبالحر     " ## $ BH  ,   ___

 AC   وسمّ نقطة تقاطع
___    ارتفاعًا لABC åِ! وهي 

 BD   فتكون
.   

___
 AC   عموديّة على

 �التمثيل والتuليل
أنشÿ القطعتين المتوسطتين على الضلعين الآخرين في DEF!، ماذا تلح� بالنسبة للقطع المتوسطة للمثلث؟  1(  

أنشÿ اøرتفاعين الآخرين على الضلعين الآخرين في ABC!. ماذا تلح�؟  2(  

A C

B

P

L

J K

A

BC

. ABC  CD

D

A CE

B

F DQ



91 kا المثلA القط� المتو6ضطة والرتفاعات ϰͲരϮ ��الدر

4- 2pال��� المتو�س�ة والر.فا=ات في المثل
Medians and Altitudes of Triangle

لما4ا#لما4ا#
صمّم مهندس طاولة خاصة لأحد الزبائن، يتكون سطحها 
من لوÖ زجاجي مثلث الشكل يرتكز على دعامة واحدة، 
ولتحقيق ذلك فهو في حاجة إلى إيجاد النقطة التي يضع 

عندها الدعامة لكي يحاف� على اتزانها، ويمكن إيجاد 
هذه النقطة برسم القطع المتوسطة، وتعيين نقطة تقاطعها.

ال��� المتو�س�ة�  الaطعة المتوسطة لمثلث قطعة 
 مستقيمة طرفاها أحد رؤوس 

المثلث ونقطة منتصف الضلع المقابل لذلك الرأس.
،qقطع متوسطة تتلقَى في نقطة تُسمّى مركز الم�ل Ôولكل مثلث ثل 

وتقع داخله دائمًا. 

4.7 اأ:سف ا(لىنظرية 

يدعد ماكز المثلk عن كل راأ6س من رو'و6س المثلk ُ.لُثNا :و� القطعة
 الم�ضتقيمة الوا�ضلة بين 3ل� الااأ6س ومنت|ض� ال¦ضل� المقابل ل�.

مثا�� اإ3ا كاFت P ماكز  A ، ! ABCاإنّ

AP =   2 _ 
3

   AK , BP =   2 _ 
3

   BL , CP =   2 _ 
3

   CJ     

pنظرية مرك� المثل

 . BE = 9 ،!ABC مركز Q طةaeال phا كاÙÎ 
. BQ , QE من ă°فأوجد  ك

kاية ماكز المثل�F  BQ =        BE  

BE = 9  =      (9)  6 

جم� اأ:وا� القط� الم�ضتقيمة  BQ + QE = 9  

BQ = 6  6 + QE = 9  

ا:اr 6 من الطاAين  QE = 3  

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م�  ✓
في ABC! أع°ÙÎ ،ìا كاFC � 15 ë ، فأوجد Iولóي الaطعتين الآتيتين :

 QC  (1B   FQ  (1A 

 1 ا�ستعما� نظرية مرك� المثلpمثا� 

�فيما �سبق�فيما �سبق
فة  در6ضتُ الأعمدة المن|ضّ

ومن|ضفات الزوايا Aا 
المثلk وا6ضتعمالها.

�وال&¤�وال&¤
اأتعاّ� القط� المتو6ضطة   

Aا المثلk واأ6ضتعملها.
اأتعاّ� الرتفاعات Aا   

المثلk واأ6ضتعملها.

�المفر3ات�المفر3ات
القطعة المتو6ضطة

median

kماكز المثل

centroid

الرتفا�

altitude

kملتقى ارتفاعات المثل

orthocenter

2
3

2
3

A C

B

P

L

J K

A

BC

. ABC  CD

D

A CE

B

F DQ
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J

S
L

K

R

P

T

.KP فأوجد ، PT = 2 ëا كاÙÎ ،!JKL في
   LR قطعة متوسطة

___    ، وتكون  ___
 JK  نقطة منتصف R نlف ،    __

 JR  %   
___

 RK   ّبما أن
___    على

 KL  ,   __
 LJ   هما نقطتا منتصفَي S , T وبالمثل نستنتج أن ، !JKL في 

__    قطعتان متوسطتان في JKL! ، لذلك
 JS  ,   ___

 KT   نlالترتيب؛ لذا ف 
. !JKL هي مركز P فالنقطة 

kاية ماكز المثل�F  KP =       KT  

جم� القط� الم�ضتقيمة والتعوي¦س  KP =        (KP + PT)  

PT = 2  KP =          (KP + 2)  

خا�ضيّة التو5ي�  KP =        KP +                  

 _ 2    من الطاAين
3

   KP rا:ا                       KP =                                  

ا�ضاe الطاAين Aا 3           KP = 4                            

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م�  ✓
في JKL! أع°ÙÎ ،ìا كاRP � 3.5 , JP � 9 ë ، فأوجد Iولóي الaطعتين الآتيتين:

 PS  (2B   PL  (2A 

جميع المضلعات لها نقطة اتزان، وهذه النقطة تعتبر مركز ثقل الجسم، وهي النقطة التي يظهر فيها الجسم متوازنًا 
تحت تأثير الجاذبية الأرضية.

فن الأ3ا%� في مfرجاë ريا�ي ي�ôط� ع�دالعزيز øتزاë قط� م�ل�ية 
 îعل� مستو qم�ل �� ôدما وeل الم�اور، وعbYكما في ال ëمن المعد

 .(1, 10), (5, 0), (9, 5) àاaeد الeوسه عÍر phحداثي كاÎ
ما Îحداثيات الaeطة التي ي�ب عل� ع�دالعزيز أë ي��pö الم�لq عeدvا 

حت� يح`[ه متواðhÛاÈ و�Î xجابت�.
تحتاج إلى إيجاد مركز المثلث من خلل الإحداثيات    �اف¥م  
المعطاة، وستكون هذه هي النقطة التي سيتزن عندها 

المثلث.

ارسم المثلث الذي رؤوسه A(1, 10), B(5, 0), C(9, 5)، وبما أن مركز المثلث هو النقطة   �� U�2  
التي تتلقَى عندها القطع المتوسطة للمثلث؛ إذن استعمل نظرية نقطة المنتصف لإيجاد نقطة 

منتصف أحد أضلع المثلث، فيكون مركز المثلث واقعًا على القطعة المتوسطة وعلى بُعدٍ من 
الرأس يساوي ثُلُثَي طول القطعة المتوسطة.

� åه لç مأ س åه

 2 ا�ستعما� نظرية مرك� المثلpمثا�  ا(ر8سا3ات للدرا�سة

 ا�ستعما� الU��u العد3ي  
Aا المثا� 2 ، يمكن� 
ا ا6ضتعما� الح�سّ  Kاأي¦ض
. KP ادmالعددي لإي 
 ، KP =   2 _ 

3
   KT بما اأن 

 PT =   1 _ 
3

   KT  اإنA 
 � KP = 2PT  ل�wوك 

 PT = 2 ا اإ3ا كانwل 
.KP = 2(2) = 4 اإنA

ن��ة ال.�ا¤ التعليق� 
يمكن اأن تحدد Fقطة التزان 

لأي ج�ض�، 6ضوا$L اأكان على 7ضكل 
�مثلk اأو غيا  كما ياأتا

 علق الm�ض� من اأي Fقطة، 
وعندما يتو�B عن التاأرجح. 

ا راأ6ضيVا من  Kار6ض� م�ضتقيم
Fقطة التعليق، .� علق� ماة 

اأخاI من Fقطة .اFية وار6ض� 
ا راأ6ضيVا منها، Aتكون  Kم�ضتقيم

Fقطة تقا:� الم�ضتقيمين Gا 
Fقطة التزان.

2
3

2
3

2
3

2
3

4
3

4
3

1
3

ا(يrا3 المرك� في الم�ستوM ال(1دا/ي
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مثّل ABC! بيانيًّا .    �1ل  

___    الذي طرفاه 
 AB   للضلع D أوجد نقطة المنتصف   

. A(1, 10) , B(5, 0)

D  (  1 + 5
 _ 2   ,    10 + 0

 _ 2   )  = D(3, 5)   

___    أفقيّة، والمسافة من 
 DC   ح� أنøو ، D عيّن النقطة    

D(3 , 5) إلى C(9 , 5) تساوي 3 - 9 ، أيْ 

6 وحداتٍ.
،    2 _ 

3
 _ PC =    2 ؛ ولذا يقع المركز على بُعد (6)   

3
   DC ّنlف ، !ABC مركز P ذا كانتlف    

أو 4 وحدات إلى اليسار من C، وتكون إحداثيات P هي (5 ,4 - 9) أو (5 ,5).
إذن يتوازن المثلث عند النقطة (5 ,5).   

    
___

 AC   استعمل قطعة متوسطة أخرى للتحقق من صحّة إجابتك. بما أنّ نقطة منتصف الضلع  �.�uق  

___    رأسيّة فlن المسافة من B إلى F تساوي 
 BF   وأن ، F (5 , 7.5) أو  F  (  1 + 9 _ 2   ,    10 + 5

هي   (   2 _ 
 _ 2    أيْ 5 ، إذن P تقع على 

3
___    يساوي  (7.5)   

 PB   0 - 7.5 ؛ أيْ 7.5 وحداتٍ، وعلى ذلك يكون

 .B بعد 5 وحداتٍ إلى أعلى من
وتكون إحداثيات P هي (5 + 0  , 5) أي (5 ,5). #   

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م� ✓ 
تقع رؤوس مثلث Ëخر عند النقاà (1 ,12) , (11.5 ,6) , (4 ,0)، فما إحداثيات النقطة التي يتزن عندها   (3 

هذا المثلث؟ وضّح إجابتك. 

� ارت`اâ الم�لq هو القطعة المستقيمة العمودية النازلة من أحد الرؤوس إلى المستقيم الذي pار.فا=ات المثل
يحوي الضلع المقابل لذلك الرأس، ويمكن أن يقع اøرتفاع داخل المثلث أو خارجه أو على أحد أضلعه.

ولكل مثلث ثلثة ارتفاعات، تتلقَى المستقيمات التي تحويها في نقطة مشتركة.

اأ:سف ا(لىمف¥وم اأ�سا�سي

تتقا:� الم�ضتقيمات التا تحوي ارتفاعات اأيU مثلA kا Fقطة تُ�ضمّى ملتقى الرتفاعات.

تتقا:� الم�ضتقيمات التا تحوي الرتفاعات   � مثا�

    عند النقطة P ، وGا ملتقى الرتفاعات 
___

 AF  ,   
___

 CD  ,   
___

 BG  

. ABC kل@لمثل

ملت�ى الر.فا=ات

� åه لç مأ س åه

قرا%- الريا:سيات

 pار.فا� المثل 
يطلق ا6ض� الرتفا� 
على القطعة وعلى 

:ولها، ويفه� المق|ضود 
من 6ضيا� الم�ضاألة. 
وي�ضتعمل الرتفا� 

.kم�ضا0ة المثل eلح�ضا

D CA

B

C B

P P

P

A

A

B

AC B BDCB AB

A CG

P
D

F

C(9, 5)

B(5, 0)

P
D(3, 5)

A(1, 10)y

xO

B

ا(يrا3 المرك� في الم�ستوM ال(1دا/ي
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Kند�سة ا(1دا/يUة� ÙÎا كاph رÍوv !FGH Üي F(-2 , 4) , G (4, 4) , H(1, -2) ، فأوجد Îحداثيات 
ملت�a ارت`اعاته.

مثّل FGH! بيانيًّا. ولإيجاد ملتقى اøرتفاعات، أوجد نقطة تقاطع   �1 الخ�و- 
ارتفاعين من اøرتفاعات الثلثة.

     ___
 GH   إلى F رتفاع منøأوجد معادلة ا  �2  الخ�و- 

     4 - (-2)
 _ 

4 - 1
___    يساوي 2=   

 GH   بما أن ميل 
___    يساوي         -  

 GH   رتفاع العمودي علىøنّ ميل اlف
�ضي�ة النقطة والميل  y -  y  1  = m (x -  x  1 )  

 ( x  1  ,  y  1 ) = F(-2, 4) ,m = -   1 _ 
2

    y - 4 = -   1 _ 
2

   [ x - (-2)]  

ب�ضّ�  y - 4= -   1 _ 
2

   (x + 2)  
خا�ضية التو5ي�  y - 4 = -   1 _ 

2
   x - 1  

اجم� 4 اإلى الطاAين  y = -   1 _ 
2

   x + 3  
 .   

___
 FH   إلى G رتفاع منøثم أوجد معادلة ا   

___    يساوي    
 FH   رتفاع العمودي علىøن ميل اl4 - 2-    ، ف _ 

1 - (-2)
___    يساوي 2- =    

 FH   بما أن ميل
�ضي�ة النقطة والميل  y -  y  1  = m (x -  x  1 )  

( x  1  ,  y  1 ) = G(4, 4) , m =   1 _ 
2

    y - 4 =   1 _ 
2

   (x - 4)  

خا�ضية التو5ي�  y - 4 =              x - 2  

اجم� 4 اإلى الطاAين  y =              x + 2  

   لإيجاد نقطة تقاطع اøرتفاعات.
 
    


 
y = -   1 _ 

2
   x + 3

y =   1 _ 
2

   x + 2
حل نظام المعادلتين الناتج   �3 الخ�و- 

  y =                نl2 ، ومن ثم ف y = 5 فينتج أن ، x æاجمع المعادلتين لتحذ  

G معادلة الرتفا� من  y =   1 _ 
2

   x + 2  

y =   5 _ 
2

     5 _ 
2

   =   1 _ 
2

   x + 2  

 _ 4    ، اأو 2 من الطاAين
2

    rا:ا     1 _ 
2

   =   1 _ 
2

   x  

ا�ضاe الطاAين Aا 2  1 = x  
   (1, 2   1 _ 

2
 _ 5   ,1)   أو   (   

2
إذن إحداثيات ملتقى ارتفاعات FGH! هي   (      

 4 ا(يrا3 ملت�ى الر.فا=ات في الم�ستوM ال(1دا/يمثا� 

ا(ر8سا3ات للدرا�سة

 الت�uق من المع�ولية 
ا6ضتعمل ركن ورBة لا6ض� 

 .kارتفاعات المثل

 Fقطة التقا:� تق� تقايدKا 
 �   (1, 2   1 _ 

2
 عند   (   

لwا Aالmواe معقو�.

يمكن أن تلتقي اøرتفاعات في مثلث داخله أو خارجه أو على أحد أضلعه.

    

1
2

1
2

1
2

1
2

5
2

y

xO

F(-2, 4)

H(1, ‒2)

G(4, 4)

F (-2, 4)

H (1, -2)

G(4, 4)
y

xO

P P

P

  

P P

P

  

P P

P
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✓ .اأكــــد

.PF = 6 , AD = 15 ، !ACE مركز P طةaeال phا كاÙÎ
فأوجد كلI öول مما يأتي: 

 PC  1(  

 AP  2(  

.�سميم 3ا2لي� بالعودة إلى فقرة ”لماذا؟“، إذا كانت   3(  

 .(3, 6), (5, 2), (7, 10) àإحداثيات رؤوس المثلث عند النقا
فعند أيّ نقطة ستوضع الدعامة؟ 

Kند�سة ا(1دا/يUة� أوجد إحداثيات ملتقى ارتفاعات ABC! الذي رؤوسه:   4(  

  A(-3, 3), B (-1, 7 ), C (3, 3)

1, 2 المثال¤ 

3 المثا� 

4 المثا� 

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م�  ✓
!ABC أوجد إحداثيات ملتقى ارتفاعات  (4 

في الشكل المجاور.

      

� åه لç مأ س åه

اأ:سف ا(لى ة في المثلpملخ�� المفاKيم Uق�� م�ست�يمة ون�ا� 2ا9س  

يةن��ة التÒقيمثا�المف¥وم Uمثا�الخا9س

� العمود المن|ضّ
ماكز الدائاة 

kارجية للمثلsال

P ماكز الدائاة الsارجية 
@ ABC! ، وتق� على اأبعاد  Pل
.kمت�ضاوية من رو'و6س المثل

� الزاوية من|ضّ
ماكز الدائاة 

kالداخلية للمثل

Q ماكز الدائاة الداخلية 
Aا ABC! ، وتق� على 

اأبعاد مت�ضاوية من اأ�ض � 
.kالمثل

القطعة 
المتو6ضطة

kماكز المثل

R ماكز ABC! ،وتدعد 
عن كل راأ6س ُ.لُثNا :و� 

القطعة الوا�ضلة بين 3ل� 
الااأ6س ومنت|ض� ال¦ضل� 

المقابل ل�.

ملتقى الرتفاعاتالرتفا�

تلتقا الم�ضتقيمات التا 
 !ABC  تحوي ارتفاعات

عند النقطة S ، وت�ضمى 
ملتقى الرتفاعات.

P

A

C

B

D
E

F

C

A

B

x

y

O

P

A C

B

Q

A C

B

R

A C

B

D

S

A C

B
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.درj و1ل الم�سا*ل

في ÙÎ ، !SZUا كاZT = 18  ë ، فأوجد كلI öول مما يأتي:
 SJ  6(   YJ  5(  

 SV  8(   YU  7(  

 ZJ  10(   JT  9(  

.�سميم 3ا2لي� صنعت كوثر لوحةً مثلثة الشكل كما في الشكل أدناه لتضع عليها صور معالم مشهورة.   11(  

وأرادت أن تعلقها في سقف حجرتها على أن تكون موازية له. فعند أي نقطة يجب أن تُثبّت الخيط؟ 

)K  12ند�سة ا(1دا/ية� أوجد إحداثيات ملتقى اøرتفاعات للمثلث الذي رؤوسه:    

 J (3, -2), K (5, 6), L(9, -2)

:� öصeأو قطعة متوسطة، أو عمود م ،âل� ارت`اÎ لة الآتيةþسúفي كلٍّ من ا    ___
 BD   �öeÉ

  15(    14(    13(  

جبر� في الشكل المجاور، إذا كانت J, P, L نقاà منتصفات  16(   

 . x , y , z على الترتيب، فأوجد قيمة كلٍّ من   
___

 KH  ,   ____
 HM  ,   

____
 MK     

 ،!AED åِارتفاعًا ل    ___
 EC   في الشكل المجاور، إذا كانت �جبر  17(  

 °  m∠1 =  (2 x + 7)  °  , m∠2 =  (3x + 13) ، فأوجد كلًّ من 

. m∠1 , m∠2

1, 2 المثال¤ 

3 المثا� 

4 المثا� 

y

xO

(6, 4)

(0, 8)

(3, 0)

 

CDA

B
 B

A D
C

 B

A
D C

 

 

 

S

T

U

V

Y

Z

J
9

3

H

P

M
L

K

J

Q
7

3 4

2x - 6

y
2z

C

E

B

A D
2

1
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X

Z

W
Y

P
R

Z
X S

Y

Q

MJ K

L

K

L

M

PJ

C

F EA

B DP

ا، أو قطعة متوسطة ، أو ارتفاعًا لـِ JKL! في كل حالة  ____    عمودًا منصّفًّ
 LM   في الشكل المجاور، حدّد ما إذا كانت

مما يأتي:
!JLM " !KLM  19(      

___
 LM  ⊥   

___
 JK   18(  

    
___

 LM  ⊥   
___

 JK   ,    __
 JL  "   

___
 KL  21(      

___
 JM  "   

____
 KM   20(  

ا. برKا¤� اكتب برهانًا حرًّ  22(   

المع�يات�  XYZ! متطابق الضلعين، فيه 
      ___

 XY  "   
___

 ZY  ، ∠Y تنصّف    ____
 WY  

____    قطعة متوسطة.
 WY     �jالم�لو   

برKا¤� اكتب برهانًا ذا عمودين.  23(   

    ___
 XR  ,   

___
 YS  ,   

___
 ZQ    � المع�يات

!XYZ ِقطع متوسطة لـ
    XP _ 

PR
   = 2    �jالم�لو   

)24  .مثيÒت متعد3-� في هذه المسألة، ستكتشف مواقع نقاط التلاقي لأي مثلث متطابق الأضلاع.  

ا� أنشئ ثلاثة مثلثات متطابقة الأضلاع ومختلفةً بعضها عن بعضٍ على ورق سهل الطي، ثم  Zملي=  (a  

قصّها. واطوِ كل مثلث لتحدّد موقع مركز الدائرة الخارجية للمثلث، ومركز الدائرة الداخلية للمثلث، 
ومركز المثلث، وملتقى الارتفاعات. 

ا� خمّن العلاقات بين نقاط التلاقي الأربع لأي مثلث متطابق الأضلاع.  Zلفظي  (b  

ا� ارسم مثلثًا متطابق الأضلاع في مستوى إحداثي، وعيّن مركز الدائرة الخارجية للمثلث، ومركز  Zبياني  (c  

الدائرة الداخلية ، ومركز المثلث، وملتقى الارتفاعات. وحدّد إحداثيات كل نقطةٍ منها. 
. m∠JMP =  (3 x - 6)  °  , JK = 3 y - 2 , LK = 5y - 8 ، !JLP في �جبر

 . x فأوجد ، !JLP ِارتفاعًا لـ    ___
 JM   إذا كانت  25(  

 . LK قطعة متوسطة، فأوجد    ___
 PK   إذا كانت  26(  

م�سا*ل م¥ارات التف�ير العليا

 _ 2     في الشكل المجاور.
3

   AP = AD قال صفوان: إن �اكت�سف الخ�اأ  27(  

ولكن عبد الكريم لم يوافقه في ذلك، فأيهما كانت إجابته صحيحة؟    

                                                                    وضّح إجابتك. 

ا.  .برير� هل العبارة التالية صحيحة أم خطأ؟ وضح إجابتك إذا كانت صحيحة، وإلا فأعطِ مثالًا مضادًّ  28(  

“ملتقى ارتفاعات المثلث القائم الزاوية تقع عند رأس الزاوية القائمة ”.    
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___    قطعتين متوسطتين 
 AD  ,   

___
 CE   في الشكل المجاور، إذا كانت � Uدu.  29(   

  CA فأوجد ،   
___

 AD  ⊥   
___

 CE  , AB = 10 , CE = 9 وكانت ، !ACB في

� استعمل المساحة لتفسر لماذا يكون مركز المثلث هو نقطة اتزانه، ثم استعمل هذا التفسير لوصف iاكت  30(  

موقع نقطة اتزان المستطيل. 

 ،    ___
 GJ  %   

___
 HJ   في الشكل المجاور، إذا كان  31(  

فأي عبارة مما يأتي صحيحة؟ 

!FGH åِارتفاع ل    __
 FJ   A  

 !FGH منصّف زاوية في    __
 FJ   B  

 !FGH قطعة متوسطة في    __
 FJ   C  

 !FGH عمود منصّف في    __
 FJ   D  

)32  ما المقطع x للمستقيم x - 6y = 12 4 ؟   

-3  C  3  A  

-2  D  2  B  

.دريi =لى ا2تبار

مراجعة .راكمية

�4-1 ا يأتي : الدر��  öمم Üأوجد كل¬ قيا
 TQ  35(   DF  34(   LM  33(  

�3-7 د إحداثيات رؤوسه. الدر��  ___    يساوي b وحدة، وحدِّ
 QR   في المستوى الإحداثي الذي طول قاعدته QRT ارسم المثلث المتطابق الضلعين  36(  

بيّن ما إذا كان    RS   ,   " #$ JK $# "    متوازيين أو متعامدين أو غير ذلك، حيث R(1, 1), S(9, 8), J(-6, 1), K(2, 8) ، وارسم كل مستقيم لتتحقق من   37(  

إجابتك. م¥ار- �ساب�ة� 

ا�ستعد للدر�� ال1Òق

اكتب < أو > داخل + لتحصل عل� ع�ارة Éحيحة.
-4.25 + -   19 _ 

4
   41(  2.7 +   3 _ 

5
    40(  3 _ 8   +   5 _ 

16
     39(  -   18 _ 

25
   +   19 _ 

27
   38(  
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4- 3pالمتباينات في المثل
Inequalities in One Triangle

لما4ا#لما4ا#
مون طريقة تُسمىّ التثليث؛ لإعطاء  يستعمل المصمِّ

ال`رفة مظهرًا يُوحي باøتساع، ومن الأمثلة على هذه 
الطريقة وضع طاولة ص`يرة عند كل طرæ من طرفَي 
أريكة مع وضع لوحة فوقها. على أن يكون قياس كل 
زاوية من زاويتَي قاعدة المثلث أقل من قياس الزاوية 

الثالثة.

 متباينات ال�وايا� تعلمت في الجبر المتباينة بوصفها علقة بين عددين حقيقيين، وتُستعمل هذه العلقة
عادة في البراهين.

مف¥وم اأ�سا�سي
دN عدد 0قيقا  Pق� اإ3ا وُجAاإ3ا و ، a > b يكون a , b لأي عددين 0قيقيين مثل  التعبير اللفظي 

 a = b + c على اأن يكون c dموج

اإ3ا كان A ، 5 = 2 + 3اإنّ 2 < 5    مثا� 

.عريف المتباينة
اأ:سف ا(لى

وفي الجدول أدناه قائمة ببع� خصائ� المتباينات التي درستها. 

مف¥وم اأ�سا�سي

a , b , c ضائ|س ال%تية �ضحيحة لأي . .ة اأعداد 0قيقية|sال

. a < b اأو a = b اأو a > b ة الم�ارنة  U2ا9سي

. a < c اإنA ، a < b , b < c اإ3ا كان ي  1�  Uة التعد U2ا9سي 

. a > c اإنA ، a > b , b > c اإ3ا كان  �2

. a + c > b + c اإنA ، a > b اإ3ا كان  2ا9سية الrم�  1� 

. a + c < b + c اإنA ، a < b اإ3ا كان  �2

. a - c > b - c اإنA ، a > b اإ3ا كان  �1  wة ال�ر U2ا9سي 

. a - c < b - c اإنA ، a < b اإ3ا كان  �2

2�سا*�� المتباينة  =لى الأ=دا3 ال�uي�ية
اأ:سف ا(لى

يمكن أن يطبق تعريف المتباينة وخصائصها على قياسات الزوايا وأطوال القطع 
المستقيمة؛ لأنها أعداد حقيقية. 

تأمّل 3∠ , 2∠ , 1∠في الشكل المجاور.
 m∠1 = m∠2 + m∠3 ّمن نظرية الزاوية الخارجيّة، تعلم أن

وبما أنّ قياسات الزوايا أعداد موجبة، إذن نستنتج أن: 
m∠1  >  m∠2  Nو   m∠1  >  m∠3

وهذه النتيجة تقود إلى النظرية الآتية:

2

1 3

�فيما �سبق�فيما �سبق
در6ضتُ الع Bة بين Bيا6ضات 

.k5وايا المثل

�وال&¤�وال&¤
اأتعا� خ|ضائ|س   

المتداينات، واأ:دUقها على 
.kيا6ضات 5وايا المثلB

اأ:دUق خ|ضائ|س   
المتداينات على الع Bة 

 kبين 5وايا مثل
واأ�ض ع�.
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.نبي¦ �

.uديد ال®سل� الم�ابل 
 اFتد� عند تحديد ال¦ضل� 

المقابل لزاوية ب|ضورة 
�ضحيحة، Aال¦ضلعان 

اللwان ي}ضكّ ن الزاوية 
ل يمكن اأن يكون اأ0دGما 

مقاب K لها.

4.8 اأ:سف ا(لىنظرية 

Bيا6س الزاوية الsارجية لمثلk اأكدا من Bيا6س اأيّ من الزاويتين الداخليتين الدعيدتين عنها. 

m∠1  >  m∠A  �مثا�
m∠1  >  m∠B  

متباينة ال�اوية الخارجيUة

4-4 6ضتداGن wG  الن�اية Aا الدر6س 

عط� في كلٍّ مما يأتي: ôالم àرYال �aتابة جمي� الزوايا المرقمة التي تحbل Åةöة الزاوية ال�ارجيeرية مت�اي]h استعمل
m∠7 ا أقل منfقياسات  (a

7∠ زاوية خارجيّة لKML åِ"، والزاويتان 5∠ , 4∠ هما الزاويتان   
الداخليتان البعيدتان عنها، وبناءً على نظرية متباينة الزاوية الخارجيّة يكون: 

. m∠7 > m∠4  ,  m∠7 > m∠5  

 ∠1 , ∠JKL والزاويتان ، "JKL åِوكذلك 7∠ زاوية خارجيّة ل   
 m∠7 > m∠1 نlهما الزاويتان الداخليتان البعيدتان عنها؛ لذا ف

 ، m∠JKL = m∠2 + m∠4 ّوبما أن . m∠7 > m∠ JKL 

.m∠7 > m∠2  ؛ إذن m∠7 > m∠2 + m∠4 وبالتعوي� يكون
لذا فالزوايا التي قياساتها أقل من m∠7 هي 5∠ ,4∠ ,2∠ ,1∠ .  

m∠6 ا أك�ر منfقياسات  (b

3∠ زاوية خارجيّة لKLM åِ" . وبناءً على نظرية متباينة الزاوية الخارجية يكون m∠3 > m∠6 . وبما أن   
. m∠6 ؛ لذا فقياس كلٍّ من 8∠ , 3∠ أكبر من m∠8 > m∠6 نlف ، " JKL åِ8∠ زاوية خارجيّة ل

.�uق من ف¥م�.�uق من ف¥م�  # 
 m∠1 قياساتها أقل من  (1A 

 m∠8 قياساتها أكبر من  (1B 

� في الدرس 6-3 ، تعلمت أنّه إذا تطابق ضلعان في مثلث، فlن ¦=Òواأ:س pقات بين 6وايا المثلÒالع
الزاويتين المقابلتين لهذين الضلعين متطابقتان . ولكن كيف تكون العلقة إذا كان الضلعان غير متطابقين. 
ول³جابة عن هذا السؤال، افح� أطول الأضلع وأقصرها وأص`ر الزوايا وأكبرها لمثلث منفرج الزاوية 

ومختلف الأضلع. 

B C

A fJH*5�x�8&*

��9�x|B&*

 

B C

A

��9�¡:&*

fJH*5�ÄC&*

 

øح� أنّ أطول ضلع في ABC" يقابل أكبر زاوية، وبالمثل فlن أقصر ضلع يقابل أص`ر زاوية أيضًا .

� åه لç مأ س åه

 1 ا�ستعما� نظرية متباينة ال�اوية الخارجيUةمثا� 

J K

M

L

1 2 8
4

3
5

6

7

P
1

Q

R

2
43

5
6

7

8
S

 مراجعة المفر3ات

ال�اويتا¤ الدا2ليتا¤ 
 البعيد.ا¤  

لكل 5اوية خارجيّة 
لمثلk 5اويتان داخليتان 
بعيدتان وGما الزاويتان 

غيا المmاورتين لها.
1

A

B
C
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تنبيه !

رمزا الزاوية 
 والمتباينة 

 لدويرمزيابزاو ةي)∠)ي
م�صفبهًفيبرمزياأقليمني

ةيعيدي )>)،يوخف�صّ
ابكمفبةيبفبيد؛يبذايكني
دقيقًفيانيكمفبةيابرموزي
ب�صورةي�صحيحةيعيدمفي
ُ �صمعتليابرمزانيمعًف.

إن العلاقات بين الزوايا والأضلاع في المثلث المنفرج الزاوية والمختلف الأضلاع تكون صحيحة لجميع 
المثلثات، ويمكن صياغتها باستعمال المتباينات في النظريتين الآتيتين:

يمتباينة �سلع-زاوية: اإذايكفنياأحدياأ�صلاعيمملاياأطوليمني�صلعياآخر، 4.9 ي
افإنّيقيف�صيابزاو ةيابتقفبلةييبل�صلعيالأطولي كونياأكلريمنيقيف�صي

ابزاو ةيابتقفبلةيبل�صلعيالأق�صر.ي

.m ∠ Z  >  m∠ Xي،يافإنيXY > YZيبتفياأنّيي   مثال

يمتباينة زاوية-�سلع: اإذايكفنيقيف�صياإحدىيزوا فيمملاياأكلر 4.10 ي
يمنيقيف�صيزاو ةياأخرى،يافإنّياب�صلعيابتقفبليبلزاو ةيابكلرىي كون

اأطوليمنياب�صلعيابتقفبليبلزاو ةياب�صغرى.

يبتفياأنّييm∠ J  >  m ∠ Kي،يافإنيKL > JLي.   مثال

النظرية 4.9  

. AB > BC فيه ، !ABC :المعطيات

. m∠BCA  > m∠ A  :المطلوب

البرهان:

___    لتشكّل 
 CD   ؛ لذا ارسم BD = BC بحيث    ___

 AB   على D فإنّه توجد نقطة ، !ABC في AB > BC ّبما أن
BCD! المتطابق الضلعين، وبناءً على نظرية المثلث المتطابق الضلعين تكون 2∠ # 1∠ ، واستنادًا إلى 

. m∠1 = m∠2 تعريف تطابق الزوايا يكون
 m∠BCA > m∠2  إذن ، m∠BCA = m∠2 + m∠3 واعتمادًا على مسلمة جمع قياسات الزوايا يكون 

. m∠BCA > m∠1 بحسب تعريف المتباينة. وبالتعويض ينتج أن
وبناءً على نظريّة متباينة الزاوية الخارجيّة يكون m∠1 > m∠A . وبما أن 

m∠BCA > m∠1 , m∠1 > m∠A، فإن m∠BCA > m∠A  بحسب خاصية التعدّي للمتباينة.

العلاقات بين زوايا المثلث واأ�سلاعه اأ�سف اإلىنظريتان

برهان

�صملرهنيابيظر ةي4.10يانيابدر�صي4-4

اكتب زوايا PQR" مرتّبةً من الأصغر إلى الأكبر.
   . والزوايا المقابلة 

___
 PR  ,   

___
 PQ  ,   

___
 QR   :الأضلاع مرتَّبة من الأقصر إلى الأطول هي

لهذه الأضلاع هي: Q , ∠R , ∠P∠ على الترتيب؛ لذا فالزوايا مرتّبةً من الأصغر إلى 
∠Q , ∠R , ∠P :الأكبر تكون على النحو الآتي

تحقق من فهمكتحقق من فهمك $ 
اكتب زوايا  ABC! مرتبّةً من الأصغر إلى الأكبر.   (2  

R

P

Q
7.5

8.8

9.1

1 ـه لق مأ س ـه

 2 ترتيب زوايا المثلث وفقًا لقيا�ساتهامثال 

C

A

B3.7

4.8

7

X Z

Y

9 7

K

L
J

45°

110°

A C

D

B

2
1

3
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اكتب أضلاع FGH" مرتّبةً من الأقصر إلى الأطول.
أوجد قياس الزاوية المجهولة باستعمال نظرية مجموع قياسات زوايا المثلث.

m∠F = 180 - (45° + 56°) = 79°

 . ∠G , ∠H , ∠F :لذا فالزوايا مرتّبة من الأصغر إلى الأكبر هي
___    على الترتيب.  

 FH  ,   
___

 FG  ,   ___
 GH   :والأضلاع المقابلة لهذه الزوايا هي 

.   
___

 FH  ,   ___
 FG  ,   

___
 GH  :إذن فالأضلاع مرتبةً من الأقصر إلى الأطول تكون على النحو التالي

تحقق من فهمكتحقق من فهمك $ 
اكتب زوايا  WXY! وأضلاعه، مرتّبةً من الأصغر إلى الأكبر.  (3 

ويمكنك استعمال العلاقات بين الزوايا والأضلاع في المثلثات لحل مسائل من واقع الحياة.

ت�سميم داخلي: يستعمل مصمّمٌ فكرة التثليث الواردة في فقرة لماذا؟
 لترتيب غرفة الاستقبال.  

فإذا أراد المصمّم أن يكون m∠B أقلّ من m∠A ، فأي مسافة 
يجب أن تكون أطول: المسافة بين المصباحين أم المسافة بين 

ر إجابتك.  النقطتين A ,C؟ فسِّ

بحسب نظرية »متباينة زاوية- ضلع« ، لكي يكون m∠B  <  m∠A ، يجب أن يكون طول الضلع المقابل لـِ 
___    يقابل A∠ ، فإنّ AC < BC ؛ لذا 

 BC   و ، ∠B يقابل    ___
 AC   وبما أن . ∠A ِأقصر من طول الضلع المقابل لـ ∠B

 A ,C بين المصباحين ستكون أكبرَ من المسافة بين النقطتين BC فالمسافة 

تحقق من فهمكتحقق من فهمك $ 
�سبّاحو الإنقاذ: في أثناء التدريب يُمثّل المدرّب دور   (4 

بان من تطبيق مهارات  ن المتدرِّ شخصٍ في خطر ليتمكَّ
بان الأول والثاني في  الإنقاذ. إذا كان المدرّب والمتدرِّ

المواقع المبيّنة في الشكل، فأيُّ المتدربَين أقرب إلى 
المدرّب؟ 

1 ـه لق مأ س ـه
 3 ترتيب اأ�سلاع المثلث وفقًا لأطوالهامثال 

G
H

F

45° 56°

Y

51°

W

X

العلاقات بين الزوايا والأ�سلاع4
A

B C



 

60˚

59˚

1  ـه ل ق م أ س ـه

برامجياإعداديابتيقذ نياني
اب�صلفحةيتم�صتنيتدر لًفيعلىي
ابتراقلةيوالإنقفذيوالإ�صعفاف ي
الأوبية،يوتمراوحيمدّةيابلرنفمجي
عفدةيمفيبيني30ياإبىي37ي�صفعةً،ي
تلعًفيبطليعةيابو�صطيابتفئني

ممليابلركياأوي�صواطئيابلحفر.

4 منيواقعيابحيفة مثال 
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✓ تاأكــــد

استعمل نظرية متباينة الزاوية الخارجيّة، لكتابة جميع الزوايا المرقمة التي تحقق الشرط 
المعطى في كلٍّ مما يأتي : 

 . m∠4 قياساتها أقل من  1(  

 . m∠7 قياساتها أكبر من  2(  

 . m∠2 قياساتها أكبر من  3(  

 . m∠9 قياساتها أقل من  4(  

اكتب زوايا كل مثلث مرتّبةً من الأصغر إلى الأكبر في السؤالين الآتيين : 
 

L

J

K46°

87°

 6(   
3.1

2.8

1.7

C

A
B

 5(  

طيران �سراعي: تشكّل دعائم الطائرة   7(  

الشراعية مثلثات كالمثلث الظاهر في الصورة . 
___    ؟ وضّح 

 BC   أم    ___
 AC   :فأي دعامة تكون أطول

إجابتك. 

تدرب وحل الم�سائل

استعمل نظرية متباينة الزاوية الخارجية؛ لكتابة جميع الزوايا المرقمة التي تحقق الشرط 
المُعطَى في كلٍّ مما يأتي:

 . m∠2 قياساتها أكبر من  8(  

 . m∠4 قياساتها أقل من  9(  

 . m∠9 قياساتها أقل من  10(  

 . m∠8 قياساتها أكبر من  11(  

اكتب زوايا كل مثلث مرتّبةً من الأصغر إلى الأكبر في كلٍّ مما يأتي: 

C

A B

71°

51°  14(  

J

K

H

62°

61°

57°

 13(  
2.3

3.4W Z

Y  12(   

 

1 1المثال 

2

3 4
56

7 8 9

2, 3 المثالن 

4 المثال 

64˚

72˚

44˚

B

C

A

1 المثال 

1 2

3

4 5

6

7 8 9

2, 3 المثالن 



يابعلاقف يانيابتملا 104 الف�سل 4

كرة قدم: يقف أحمد وخالد وماهر في ملعب   15(  

ر  كرة قدم كما في الشكل أدناه، ويريد ماهر أن يمرِّ
الكرة إلى أحد زميلَيه، على أن تكون مسافة التمرير 

أقصر. أيهما يختار: خالدًا أم أحمد؟برّر إجابتك. 
1

0

xGE

48°

62°

منحدرات: يمثّل المنحدر طريقًا للدراجات   16(  

___    أم طول 
 XZ    الهوائية. فأيّهما أطول؛ طول المنحدر

   ؟ وضّح إجابتك 
___

 YZ   السطح العلوي للمنحدر
باستعمال النظرية 4.9. 

X

Y

Z

4 المثال 

بييتياإحدىيابدرا�صف ياأني
ار قيكرةيابقدمي �صلحي

انيحفبةيابهجوميمفيبيني
65-45يمرةًيانيابتلفراةي

ابواحدة.

وابفر قيابتمتيزيهويابذيي
 متيزيبقدرتهيعلىيتيفيذي
ابهجتف يب�صكليجيد،يواني

ابوقتينف�صهي �صمطيعي
الحمففظيبدافعيممتف�صك.

اكتب زوايا المثلث المجاور مرتّبةً من الأصغر إلى الأكبر :   17(  

استعمل الشكل المجاور؛ لتحدّد الزاوية ذات القياس الأكبر 
في كل مجموعة مما يأتي :

 ∠2, ∠4, ∠6  19(   ∠1, ∠5, ∠6  18(  

 ∠3, ∠11, ∠12  21(   ∠7, ∠4, ∠5  20(  

 ∠8, ∠10, ∠11  23(   ∠3, ∠9, ∠14  22(  

استعمل الشكل المجاور؛ لتحدد العلاقة بين قياسات الزوايا المعطاة 
في كلٍّ من الأسئلة الآتية :

∠BCF , ∠CFB  25(  ∠ABD , ∠BDA  24(  

∠DBF , ∠BFD  27(  ∠BFD , ∠BDF  26(  

استعمل الشكل المجاور؛ لتحدد العلاقة بين أطوال الأضلاع المعطاة 
في كلٍّ من الأسئلة الآتية: 

   
___

 RQ  ,   
___

 PQ   30(     ___
 RP  ,   

____
 MP   29(     

___
 SM  ,   

____
 MR   28(  

اكتب أضلاع كل مثلث في الشكل المجاور مرتّبةً من الأقصر إلى الأطول.   31(  

ووضّح إجابتك.

X Y

Z

(2x + 1)°(2x + 9)°

1

2
3

4

5
10

6 7
89

11

12 13

14

D F

A B C143

5

13 12
15

11

V S R
110°

Q

PM

60° 85°

30°70°

C
D

A B

10

12

62° 71°

83°
42°



يابتملف يف يانيابتملا 105 الدر�س 3 -4

)32  تمثيلات متعدّدة: ستكتشف في هذه المسألة   

العلاقة بين أطوال أضلاع المثلث . 
ا: ارسم ثلاثة مثلثات: الأول حادّ الزوايا،  هند�سيًّ  (a  

والثاني منفرج الزاوية، والثالث قائم الزاوية، وسمّ 
. A , B , C رؤوس كل مثلث

جدوليًّا:  استعمل المسطرة لقياس أطوال أضلاع كل مثلث، ثم انسخ الجدول في دفترك وأكمله.  (b  

ا: نظِّم جدولين آخرين كالجدول أعلاه، وأوجد مجموع BC , CA في أحدهما، ومجموع  جدوليًّ  (c  

AB , CA في الجدول الآخر.

ا: اكتب متباينةً لكل جدول كوّنته تربط بين مجموع طولَي الضلعين في مثلثٍ وطول الضلع الثالث.  جبريًّ  (d  

ا: خمّن العلاقة بين مجموع طولَي ضلعين في المثلث وطول الضلع الثالث .  لفظيًّ  (e  

م�سائل مهارات التفكير العليا

تبرير: هل تكون قاعدة المثلث المتطابق الضلعين هي الضلع الأطول في المثلث دائمًا أم أحيانًا أم لا   33(  

تكون أبدًا؟ وضّح إجابتك. 

: استعمل أطوال الأضلاع في الشكل المجاور؛  تحدٍّ  34(  

 لترتب قياسات الزوايا المرقّمة من الأصغر إلى الأكبر، 
إذا علمت أنّ m∠2 = m∠5 . ووضّح إجابتك. 

ح لماذا يكون الوتر في المثلث القائم الزاوية هو الضلع الأطول دائمًا ؟  اكتب: وضِّ  35(  

إذا كان قياسا زاويتين في مثلث هما °45 ,°92، فما نوع هذا المثلث؟  36(  

منفرج الزاوية ومختلف الأضلاع.  A  

حادّ الزوايا ومختلف الأضلاع.  B  

منفرج الزاوية ومتطابق الضلعين.  C  

حادّ الزوايا ومتطابق الضلعين.  D  

ي )37  أيُّ عبارةٍ عدديةٍ مما يأتي لها أصغر قيمة؟   

|-28|  C  |45|  A  
|-39|  D  |15|  B  

تدريب على اختبار

مراجعة تراكمية

هند�سة اإحداثيّة: بصيغة الميل والمقطع اكتب معادلة العمود المنصّف للقطعة  38(  
ي (4-1  المستقيمة التي إحداثيات طرفيها D(-2, 4) , E (3, 5). )ابدر�صي

طائرات: يطير سربٌ من الطائرات على هيئة مثلثين بينهما ضلع مشترك. اكتب برهانًا ذا عمودين لإثبات أن:   39(   

4-3)ي     # SR. )ابدر�صي
___

 QR  ،   
___

 SQ   منتصف T إذا كانت النقطة ، !SRT # !QRT

ا�ستعد للدر�س اللاحق

إذا كان x = 8 , y = 2 , z = 3 ، فحدّد ما إذا كانت كل عبارة مما يأتي صحيحةً أم خاطئةً:
 x + y > z + y  42(   2x = 3yz  41(   z(x - y) = 13  40(  

A BBCAB + BCC Aالمثلث
الحفديابزوا ف

الميفرجيابزاو ة

ابقفئميابزاو ة

8 cm

10 cm

17 cm

12 cm
11 cm

1 2
5

3 4
6

S Q

R

T
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(4-1 أوجد كلاă من القياسين الآتيين: )ابدر�صي
 JL  2(   AB  1(  

M L6

K

J   A

D
15

3x + 5

5x - 11

15
B

C

  

مخيّم: يلعب المشاركون في مخيَّم كشفيٍّ لعبة الفوز بالعلم.   3(  

إذا كانت الفِرق الثلاثة تقف في الأماكن المبيَّنة في الشكل أدناه، 
والعلم مثبّت عند نقطة متساوية البعد عن الفِرق الثلاثة، فما 

(4-1 المسافة بين العلم وكل من هذه الفِرق؟ )ابدر�صي

30 ft

40 ft

2 �Jx�

1 �Jx� 3 �Jx�
���

(4-1 أوجد كلاă من القياسين الآتيين: )ابدر�صي
 XY  5(   m∠MNP  4(  

4x + 5

6x - 3

W

X

Y

Z

33°
33°

  

4

M

N

P

L

25°

  

 .RZ = 18 ، !RST مركز Z إذا كانت 
(4-2 فأوجد كلاă من الأطوال الآتية: )ابدر�صي

 ZV  6(  

 SZ  7(  

 SR  8(  

هند�سة اإحداثيّة: أوجد إحداثيات مركز كل مثلث عُلمت رÍوس� 
(4-2 في السؤالين الآتيين: )ابدر�صي

     A(1, 7), B(4, 2), C (7, 7)  9(  

 J(-5, 5), K (-5, -1), L (1, 2)  10(  

W

V

S

T

R

Z
U

14

18

5

م مهندس مبنى  : في إحدî المدارس، صمَّ يم هند�سي] Tت�سم  11(  

للإدارة، وراعى في التصميم أن تكون غرفة المدير على نف� 
البعد من مداخل المبنى الثلاثة. هل تقع غرفة المدير عند نقطة 

التقاء ارتفاعات المثلث الذي رؤوسه هي المداخل الثلاثة؟ 
(4-2 ولماذا؟ )ابدر�صي

32°
97°

F

G

H

(1)

(2)


(3
)



بةً من الأصغر إلى الأكبر في  اكتب زوايا كل مثلث وأضلاع� مرت¬
(4-3 السؤالين الآتيين : )ابدر�صي

  13(   

3.9

5.2

T

R

S

4.6

 12(  

م�سافات: في الخريطة أدناه، إذا علمت أن   14(  

(4-3  _ m∠ C = 70° , m∠A =   2 ، فأجب عما يأتي: )ابدر�صي
3

   m∠B

�¡c-

�)0

,¡�´f�J´

A

B

C

. A , B أوجد قياس كلٍّ من الزاويتين  (a

رتِّب أطوال أضلاع المثلث من الأقصر إلى الأطول.  (b

استعمل نظرية متباينة الزاوية الخارجية؛ لكتابة جميع الزوايا المرقمة 
(4-3 التي تحقق الشرط المُعطى في كلٍّ من الأسئلة الآتية:  )ابدر�صي

10

9

8
7

6
5

4

3
21

 . m∠8 قياسها أقل من  15(  

 . m∠3 قياسها أكبر من  16(  

 . m∠10 قياسها أقل من  17(  

32°
97°

F

G

H

(1)

(2)



(3
)
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البرهان <ير المبا�سر4 -4
Indirect Proof

لماذا؟لماذا؟
 �أعلن محل أح|ية عن تخaي� مقداره %25 على جمي� القط
الموجودة في المحل، ف�ساألm هند اأختها مها خلال ت�سوقهما في 

المحل قائلةً: إÙا كان ?من القطعة 80 رياøً بعد التخaي�، فهل 

كان ?من القطعة أكثر من 100 ريالò قبل التخaي�؟
 òي� 100 ريالaمها: نع�؛ لأنه لو كان ?من القطعة قبل التخ mفاأجاب

أو أقل، فlن ?منها بعد التخaي� سيكون 75 رياøً أو أقل.

 qر، حيث كنHفيها التبرير المبا qن استعملùالبرهان الجبري <ير المبا�سر: البراهين التي كتبتها حتى ا
ا، وعندما تستعمل  ðرHا مبا ðhاvأن النتيجة صحيحة ه|ه الطريقة من البرهان تعتبر بر qتبدأ بمعطيات صحيحة وتثب
التبرير Pير المباHر فlنك تaترß أن النتيجة خطأ، ?� تبيّن أنّ ه|ا اøفتراß يkدي إلى تناق�ò م� المعطيات أو 

م� أيّ حقيقةò سابقةò كتعريف، أو مسلمة، أو نظرية. وحيث إن جمي� خطوات البرهان تكون صحيحة منطقيăا، فlنّ 
ه|ا يكون إ?باتًا لخطأ اøفتراß، وعلى Ùلك يجب أن تكون النتيجة الأصلية صحيحةً، ويسمّى ه|ا النوع من 

ا بالتeاق�. والخطوات التالية تلخ� عمليّة البرهان Qير المباIر. ðhاvر أو برHير مباP ا ðhاvالبرهان بر

اأ�سف اإلىمفهوم اأ�سا�سي

1:  حدّد النتيجة التي ستبرهنها. ?� افترß خطأها، وÙلك بافتراß أنّ نaيها صحيح. الخطوة 

 �2:   استعمل التبرير المنطقي لتبين أن ه|ا اøفتراß يkدي إلى تناق�ò م� المعطيات أو م الخطوة 
ة. حقيقةò أخرî، مثل تعريف أو مسلمة أو نظري

3:   بما أن اøفتراß ال|ي بدأت به أدîّ إلى تناق�، فبيِّن أن النتيجة الأصلية المطلوÑ إ?باتها  الخطوة 
يجب أن تكون صحيحة.

خطوات كتابة البرهان <ير المبا�سر

ا Pير مباHر لكل عبارة مما يأتي : ðhاvتبدأ ب� بر ï{ال ïال]رور ßفتراøا nاكت
∠ABC " ∠XYZ  (a 

∠ABC " ∠XYZ :هو ßفتراøا
. n 2 عامل للعدد ëkف º n للعدد ðالعدد 6 عاملا ëذا كاÎ  (b 

نتيجة ه|ه العبارة الشرطية هي 2 عامل للعدد n ، ونaي ه|ه النتيجة هو 2 لي� عاملًا للعدد n ؛ ل|ا 
. n هو: العدد 2 لي� عاملًا للعدد ßفتراøفا

Û ∠3اوية مe`ر?ة�  (c 
اøفتراß هو: 3∠ ليسq زاويةً منaرجةً.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
النقاJ , K , L à تق� على استقامة واحدة.   (1B   x > 5  (1A 

XYZ# متطاب� الأضلاع.   (1C 

 1 �سيا<ة افترا�س للبد% في برهان <ير مبا�سرمثال 

فيما �سبق:فيما �سبق:
در�صتُيابلراهيني

ابحرّةيوذا يابعتود ني
وابم�صل�صليّة.

والآن:والآن:
مُبيبراهينيجلر Sةيغيري Rاأك ي

ملف�صرة.
مُبيبراهينيهيد�صيSةي Rاأك ي

غيريملف�صرة.

المفردات:المفردات:
ابملر ريابتلف�صري

direct reasoning

ابلرهفنيابتلف�صري

direct proof

ابملر ريغيريابتلف�صري

indirect reasoning

ابلرهفنيغيريابتلف�صري

indirect proof

ابلرهفنيبفبميفق�صي

proof by contradiction
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يمكن أن تُستعمل البراهين غير المباشرة لإثبات صحّة المفاهيم الجبريّة.

 x < -4 3- ، فإن x + 4 > 16 ر لتبين أن�: إذا كانHانًا غير مباvاكتب بر
-3 x + 4 > 16 :المعطيات

x < -4 المطلوب: إثبات أن

برهان <ير مبا�سر:
نفي x < -4 هو x ≥ -4 ؛ لذا افترß أن x ≥ -4  صحيحة.  :1 الخطوة 

اامر�ص  x ≥ -4   :2 الخطوة 

ا�صرeيابطراينيب@ي3-  -3x ≤ 12   

اجتعي4يبلطراين  -3x + 4 ≤ 12 + 4   

ب�صّط  -3x + 4 ≤ 16   

ولكن 3x + 4 > 16- معطى  

الافتراß يؤدي إلى تناقض مع المعلومة المعطاة x + 4 > 16 3- ؛ لذا فالافتراß بأن  :3  الخطوة 
x ≥ -4 يجب أن يكون خطأً، وأن النتيجة الأصليّة x < -4 هي الصحيحة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
اكتب برvانًا غير مباHر لكلٍّ من العبارتين الآتيتين: 

إذا كان c- موجبًا ، فإنّ c سالبٌ.  (2B    x > 8 ّ7 ، فإنx > 56 إذا كانت  (2A 

ويمكنك أن تستعمل البرهان غير المباشر في المواقف الحياتية اليوميّة.

ت�سو�: اHترî فهد قميصين بأكثر من 60 ريالًا، وبعد عدّة أسابيع سأل� صديق� حامدٌ عن ثمن كل قمي�، 
ولكن فهدًا لم يت}كر ثمن كل قمي�. استعمل البرvان غير المباHر لتبين أن أحد القميصين على الأقل ثمن� 

أكثر من 30 ريالًا.
 المعطيات: ثمن القميصين معًا أكثر من 60 ريالًا.

x + y > 60 ، حيث x ثمن القميص الأول، وy ثمن القميص الثاني.

y > 30 أو x > 30 المطلوب: إثبات أن قميصًا واحدًا على الأقل ثمنه أكثر من 30 ريالًا؛ أي

برهان <ير مبا�سر:
 x ≤ 30 , y ≤ 30 ّأن ثمن كلٍّ من القميصين لا يزيد على 30 ريالًا، أي أن ßافتر  :1 الخطوة 

2:  إذا كانت x ≤ 30 , y ≤ 30 ، فإنّ x + y ≤ 30 + 30 ؛ أي x + y ≤ 60 . وهذا تناقض،  الخطوة 
لأن ثمن القميصين معًا أكثر من 60 ريالًا.

 x ≤ 30 , y ≤ 30 بأن ßإلى تناقض مع حقيقة معلومة، فإن الافترا îّأد ß3:  بما أن الافترا الخطوة 
افتراß خطأ. لذا يجب أن يكون ثمن أحد القميصين على الأقل أكثر من 30 ريالًا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
رحلة: قطع رياß أكثر من 360 كيلومترًا في رحلة، وتوقّف في أثناء سفره مرتين فقط. استعمل البرهان   (3 

غير المباشر لإثبات أن رياضًا قطع أكثر من 120 كيلومترًا في إحدî مراحل رحلته الثلاÔ على الأقل.

1 ـه لق مأ س ـه

 2 كتابة برهان جبري <ير مبا�سرمثال 

1 ـه لق مأ س ـه

ا�ستعمال البرهان الجبري <ير المبا�سر3

قرا%ة الريا�سيات

 التناق�س 
ابميفق�صيملداأياني
يعلىي Tابتيطقي ي�ص
اأنهيلي تكنيتحققي

ي Mالامرا�صيونفيهيانياآن
. Mواحد
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تُستعمل البراهين غير المباشرة عادة لإثبات مفاهيم في نظرية الأعداد، ويكون من المفيد في هذه البراهين تذكّر 
أنّه يمكنك تمثيل العدد الزوجي على الصورة 2k ، والعدد الفردي على الصورة 2k + 1 حيث k، عدد صحيح.

اكتب برvانًا غير مباHر üثبات أن� إذا كان x + 2 عددًا زوجيăا، فإنّ x عدد زوجي.
المعطيات: x + 2 عدد زوجي.  

المطلوب:   x عدد زوجي.  

برهان <ير مبا�سر:  

افترß أنّ x عدد فردي ، وهذا يعني أن x = 2k + 1 ، حيث k عدد صحيح.  :1 الخطوة 

عوّ�ص  x + 2 = (2k + 1) + 2   :2 الخطوة 

خف�صيّةيالإبدال  = (2k + 2) + 1   

خف�صيةيابموز ع  = 2(k + 1) + 1   

 k + 1 ّعدد صحيح، فإن k ا. بما أن ăا أو فرديă2 عددًا زوجي(k + 1) + 1 والآن حدّد ما إذا كان  
عدد صحيح أيضًا. افترß أن m تساوي k + 1 ، فيكون:

عوّ�ص  2(k + 1) + 1 = 2 m + 1  

 x + 2 ّعدد صحيح، ولكن هذا التمثيل يعني أن m 2 ، حيثm + 1 يمكن أن يُمثَّل بـ x + 2 إذن  
عدد فردي. وهذا يتناقض مع العبارة المعطاة x + 2 عدد زوجي.

بما أنّ افتراx ß عدد فردي أدîّ إلى تناقضٍ مع العبارة المعطاة، فإنّ النتيجة الأصليّة x عدد   :3 الخطوة 
زوجي يجب أن تكون صحيحةً.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
 .“ ا، فإنّ العدد الصحيح فردي° ăاكتب برهانًا غير مباشر لإثبات أنه ”إذا كان مربع عدد صحيح فردي  (4 

البرهان <ير المبا�سر في الهند�سة: يمكن أن يستعمل التبرير غير المباشر لإثبات صحة عبارات في 
الهندسة، مثل نظرية متباينة الزاوية الخارجيّة.

أثبت أنّ قياس الزاوية الخارجيّة لمثلث يكون أكبر من قياس كلٍّ من الزاويتين الداخليتين البعيدتين عنها.
ارسم شكلًا توضيحيăا، ثم عيّن عليه المعطيات والمطلوب.  

. $ABC ِالمعطيات: 4∠ زاوية خارجية لـ  

. m ∠4 > m ∠1  وأن ، m∠4 > m∠2 المطلوب: إثبات أن  

برهان <ير مبا�سر:  

 . m∠4 ≯ m∠2 أو ،m∠4 ≯ m∠1 أن ßافتر  :1  الخطوة 
. m∠4 ≤ m∠2 أو ،m∠4 ≤ m∠1 ّأي÷ أن

1 ـه لق مأ س ـه

 4 براهين <ير مبا�سرة في نظرية الأعدادمثال 

5 برهان هند�سيمثال 

C

A

B

1

3

4

2

تنبيه!

البرهان بالتناق�س 
مقابل المثال الم�ساد ي

ابلرهفنيبفبميفق�صي
واإعطف$يممفليم�صفدي
اأمرانيمخملففن؛ياإذي

ُ �صمعتليابتمفليابت�صفدي
ي Mلإثلف يخطفأيتختين

،يولي تكني Mاأوياامرا�ص
ا�صمعتفبهيلإثلف ي�صحةي
ابمختينياأويالامرا�ص.

اإر�سادات للدرا�سة

 نظرية الأعداد 
هنيارعيمنياروعي
ابر ف�صيف يتخم�صي

بدرا�صةيالأعدادي
وخ�صفئ�صهفيوابعتليف ي
عليهفيوت�صييفهفياإبى�ي

زوجن،ياردي،ياأوبن،يغيري
اأوبن...،يوتملتيابيظر ف ي
وابحقفئقيبهذهيالأعداد.
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 ßيؤدي إلى تناقضٍ، وبالمثل سيؤدي الافترا m∠4 ≤ m∠1 ßتحتاج فقط إلى بيان أن الافترا  :2 الخطوة 
m∠2 ≤ m∠4 إلى تناقضٍ أيضًا .

. m∠4 < m∠1 أو m∠4 = m∠1 :يعني أن m∠4 ≤ m∠1 ßالافترا  

m∠4 = m∠1 :1 الحالة  

نظر هيابزاو ةيابخفرجيّة  m∠4 = m∠1 + m∠2   

عوّ�ص  m∠4 = m∠4 + m∠2   

اطرحيm∠4يمنيكلايابطراين.  0 = m∠2   

. m∠4 ≠ m∠1 وهذا يناقض حقيقة أن قياس الزاوية أكبر من 0 ؛ لذا فإن   

m∠4 < m∠1 :2 الحالة  

نظر ةيابزاو ةيابخفرجيّة    m∠4 = m∠1 + m∠2   

قيف�صف يابزوا فيموجلة   m∠4 > m∠1   

 m∠4 < m∠1 بأن ßهذا يناقض الفر   

في الحالتين يؤدي الافتراß إلى تناقض مع نظرية أو تعريف؛ لذا فالنتيجة الأصليّة بأنّ   :3 الخطوة 
m∠4 > m∠2 وأن  m∠4 > m∠1 يجب أن تكون صحيحة.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
اكتب برvانًا غير مباHر.   (5 

    ____
 MO  (   

____
 ON  ,   

____
 MP  )   

___
 NP  :المعطيات   

∠MOP ) ∠NOP  :المطلوب   

1 ـه لق مأ س ـه

N

M

O

P

✓ تاأكــــد

اكتب الافتراß ال}ي تبدأ ب� برvانًا غير مباHر لكل عبارة مما يأتي :
XYZ$ مختلف الأضلاع.   2(      

___
 AB   (   

___
 CD   1(  

A ∠ليست زاوية قائمة.   4(    x < 6 ّ4 ، فإن x < 24 إذا كان  3(  

اكتب برvانًا غير مباHر لكل عبارة من العبارتين الآتيتين : 
 x > 4 ّ3 ، فإن x - 4 > 8 إذا كان  6(    x < 2 ّ2 ، فإن x + 3 < 7 إذا كان  5(  

كرة قدم: سجّل فهد 13 هدفًا لصالح فريقه المدرسي في المباريات الست الأخيرة. أثبت أنّ متوسط عدد   7(  

الأهداف التي سجلها في كل مباراة كان أقل من 3  
ا، فإن x عدد فردي.  ă5 عددًا فرديx - 2 اكتب برهانًا غير مباشر لإثبات أنّه إذا كان  8(  

اكتب برvانًا غير مباHر لكل عبارة من العبارتين الآتيتين: 
وتر المثلث القائم الزاوية هو أطول أضلاعه.  9(  

إذا كانت الزاويتان متكاملتين، فإنّه لا يمكن أن تكونا منفرجتين معًا.  10(  

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

4 المثال 

5 المثال 

اإر�سادات للدرا�سة

 تعرّ� التناق�سات 
تذكّرياأنيابميفق�صياني

ابلرهفنيغيريابتلف�صريلي
 كونيدائتًفيمعيابتعطيف ي
اأويابفر�صيابذييتلداأيبه،ي

بلي تكنياأني كونيمعي
حقيقةيمعلومةياأويتعر �ي
1يمني كتفيورديانيابحفبةي
5ي،يحياياإنيقيف�صي ابتمفلي
اأييزاو ةيانيمملاي جبي

اأني كونياأكلريمني0.

هيفكياأكمريمنيطر قةي
بم�صجيليثلاlينقف�ياني
كرةياب�صلة،يميهفيابم�صجيلي
منيخفرجيابتيطقة،يوميهفي
اأني �صجّليابلاعبينقطميني

و ح�صليعلىيرميةيحرةي
نميجةيخطفأيمنيابفر قي

ابتيفا�صيو �صجليميهفينقطة.
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تدرب وحل الم�سائل

اكتب الافتراß ال}ي تبدأ ب� برvانًا غير مباHر لكل عبارة مما يأتي:
 . x > 8 ّ2 ، فإن x > 16 إذا كان  11(  

2∠ , 1∠ زاويتان غير متكاملتين.   12(  

إذا تساوî ميلا مستقيمين، فإنّ المستقيمين متوازيان.   13(  

العدد الفردي لا يقبل القسمة على 2 .   14(  

اكتب برvانًا غير مباHر لكل عبارة مما يأتي: 
. x < -9 ّ2- ، فإن x - 6 > 12 إذا كان  16(   . x > -1 ّ3- ، فإنx + 4 < 7 إذا كان  15(  

األعاب حا�سوب: اشترî منصور لعبتي حاسوب بأكثر من 400 ريال، وبعد أسابيع قليلة سأله صديقه كم   17(  

تكلفة اللعبة الواحدة. فلم يتذكر منصور ذلك. استعمل التبرير غير المباشر؛ لتبين أن إحدî اللعبتين على 
الأقلّ كلّفت أكثر من 200 ريال. 

جمع التبرّعات: أقامت جمعيّة خيرية حفلة  لجمع التبرعات لمساعدة الفقراء والمحتاجين، وكان سعر   18(  

تذكرة الدخول للكبار 30 ريالًا، ول±طفال 12.5 ريالًا. إذا بيعت 375 تذكرة، وكان ريعها أكثر من 7300 
ريال، فأثبت أنه تم بيع  150 تذكرة على الأقل للكبار. 

اكتب برvانًا غير مباHر لكل عبارة مما يأتي: 
المعطيات:  n  2  عدد زوجي.  20( المعطيات: xy عدد صحيح فردي.    19(  

المطلوب:   n عدد زوجي. المطلوب:  كلاă من x, y عدد صحيح فردي     

المعطيات: ABC$ متطابق الأضلاع.  22(   XZ > YZ :المعطيات  21(  

المطلوب:  ABC$ متطابق الزوايا.   ∠X ) ∠Y   :المطلوب   

CB

A    

ZY

X    

اكتب برهانًا غير مباشر لإثبات أنه لا يمكن أن يكون للمثلث أكثر من زاوية قائمة.  23(  

اكتب برهانًا غير مباشر للنظرية 4.10.   24(  

 _ 1    ، فإن b عدد سالب.
b

اكتب برهانًا غير مباشر لإثبات أنّه إذا كان 0 >     25(  

كرة �سلّة: عندما خرج عدنان من الملعب ليدخل زميل له قُبيل نهاية الشوà الأول من المباراة كان فريق   26(  

مدرسته متقدّمًا بـ 28 نقطة مقابل 26 . وعندما عاد مع بداية الشوà الثاني كان الفريق المناف� متقدمًا بـ 29 
ل ثلاÔ نقاà من  نقطة مقابل 28 نقطة. استنتج أخو عدنان حين علم ذلك أنّ لاعبًا من الفريق المناف� سجَّ

رمية واحدة. أثبت صحّة أو خطأ استنتاجه باستعمال البرهان غير المباشر ومعلومات الربط مع الحياة. 

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

4, 5 المثالن 

هيفكياأكمريمنيطر قةي
بم�صجيليثلاlينقف�ياني
كرةياب�صلة،يميهفيابم�صجيلي
منيخفرجيابتيطقة،يوميهفي
اأني �صجّليابلاعبينقطميني

و ح�صليعلىيرميةيحرةي
نميجةيخطفأيمنيابفر قي

ابتيفا�صيو �صجليميهفينقطة.
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األعاب اإلكترونية: تتضمن لعبة حاسوبية فارسًا في رحلةٍ للبحث عن الكنز، وفي نهاية الرحلة يقترب   27(  

الفارس من البابين المبيَّنين أدناه.

�JwG0
¥2'¡J�£+c
��£QP�-¢(

��1/¡J
�y�CcwG
c��1
��£QP�-x1%

أخبر خادمٌ الفارس بأن أحد الإعلانين صحيح والآخر خطأ. استعمل التبرير غير المباشر لتحدد أيّ البابين    

سيختاره الفارس. وضح إجابتك. 

حدّد ما إذا كان إثبات كل عبارة حول أقصر مسافة بين نقطة وخ� مستقيم أو مستوً، يمكن إثباتها باستعمال 
البرvان المباHر أو البرvان غير المباHر، ثم اكتب برvانًا لكلٍّ منهما. 

المعطيات:  ABC  مثلث قائم الزاوية  29(   p عمودي على المستقيم    ___
 AB   :المعطيات  28(  

___    أطول ضلع في المثلث
 AC   المطلوب: الوتر ___    أقصر قطعة مستقيمة   

 AB     :المطلوب    

  . p إلى المستقيم A من        

B C

A
   

p
B

A    

ن علاقةً في نظرية الأعداد، وتُثبت صحة تخمينك. نظريّة الأعداد: في هذه المسألة ستُخمِّ  30(  

اكتب عبارة جبرية تمثل ”مجموع مكعب العدد n والعدد ثلاثة“ .   (a  

 . n ِكوّن جدولًا يعطي قيم العبارة لعشر قيم زوجية وفردية مختلفة لـ  (b  

اكتب تخميناً حول n عندما تكون قيمة العبارة زوجيّة.  (c  

اكتب برهانًا غير مباشر لتخمينك.   (d  

م�سائل مهارات التفكير العليا

م�ساألة مفتوحة: اكتب عبارة يمكن إثبات صحتها باستعمال البرهان غير المباشر ثم أثبتها.   31(  

 _ a    ، حيث a , b عددان صحيحان، و b ≠ 0 . ولا 
b

: إذا كان x عددًا نسبيăا، فإنه يمكن تمثيله بالصورة     تحدٍّ  32(  

يمكن تمثيل العدد غير النسبي في صورة ناتج قسمة عددين صحيحين. اكتب برهانًا غير مباشر تبيّن فيه أن 
ناتج ضرب عدد نسبي لا يساوي الصفر في عدد غير نسبي، هو عدد غير نسبي. 

   
مراجعة المفردات

مجموعة الأعداد 
ال�سحيحة هي:  

 {…, -2, -1, 0, 
 1, 2, …}
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اكت�سف الخطاأ: يحاول أسعد ورضوان أن يُثبتا العبارة التالية باستعمال البرهان غير المباشر. فهل أي°   33(  

منهما إجابته صحيحة؟ وضح إجابتك. 
”إذا كان مجموع عددين زوجيăا، فإنّ العددين زوجيّان“.   

 
�أ�سعد

�لعبارة �سحيحة. �إذ� كان �أحد 
ا و�لآخر �سفرً�، فاإن  �لعددين زوجيًّ
ا. وبما  �لمجموع يكون عددً� زوجيًّ
�أنّ �لفتر��ض �سحيح حتى عندما 
تكون �لنتيجة خطاأً، فاإن �لعبارة 

�سحيحة. 

ر�سو�ن
�لعبارة �سحيحة. �إذ� كان 

�لعدد�ن فرديين فاإنّ مجموعهما 
ا. وبما �أن  يكون عددً� زوجيًّ

�لفتر��ض �سحيح عندما تكون 
�لنتيجة خطاأً، فاإنّ �لعبارة 

�سحيحة. 

اكتب: اكتب المعاك� الإيجابي للعبارة الموجودة في السؤال 8، واكتب برهانًا مباشرًا للمعاك� الإيجابي .   34(  

كيف يرتبط البرهان المباشر للمعاك� الإيجابي للعبارة بالبرهان غير المباشر للعبارة الأصلية؟ 

إذا كان طولا ضلعين في مثلث 12, 7، فأي° مما يأتي لا يمكن   35(  

أن يكون محيط المثلث؟ 
29  A  

34  B  

37  C  

38  D  

)36  إذا كان b > a ، فأي° مما يأتي يكون صحيحًا دائمًا؟   

−a > −b  A  

3 a > b  B  

   a   2  <  b   2  C  

a   2  < a b  D  

تدريب على اختبار

مراجعة تراكمية

 (4-3 برهان: اكتب برهانًا ذا عمودين. )ابدر�صي  37(  

. ∠SRT تنصّف    ___
 RQ   :المعطيات   

m∠SQR > m∠SRQ ّالمطلوب: إثبات أن   

(3-2 أوجد كلاă من القياسين الآتيين : )ابدر�صي
 m∠4  39(                                             m∠1  38(  

هند�سة اإحداثية:  أوجد المسافة بين المستقيمين المتوازيين: )مهفرةي�صفبقة)  40(  
y = 2 x + 2    

 y = 2x - 3

ا�ستعد للدر�س اللاحق

حُل¬ كلاă من المتباينات الآتية: 
 3x + 54 < 90  43(   8x - 14 < 3x + 19  42(   4x + 7 < 180  41(  

TQS

R

C

A

D

B

F

1 2

64°

34
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 معمل الحا�سبة البيانية: 

متباينة المثلث
The Triangle Inequality

k�AiBÉ� 4���H 248248 i<�-f�~6¡���$~{(�f~6����E 4-2�g���l�7

�«Jg«hHh�7guH��

p�o�H¢ghl
The Triangle Inequality

يمكنك استعمال تطبيق الهندسة في الحاسبة TI-nspire؛ لاستكشاف خصائص المثلث.

أنشÿ مثلثًا، ولاح� العلاقة بين مجموع طولَي ضلعين وطول ال]لع الثالث.
 أنشئ مثلثًا بالضغط على المفاتيح     �1-¨�xH

ثم اختر   واختر منها 
ثم ارسم المثلث واضغط 

 سمِّ رؤوس المثلث، وذلك بوضع المؤشر عند كل نقطة ثم  �2-¨�xH
، ثم اختيار  ، وعلى زر   الضغط على   

A, B, C لجعل الحروف كبيرة ثم سمِّ الرؤوس  
بالضغط على  المثلث  من أضلاع  •    حدد طول كل ضلع  �3-¨�xH

واختر   واختر منها   ، ولإيجاد
طول كل ضلع: اضغط على رأسين في المثلث، ثم ضع

المؤشر في مكان مناسب لظهور النتيجة ثم اضغط  
بالضغط يس  المقِ الطول  بجانب  الضلع  اسم  اكتب    • 

، ثم اختيار  ثم اكتب اسم الضلع واضغط  على  
 ولحساب مجموع طول ضلعين في المثلث، اضغط  �4-¨�xH

   واختر منها  ، واكتب اسم ضلعين مثل: 

AB + BC ، ثم ظلِّل النص AB + BC واضغط   

واختر منها  ، واضغط على الرقم الذي 
يمثل طول الضلع AB ، ثم على الرقم الذي يمثل طول الضلع 

BC ، وسيظهر مجموع الضلعين، ثم ضع المؤشر في مكانٍ 

مناسبٍ لظهور النتيجة ثم اضغط 

�s*gl¢H«�u.

؛ لتحصل على عبارة صحيحة فيما يأتي:  ضع إشارة > أو < أو = داخل   (1  

BC + CA  AB  AB + CA  BC  AB + BC  CA   

خمّن العلاقة بين مجموع طولَي ضلعين في المثلث وطول الضلع الثالث.   (2  

لتحصل على عبارةٍ صحيحةٍ فيما يأتي: ؛ >أو < أو = داخل  ضع إشارة   (3  

|BC - CA|  AB  |AB - CA|  BC  |AB - BC |  CA   

تَ طولَي  كيف يمكنك استعمال ملاحظاتك؛ لتحديد مد طول الضلع الثالث لمثلث إذا علمْ  (4  

الضلعين الآخرين؟ 

ACTIVITY 1

1 �g��¢H

:sتحليل النتائ

ضع إشارة > أو < أو = داخل !؛ لتحصل على عبارة صحيحة فيما يأتي:   (1  

BC + CA ! AB  AB + CA ! BC  AB + BC ! CA   

خمّن العلاقة بين مجموع طولَي ضلعين في المثلث وطول الضلع الثالث.   (2  

لتحصل على عبارةٍ صحيحةٍ فيما يأتي: >أو < أو = داخل !؛ ضع إشارة   (3  

|BC - CA| ! AB  |AB - CA| ! BC  |AB - BC | ! CA   

تَ طولَي  كيف يمكنك استعمال ملاحظاتك؛ لتحديد مدî طول الضلع الثالث لمثلث إذا علم÷  (4  

الضلعين الآخرين؟ 
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متباينة المثلث5 -4
The Triangle Inequality

لماذا؟لماذا؟
مين أن يستعمل قطع الخيوà المجدُولة والمتبقية من أحد أعماله  لتزيين الوسائد المثلثة الشكل أدناه.   يريد أحد المصمِّ

ا وحاول أن يشكّل مثلثًا.  ăقطع عشوائي Ôولتقليل الإهدار، أراد المصمّم أن يستعمل القطع دون قصها، فاختار ثلا
والشكلان  الآتيان يبيِّنان اثنتين من هذه المحاولات.

  

متباينة المثلث: بما أن المثلث يتكون من ثلاÔ قطع مستقيمة، فيجب أن تتوافر علاقة خاصّة بين أطوال هذه 
ل مثلثًا. القطع؛ كي تشكِّ

اأ�سف اإلىنظرية 4.11

مجتوعيطوبَنياأيي�صلعينيانيمملاياأكلريمنيطولياب�صلعيابمفبا.ي

PQي+يQRي<يPRيي  اأمثلة
QRي+يPRي<يPQ 

PRي+يPQي<يQR

نظرية متباينة المثلث

�صملرهنيابيظرّ ةي4.11يانياب�صو'الي19 ي

ولتوضيح عدم إمكانية رسم مثلثٍ من ثلاÔ قطعٍ مستقيمةٍ عُلمت أطوالها، يجب بيان أن إحدî متباينات المثلث 
الثلاÔ غير صحيحة. 

 حدد ما إذا كانت القياسات المعطاة يمكن أن تمثل أطوال أضلاع مثلث في كلٍّ من السؤالين الآتيين،
وإذا لم يكن ذلك ممكنًا، فوضx السبب:

. 8 in , 15 in , 17 in  (a

تحقق من صحة كل متباينة.  
15 + 17 " 8  8 + 17 " 15  8 + 15 " 17  

! 32 > 8  ! 25 > 15  !  23 > 17  
بما أنّ مجموع طولَي أيِّ قطعتين أكبر من طول القطعة الثالثة، فإنّ القطع المستقيمة التي أطوالها   

17 , 15 , 8 تكوّن مثلثًا.

6 m , 8 m , 14 m  (b

6 + 8 " 14   
" 14 ≯ 14

بما أن مجموع طولَي قطعتين لي� أكبر من طول القطعة الثالثة، فإن القطع المستقيمة التي أطوالها   
ن مثلثًا. 14 , 8 , 6 لا يمكن أن تكوِّ

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
  2 ft , 8 ft , 11 ft  (1B   15 cm , 16 cm , 30 cm  (1A 

 1 ن مثلثًامثال  Yتعيين الأطوال التي تكو

فيما �سبق:فيما �سبق:
در�صتُيخ�صفئ�صيابتملف يف ي

وتطليقهفيعلىيابعلاقف ي
بينيزوا فيابتملايواأ�صلاعه.

والآن:والآن:
اأ�صمعتلينظر ةيمملف يةي ي
ابتملايلأُعيّنيالأطوالي

ابمنيتكوّنيمملمًف.
اأُثلتيابعلاقف ياني ي

ابتملايبف�صمعتفلينظر ةي
مملف يةيابتملا.

اإر�سادات للدرا�سة

 اإذايكفنيمجتوعياأق�صري

طوبينياأكلريمنيطولي
اب�صلعيابمفبا،يافإني

الأطواليابملاثةيتتملي
اأطوالياأ�صلاعيمملا.

3 in.  
3 in.  

8 in.

 3 in.  6 in.  

8 in.

Q
R

P
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عندما يُعلم طولا ضلعين في مثلثٍ، يمكن تحديد مدî القيم الممكنة لطول الضلع  الثالث باستعمال نظرية 
متباينة المثلث.

إذا كان طولا ضلعين في مثلث vما cm , 7 cm 3 ، فما أصغر عدد طبيعي يمكن أن يمثل طول ال]لع 
الثالث؟

3 cm  A  
4 cm  B  
5 cm  C  

10 cm  D  

اقراأ فقرة الختبار

المطلوب هو تحديد أصغر قيمة ممكنة لطول الضلع الثالثٍ في مثلثٍ طولا ضلعين من أضلاعه 
 3 cm , 7 cm

حل فقرة الختبار

لتحديد أصغر طول ممكن من بين البدائل المعطاة، حدّد مدî القيم 
الممكنة لطول الضلع الثالث أولًا؛ لذا ارسم شكلًا وافترß أن طول 

الضلع الثالث يساوي x ، ثم اكتب متباينات المثلث الثلاÔ، وحل كل 
واحدةٍ منها.

x + 7 > 3  3 + x > 7  3 + 7 > x  

 x > -4  x > 4  10 > x أو x < 10  

لاحظ أن x > -4 تكون صحيحةً دائمًا لأي قيمةٍ صحيحةٍ موجبةٍ لـِ x ، وبربط المتباينتين المتبقيتين، يكون 
 4 < x < 10 والذي يمكن كتابته في الصورة ،x < 10 َو x > 4 القيم التي تحقق كلتا المتباينتين هو îمد

. C وأقلّ عدد صحيح موجب بين 4 وَ 10 هو 5 ؛ لذا فالإجابة الصحيحة هي

تحقق من فهمكتحقق من فهمك $ 
في الشكل المجاور، أيُّ الأعداد الآتية لا يمكن أن يكون قيمة لـِ n؟   (2 

10  C  7  A  

22  D  13  B  

2   من الختبار مثال 

1  ـه ل ق م أ س ـه

اإر�سادات للاختبار

اختبار البدائل ي
ي Mاإذايكفنيابوقتيغيريكفف 
 تكيكياخملفريكليبد لي

لإ جفديالإجفبةياب�صحيحةي
وا�صملعفديابلدائلي

الأخرى.

قرا%ة الريا�سيات

 المتباينة المركبة 
يتقراأيابتملف يةيابتركلة

x < 10 > 4يعلىيابيحوي

ابمفبن�يتقعيxيبيني
 4يوَي10ياأويxياأكلريمني4ي

واأقليمني10ي

5 5
33

37

 3 cm  7 cm

x cm

 13 cm

n cm

 9 cm
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ا�ستعمال نظريّة متباينة المثلث في البراهين: يمكنك استعمال نظرية متباينة المثلث في البراهين المختلaة.

طيران: الم�افة الجوية من الرياÎ ßل� يeب� ت�اوï الم�افة الجوية 
من الرياÎ ßل� أبfاº أ<بp أë الطيراë المباHر من الرياÎ ßل� يeب� 

ا بمديeة بريدة يقط� م�افةð أكبر من الم�افة المقطوعة عeد  ðمرور
الطيراë من الرياÎ ßل� أبfا دوë توقّ��

ارس� Iكلًا تقريبيăا يمثل المسألة، وض� عليه رموز أسماÊ المدن، 
. !YRA لتشكّل    ___

 YA   وارس� القطعة
RY = RA :المعطيات

RB + BY > RA    :المطلوب

البرهان:

المبرراتالعبارات

RY = RA  (1

RBي+يBYي> RY  (2

RBي+يBYي<يRA  (3

معطى  (1

نظر ةيمملف يةيابتملا  (2

بفبمعو �ص  (3

تحقق من فهمكتحقق من فهمك " 
اكتب برهانًا Ùا عمودين.   (3 

GL = LK  :المعطيات   

JH + GH > JK    :المطلوب   

� åه لç مأ å Üه

ا�ستعمال نظرية متباينة المثلث في البرهان

ي خمل�يابطيرانيابتلف�صريعني
ابطيرانيمنيدونيتوق�،يافني

حفبةيابطيرانيابتلف�صريلي غيِّري
ابت�صفارونيابطفئرةي،يوبكنيقدي
تحطيابطفئرةيانيمطفريواحدي
اأوياأكمريقلليو�صوبهفيبغف مهف.

✓ تاأكــــد

د ما Îذا كاph القياسات المعطاة يمكن أë تم�ل أطوال أضلاع م�لq في كلٍّ مما يأتيº وëÎ ل� يكن ذل� ممكðeا  @د»
�nال�ب x فوض»

  6 m, 14 m, 10 m  3(   3 in, 4 in, 8 in  2(   5 cm, 7 cm, 10 cm  1(   

اختيار من متعدّد: إÙا كان طوøَ ضلعين في مثلث m , 9 m 5 ، فما أصغر عدد صحيح يمكن أن يمثّل   4(  

طول ال\ل� الثالث فيه؟ 
6 m  D   14 m  C   4 m  B   5 m  A  

برهان: اكتب برهانًا Ùا عمودين.  5(  

   
____

 XW  #   
____

 YW  :المعطيات   

 YZ + ZW > XW   :المطلوب   

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

A

Y

B
R

B

Y R

A

H

G L

K

J

Y
X

Z

W
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تدرب وحل الم�سائل
ا يأتي، وإن لم يكن ذلك ممكنًا  حدد ما إذا كانت كل̄ من القياسات الآتية تمثل أطوال أضلاع مثلث في كلٍّ مم¬

فوضx السبب.
11 mm, 21 mm, 16 mm  7(   4 ft, 9 ft, 15 ft  6(  

2   1 _ 
2

   m, 1  3 _ 
4

   m, 5   1 _ 
8

   m  9(  9.9 cm, 1.1 cm, 8.2 cm  8(  

اكتب متباينةً تمثل مدî طول ال]لع الثالث في مثلثò عُلم طولَا ضلعين من أضلاع� في كلٍّ مما يأتي:
 5 m, 11 m  11(   4 ft, 8 ft  10(  

        1 _ 
2

   km, 3   1 _ 
4

   km  13(  2.7 cm, 4.2 cm  12(  

برهان: اكتب برvانًا ذا عمودين لكلٍّ مما يأتي :

    
__

 JL  %   
___

 LM  :المعطيات  15(   ∠BCD % ∠CDB :المعطيات  14(  

K J + K L > L M   :المطلوب   AB + AD > BC   :المطلوب   

  

جبر: حدّد القيم الممكنة لx å في كلٍّ من السؤالين الآتيين:

 17(    16(  

  

قيادة: يُريد توفيق أن يسلك  المسار الأقصر من بيته   18(  

إلى المجمع الرياضي، و يمكنه أن يسلك الطريق 1 أو الطريق 2 
ثم الطريق 3 . 

أيُّ المسارين أقصر من بيت توفيق إلى المجمع الرياضي؟   (a  

وضح إجابتك.
 îا من السرعة القُصو ăأن توفيقًا يقود سيارته بسرعةٍ قريبةٍ جد ßافتر  (b  

المسموÖ بها ولا تتعداها. إذا كانت السرعة القُصوî على الطريق 
1 تساوي km/h 60 ، وعلى كلٍّ من الطريقين 3 , 2 تساوي 

km/h 100 ، فأيُّ المسارَين سيستغرق وقتًا أقل؟ وضح إجابتك. 

برهان: اكتب برvانًا ذا عمودين.   19(  

 'ABC :المعطيات   

المطلوب:   AC + BC > AB �نظرية متباينة المثلث�   

 B , D بين C على أن تكون ،   
___

 CD   إرشاد: ارسم قطعة مستقيمة مساعدة�    

. )   
___

 CD  %   ___
 AC  ويكون

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

إذا كانت كل مجموعة تمثل أطوال أضلاع مثلث، فاكتب متباينةً تمثِّل مدî القيم الممكنة لx åõ في كلٍّ من الأسئلة 
الآتية:

 8 , x , 12  21(   x , 4 , 6  20(  

 x + 2 , x + 4, x + 6  23(   x + 1 , 5 , 7  22(  

: يصمم عبد الرحمن وخليل منحدرًا للصعود إلى منصة المسرÖ، فخطَّط عبد الرحمن المنحدر كما  Pم�سرح  24(  

في الشكل أدناه، ولكن خليلًا كان قلقًا بشأن القياسات ويريد أن يتحقق  منها قبل البدء في قص الخشب، 
فهل يوجد ما يبرر هذا القلق؟ وضح إجابتك. 

  

تقدير: حدد ما إذا كانت القياسات المعطاة يمكن أن تمثل أطوال أضلاع مثلث في كلٍّ مما يأتي، وذلك دون 
x إجابتك.  استعمال الآلة الحاسبة. وضِّ

   √ ) 99   cm ,   √ ) 48   cm ,   √ ) 65   cm  26(      
 √ ) 8   ft ,   √ ) 2   ft ,   √ ) 35   ft  25(  

حدّد ما إذا كانت النقاX (1, -3), Y (6, 1), Z (2, 2) à تمثل رؤوس مثلث. وضح إجابتك.  27(  

)28  تمثيلات متعدّدة: في هذه المسألة ستكتشف العلاقة بين أضلاع مثلثين وزواياهما.   

ا� ارسم ثلاثة أزواج من المثلثات في كل مثلثين منها زوجان من الأضلاع المتطابقة فقط، وضع  هند�سيًّ  (a  

 إشارات على كل ضلعين متطابقين، وسمِّ كل زوج من المثلثات ABC , DEF، حيث 
 .   

___
 AB  %   

___
 DE  ,    

___
 AC  %   ___

 DF 

 ، BC , m∠A , EF , m∠D ا: انسخ الجدول أدناه في دفترك، ثم أوجد بالقياس قيمة كلٍّ من جدوليًّ  (b   

وسجّلها في الجدول.
BCm∠AEFm∠Dاأزواt المثلثات

1

2

3

ا� خمّن العلاقة بين الزاويتين المقابلتين للضلعين غير المتطابقين في كل زوجٍ من المثلثات التي  لفظيًّ  (c  

فيها زوجان من الأضلاع المتطابقة. 

م�سائل مهارات التفكير العليا

تحدّ: ما مدî القيم الممكنة لمحيط الشكل ABCDE، إذا كان   29(  

AC = 7 , DC = 9 ؟ وضحّ إجابتك. 

تبرير: ما مدî طول كلٍّ من الضلعين المتطابقين في مثلثٍ طول   30(  

قاعدته cm 6؟ وضح إجابتك. 

ت�صتميابت�صفرحيواقينظفميهيد�صني
دقيقيُ راعىيايهياإمكفنيةيم�صفهدةي
جتيعيابح�صوريبلتي�صة،يو�صتفعي

اب�صو يبو�صوحيدوني�صدى.

J

K L

M  

C
B

A D

  X

Y

Z
x + 13

2x + 7
4x - 1

 

A

C

B

2x + 22

5x - 7

x + 5

3 
50km

2 
35km

1 
60km

A

BC
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إذا كانت كل مجموعة تمثل أطوال أضلاع مثلث، فاكتب متباينةً تمثِّل مدî القيم الممكنة لx åõ في كلٍّ من الأسئلة 
الآتية:

 8 , x , 12  21(   x , 4 , 6  20(  

 x + 2 , x + 4, x + 6  23(   x + 1 , 5 , 7  22(  

: يصمم عبد الرحمن وخليل منحدرًا للصعود إلى منصة المسرÖ، فخطَّط عبد الرحمن المنحدر كما  Pم�سرح  24(  

في الشكل أدناه، ولكن خليلًا كان قلقًا بشأن القياسات ويريد أن يتحقق  منها قبل البدء في قص الخشب، 
فهل يوجد ما يبرر هذا القلق؟ وضح إجابتك. 

  

تقدير: حدد ما إذا كانت القياسات المعطاة يمكن أن تمثل أطوال أضلاع مثلث في كلٍّ مما يأتي، وذلك دون 
x إجابتك.  استعمال الآلة الحاسبة. وضِّ

   √ ) 99   cm ,   √ ) 48   cm ,   √ ) 65   cm  26(      
 √ ) 8   ft ,   √ ) 2   ft ,   √ ) 35   ft  25(  

حدّد ما إذا كانت النقاX (1, -3), Y (6, 1), Z (2, 2) à تمثل رؤوس مثلث. وضح إجابتك.  27(  

)28  تمثيلات متعدّدة: في هذه المسألة ستكتشف العلاقة بين أضلاع مثلثين وزواياهما.   

ا� ارسم ثلاثة أزواج من المثلثات في كل مثلثين منها زوجان من الأضلاع المتطابقة فقط، وضع  هند�سيًّ  (a  

 إشارات على كل ضلعين متطابقين، وسمِّ كل زوج من المثلثات ABC , DEF، حيث 
 .   

___
 AB  %   

___
 DE  ,    

___
 AC  %   ___

 DF 

 ، BC , m∠A , EF , m∠D ا: انسخ الجدول أدناه في دفترك، ثم أوجد بالقياس قيمة كلٍّ من جدوليًّ  (b   

وسجّلها في الجدول.
BCm∠AEFm∠Dاأزواt المثلثات

1

2

3

ا� خمّن العلاقة بين الزاويتين المقابلتين للضلعين غير المتطابقين في كل زوجٍ من المثلثات التي  لفظيًّ  (c  

فيها زوجان من الأضلاع المتطابقة. 

م�سائل مهارات التفكير العليا

تحدّ: ما مدî القيم الممكنة لمحيط الشكل ABCDE، إذا كان   29(  

AC = 7 , DC = 9 ؟ وضحّ إجابتك. 

تبرير: ما مدî طول كلٍّ من الضلعين المتطابقين في مثلثٍ طول   30(  

قاعدته cm 6؟ وضح إجابتك. 

ت�صتميابت�صفرحيواقينظفميهيد�صني
دقيقيُ راعىيايهياإمكفنيةيم�صفهدةي
جتيعيابح�صوريبلتي�صة،يو�صتفعي

اب�صو يبو�صوحيدوني�صدى.
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م�ساألة مفتوحة: طول أحد أضلاع مثلث 5 س�. ارس� مثلثًا يكون ال\ل� ال|ي طوله 5 س� أقصر   31(  

ناً رسمَكَ أطوال أضلاع المثلث  أضلاعه، ومثلثًا Ëخر يكون ال\ل� ال|ي طوله 5 س� أطول أضلاعه. م\م
وقياسات زواياه. 

اكتب: اIرÖ الطريقة التي تستعملها üيجاد أصغر قيمةò وأكبر قيمةò لطول ضل� مثلثò إÙا علمq طولَي   32(  

ال\لعين اùخرين. 

 !ABC قطعةً متوسطةً في    ___
 DC   qا كانÙإ  33(   

وكان  m∠1 > m∠2 ، فأي عبارة مما يأتي Pير صحيحة؟ 

AC > BC  C  AD = BD  A  

m∠1 > m∠B  D  m∠ADC = m∠BCD  B  

أي́ معادلة مما يأتي تمثل العبارة:   34(   

"ناتs طرÖ 7 من 14w يساوي z" ؟ 
7 - 14w = z  A  

z = 14w + 7  B  

7 - z = 14w  C  

 z = 14w - 7  D  

تدريب على اختبار

مراجعة تراكمية

�4-4 اكتn اøفتراß ال]رورï ال}ï تبدأ ب� برvاðhا Pير مباHر لكل عبارة مما يأتي : الدر�سي
  y = 6 نl4، فy + 17 = 41 ا كانÙإ  35(  

إÙا قط� مستقي� مستقيمين Ëخرين، وكانq ال~اويتان المتبادلتان داخليăا متطابقتين، فlنّ المستقيمين متوازيان.   36(  

أو?د قيمة º x عل� أë يكوm ‖ n ë في كلٍّ مما يأتيº واذكر الم�لّمة أو الe[رية التي استعملتfا : مهارة �سابقة�
 39(   38(   37(  

ا�ستعد للدر�س اللاحق

أو?د قيمة º x وأطوال الأضلاع المجfولة في كل م�لq مما يأتي:  
 42(   41(   40(  

C

B
1 2

DA

m n

(7x -1)°

  

m n

(8x + 4)°

(9x -11)°

  m n

(92 -5x)°

(7x -100)°

TS

R

4x - 4 3x + 3

12 + x   

3x - 4

27
2x + 5

B

A

C

  

x +12

11x - 87x

K

J L
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المتباينات في مثلثين6 -4
Inequalities in Two Triangles

لماذا؟لماذا؟
 qستعمل الرافعة عند تغيير إطارات السيارات، والرافعة المبيّنة أدناه واحدة من الرافعات البسيطة التي ما زالôت

ن متطابقين، في حين ت~داد ال~اوية  لô الرافعة فlنّ ساقَي ABC! يظلا ن~ ôح� أنّه عندما تø .ستعمل حتى يومنا ه|اôت
 ∠ A åõالمقابل ل   ___

 BC   �A اتّساعًا وي~داد طول ال\ل

CCB

A

 
CCB

A

 CCB

A

متباينة �سلعين والزاوية المح�سورة بينهما (SAS): الملاحظة في المثال أعلاه صحيحة لأي نوعò من 
المثلثات وتوضّح النظريتين اùتيتين:

اأ�سف اإلىنظريتان

SAS 4.12  متباينة
اإذايطفبقي�صلعفنيانيمملاي�صلعينيميف;ر نيانيمملاياآخر،يوكفنيقيف�صيابزاو ةي

ابتح�صورةيانيابتملايالأولياأكلريمنيقيف�صيابزاو ةيابتح�صورةيانيابتملاي

ابمفنن،يافإنّياب�صلعيابمفبايانيابتملايالأولي كونياأطوليمنياب�صلعيابمفباياني

ابتملايابمفنن.
  ي،ي

___
 AB  !  

___
 FG  ,   

___
 AC  !  

___
 FH ي, m∠A >يm∠Fي�يياإذايكفن ييييمثال: يي

. BC >يGHافإنّي

 4.13 يعك�س متباينة SAS (SSS)ي
اإذايطفبقي�صلعفنيانيمملاي�صلعينيميف;ر نيانيمملاياآخر،يوكفنياب�صلعي

ابمفبايانيابتملايالأولياأطوليمنياب�صلعيابمفبايانيابتملايابمفنن،يافإنّي

قيف�صيابزاو ةيابتح�صورةيانيابتملايالأولي كونياأكلريمنيقيف�صيابزاو ةي

ابتح�صورةيانيابتملايابمفنن.
  ي،ي

___
 PR  !  

__
 JL  ,   

___
 QR  !  

___
 KL  , PQ > JKي�يياإذايكفن ي   مثال: يي

. m∠R > m∠Lافإني

المتباينات في مثلثين

�صملرهنيابيظر ةي4.12يانياب�صفحةيابمفبيةي،يو�صملرهنيابيظر ةي4.13يانياب�صو'الي18

1 ا�ستعمال متباينة SAS وعك�سهامثال 
قارë بين القياسين المحددين في كلٍّ من ال�jالين الآتيين :

m∠FCD , m∠BFC  (b  WX , XY  (a

   

 ، BCF , DFC في المثلثين 
 ،  ___

 BF  #  
___

 DC  ,   
___

 FC  #  
___

 CF  , BC > FD 

 وبحسب عك� متباينة SAS فlن 
 m∠BFC > m∠DCF

   ، WXZ , YXZ في المثلثين 
 ،  

____
 WZ  #  

___
 YZ  ,   

___
 XZ  #   

___
 XZ  , m∠YZX > m∠WZX 

 WX < XY نlف SAS وبحسب متباينة
 

F D

B C3.6

3 Z

YXW

51° 55°

فيما �سبق:فيما �سبق:
در�صتُيابتملف يف ياني

ابتملايابواحد.

والآن:والآن:
اأطلقيمملف يةيSASياأوي ي

عك�صهف؛يلإجرا$يمقفرنف ي
بينيعيف�صريمملمين.
اأثلتي�صحةيابعلاقف ي ي

بف�صمعتفليمملف يةيSASي
اأويعك�صهف.

A

B

C
43°

F

G

H
30°

R

Q

P

12

L

K

J

8
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تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
قارن بين القياسات المعطاة في كلٍّ من السؤالين الآتيين :

 m∠SRT , m∠VRT  (1B   JK , MQ  (1A 

R

V

T

S

118

8 6

  

M

Q

P

12

61°
15

J L

K

12

72°

15   

، ABC , DEF المعطيات: في المثلثين
  
___

 AC  !   
___

 DF  ,   
___

 BC  "   
___

 EF  , m∠F > m∠C

DE > AB  :المطلوب 
البرهان:

. m∠F > m∠C :وتعلم أيضًا أن ،    ___
 AC  !   

___
 DF  ,   ___

 BC   !   
___

 EF   :ّتعلم أن
   , m∠DFP = m∠C ، وهذا سيقودنا إلى حالتين هما :

___
 PF   !   

___
 BC   على أن يكون،FP ارسم نصف المستقيم

   ، وعندها يكون FPD ! "CBA" بحسب SAS، لذا يكون PD = BA ؛ لأن 
___

 DE   تقع على P  1 الحالة
العناصر المتناKرة في المثلثين المتطابقين تكون متطابقة، وبحسب تعريف تطابق القطع المستقيمة، 

E

F D

P

 

B

C A

      ومسلمة جمع قياسات القطع المستقيمة يكون DE = EP + PD ؛ لذا يكون DE > PD بناءً على 
 DE > AB تعريف المتباينة، وبالتعويض يكون

    ___
 DE   لا تقع على P  2 الحالة 

    ___
 F Q   وارسم القطعة المستقيمة المساعدة ،Tبالحرف    ___

 FP  ,   
___

 ED   وعندئذٍ سمِّ نقطة تقاطع
___    ، وتكون EFQ ! ∠QFP∠ ، ثم ارسم القطعتين المستقيمتين 

 DE   على Q على أن تكون
.    ___

 PD  ,   
___

 PQ   المساعدتين
B

C A 
P

T

F

E
Q

D  
معطى     ___

 FP  !   
___

 BC   ,    ___
 BC  !   

___
 EF   ,    

___
 AC  !    

___
 DF  

ييبلمطفبق خف�صيةيابمعدِّ     ___
 FP  !   

___
 EF   

خف�صيةيالنعكف�صيبلمطفبق     ___
 QF   !    ___

 QF    
Qصر�يتحد ديابيقطةي�   ∠EFQ ! ∠QFP ي

SASتةيSم�صل   "EFQ ! "PFQ ي
تطفبقيابعيف�صريابتميف;رة   EQ ! PQ  

تعر �يابمطفبق   EQ = PQ  
�صر�يتحد ديابيقطةي    m∠DFP = m∠C ي

SASتةيSم�صل  "FPD ! "CBA  
تطفبقيابعيف�صريابتميف;رة     ___

 PD  !   
___

 BA   
تعر �يابمطفبق   PD = BA  
مملف يةيابتملا  QD + PQ > PD  

بفبمعو �ص  QD + EQ > PD  
م�صلّتةيجتعياأطواليابقطعيابت�صمقيتة  ED = QD + EQ  

بفبمعو �ص   ED > PD  
بفبمعو �ص   ED > BA  

1 ـه لق مأ س ـه

متباينة SASبرهان

AC

B

DF

E

اإر�سادات للدرا�سة

 SSS, SAS متباينتا 
تُعرفيابتملف يةيSASي
بف�صميمملف يةيابرااعة،ي

يوعك�صهفيُ عرف
.SSSبفبتملف يةي
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يمكنك استعمال متباينة SAS لحل مسائل من واقع الحياة.

التزلsX على الجليد: في إحدî صالات التزلŕ، انطلق اثنان من المتزلِّجين على الجليد من المكان ن`س�، 
 ، 15 m الشمال الغربي قاطعًا ì35 في اتجا° æثم انحر ،Ñالغر ì17.5 في اتجا m مسافة A rفقطع المتزل

بينما قطع المتزلB rِّ مسافة m 17.5 في اتجاì الشرç، ثم انحرæ °40 في اتجاì الشمال الشرقي قاطعًا 
m 15 ، أيه́ما كان الأبعد عن مكان الانطلاç عند ì{v اللحظة؟ وضxّ إجابتك.

المعطيات: قطع المتزلج A مسافة m 17.5 في اتجاه الغرب،  افهم:   
 ،15 m ثم انحرف °35 في اتجاه الشمال الغربي قاطعًا

والمتزلج B قطع مسافة m 17.5 في اتجاه الشرق، ثم انحرف 
.15 m 40 في اتجاه الشمال الشرقي قاطعًا° 

المطلوب: أيُّهما كان أبعد عن مكان الانطلاق.

ارسم شكلاă لهذا الوضع.  خط�:   

35° 40°

C

A B

15 m15 m

17.5 m17.5 m

  

المسار الذي اتّبعه كل متزلج وبعده عن مكان الانطلاق يشكّل مثلثًا؛ إذ قطع كلُّ متزلجٍ    
.î15 أخر m 17.5 ، ثم انحرف وقطع m

استعمل أزواج الزوايا المستقيمة لإيجاد قياس الزاويتين المحصورتين، ثم طبّق متباينة SAS؛    
لتقارن بين بُعدي المتزلِّجين عن مكان الانطلاق.

قياس الزاوية المحصورة لمسار المتزلج A يساوي ˚35 - ˚180 أو ˚145 ، وقياس الزاوية  حل:   
المحصورة لمسار المتزلج B يساوي ˚40 - ˚180 أو ˚140 

بما أنّ ˚140 < ˚145 ، إذن AC > BC بحسب متباينة SAS؛ لذا فالمتزلج A  أبعد عن مكان    
. B الانطلاق من المتزلج

المتزلج B انحرف °5 أكثر مما فعل المتزلج A في اتجاه مكان الانطلاق؛ لذا سيكون المتزلج  تحقق:   
! . A أقرب إلى مكان الانطلاق من المتزلج B

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
 A على الجليد: انطلقت مجموعتان من المتزلجين من المكان نفسه، فقطعت المجموعة sالتزل  (2  

مسافة mi 4 في اتجاه الشرق، ثم انحرفت °70 في اتجاه الشمال الشرقي قاطعةً مسافة mi 3، وقطعت 
المجموعة B مسافة mi 4 في اتجاه الغرب، ثم انحرفت °75 في اتجاه الشمال الغربي قاطعةً mi 3، أي 

مجموعة كانت الأبعد عن مكان الانطلاق عند هذه اللحظة؟ وضح إجابتك. 

1 ـه لق مأ س ـه

2 SAS ا�ستعمال متباينة

;هر ير ف�صةيابمزبجيعلىي
ابجليديانيميم�ص�يابقرني
تتياأولُي ابمف�صعيع�صر،يونُظِّ
بطوبةيبهفيعفمي1891م،ي

وهنير ف�صةيم�صهورةيانيابللادي
ابلفردة،يممليكيدايوابدولي

ال�صكيدنفاية.

x=

~7

35°

اإر�سادات لحل 
 ر�سم �سكل تو�سيحي �������

ار�صمي�صكلًايبت�صفعدتكي
علىياهميابت�صفأبةي

ابلفظيةيوتو�صيحهفي
ب�صورةي�صحيحة.

2 منيواقعيالحياة مثال 
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 SAS لإثبات أن الزاوية  المحصورة في مثلثٍ أكبر من الزاوية المحصورة في مثلث آخر، استعمل عك� متباينة
في الحل.

. x åõالقيم الممكنة ل îجبر: أوجد متباينة تمثل مد

1:  من الشكل نعلم أن:  الخطوة 
.    ___

 JH  !   
___

 GH  ,   
___

 EH  !   
___

 EH  ,  JE > EG

إذن، m∠JHE > m∠EHG  عك�صيمملف يةيSASي  
عوّ�ص  6x + 15 > 65  

xحُلييبفبي�صلةيبِ@ي  x > 8    1 _ 
3

   
.îاستعمل حقيقة أن قياس أيّ زاوية في المثلث أقل من 180 لكتابة متباينة أخر  :2 الخطوة 

m∠JHE < 180°   

عوّ�ص  6x + 15 < 180  
xحُليبفبي�صلةيبِ@ي  x < 27.5  

 8   1 _ 
3

   < x < 27.5 في صورةِ متباينةٍ مركّبةٍ بالشكل x > 8   1 _ 
3

   , x < 27.5 اكتب المتباينتين  :3 الخطوة 

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
 . x ِالقيم الممكنة لـ îأوجد متباينة تمثل مد  (3 

اإثبات العلاقات في مثلثين: يمكنك استعمال متباينة SAS وعكسها لإثبات صحّة العلاقات في مثلثين.

اكتب برvانًا ذا عمودين.
   
___

 AB  !   
___

 AD  :المعطيات

EB > ED     :المطلوب
البرهان:

المبرراتالعبارات
   
___

 AB  !   
___

 AD  (1

   
___

 AE  !   
___

 AE  (2

m∠EAB = m∠EAD + m∠DAB  (3

m∠EAB > m∠EAD  (4

EB > ED  (5

معطى  (1

خاصية الانعكاس  (2

مسلّمة جمع قياسات الزوايا  (3

تعريف المتباينة  (4

SAS متباينة  (5

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
اكتب برهانًا ذا عمودين.  (4 

    ___
 RQ  !   

___
 ST  :المعطيات  

 RS > TQ    :المطلوب   

1 ـه لق مأ س ـه

 3  ا�ستعمال الجبر في العلاقات بين مثلثينمثال 

65°

11
9

(6x + 15)°

J
H

G

E

68°

55°

50

47 50

5x + 2

1 ـه لق مأ س ـه

 4 اإثبات علاقات المثلث با�ستعمال متباينة SASمثال 

E

A
B

D

S

R Q

T1

2

اإر�سادات للدرا�سة

ا�ستعمال حقائق 
 اإ�سافية 

عيدياإ جفديمدىيابقيمي
ابتتكيةيبلتمغيريxي،يقدي

تحمفجياإبىيا�صمعتفلي
�اإحدىيابحقفئقيالآتية
• يقيف�صياأييزاو ةياني
ابتملاي كونياأكلري
مني0يواأقليمني

180يدائتًف.ي

• يطولياأييقطعةي
م�صمقيتةي كونياأكلري

مني0يدائتًف.
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 اكتب برvانًا تسلسليăا.
.    ___

 ZX  نقطة منتصف T  :المعطيات 
   
___

 ST  !   
____

 WT  

SZ > WX

m∠XTR > m∠ZTY    :المطلوب 

البرهان الت�سل�سلي:

ST ! WT

ZT ! TX

ZX �~|�Ef�� T

m∠STZ > m∠WTX∠STZ ! ∠XTR
∠WTX ! ∠ZTY

m∠STZ = m∠XTR
m∠WTX = m∠ZTY

m∠XTR > m∠ZTY

�~|�´f��fJx�

f�AxfJx��z�<

�¦J¡�+

f�+�E�6x+f�+�´Jy

Jy�+�-�Jx�-

¢��E¢��E
SZ > WX

¢��E

تحقق من فهمكتحقق من فهمك  ✓
اكتب برهانًا ذا عمودين.  (5

. "JMN قطعة متوسطة في     ___
 NK    :المعطيات    

 JN > NM

m∠1 > m∠2    :المطلوب  

1 ـه لق مأ س ـه

 5 اإثبات علاقات با�ستعمال عك�س متباينة SASمثال 

Y R

Z

S W

T
X

N

J K M
1 2

✓ تاأكــــد

قارن بين القياسين المحددين في كلٍّ من السؤالين الآتيين:
 JL , KM  2(                                                m∠ACB , m∠GDE  1(  

L
M

K

J

81°

47°
6

6   

D E

B C G

A

3.2

4

4

55 3

  

اأراجيv: يتغيّر موضع الأرجوحة تبعًا لقوّة دفعها.   3(  

أي الأزواج متطابق من هذه القطع المستقيمة؟  (a  

أيّهما أكبر: قياس A∠ أم قياس D∠ ؟   (b   

وضح إجابتك. 

1 المثال 

2 المثال 

C F

A

B

D

E
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برهان: اكتب برvانًا ذا عمودين في كلٍّ من السؤالين الآتيين:

   
___

 LK  !   
___

 JK  ,   
___

 RL  !   
__

 RJ   :المعطيات  15(   

.   
___

 QS   نقطة منتصف K 
m∠SKL > m∠QKJ

RS > QR    :المطلوب    
RQ

K L

S

J

   
___

 AF  !   
___

 DJ  ,   
___

 FC  !   
__

 JB   :المعطيات  16(   
AB > DC

m∠AFC > m∠DJB    :المطلوب    

A

F J

H

B C D

تمرين: يقوم عبد الله بتمرين العضلة ذات الرأسين .   17(  

أيُّهما أكبر: المسافة من قبضة اليد إلى الكتف في   (a  

الوضع 1 ، أم المسافة نفسها في الوضع 2؟ وضّح 
إجابتك بالقياس. 

أيُّهما أكبر: قياس الزاوية المتكونة عند المرفق   (b  

 a في الوضع 1 ، أم المتكونة في الوضع 2؟ وضّح إجابتك مستعملًا القياسات التي أوجدتها في الفرع
 . SAS وعك� متباينة

.)SAS برهان: استعمل البرهان غير المباشر؛ لإثبات النظرية 4.14 �عك� متباينة  18(  

R

S T

    U

W V

    
___

 RS  !   
____

 UW   :المعطيات   
  
___

 ST  "   
____

 WV  
RT > UV

m∠S > m∠W    :المطلوب  

)19  تمثيلات متعدّدة: في هذه المسألة ستكتشف مجموع زوايا مضلع.   

ا� ارسم ثلاثة مضلعات: ثلاثي، رباعي، خماسي. وسمِّ المضلع الثلاثي ABC ، والرباعي هند�سيًّ  (a  

 . PQRST والخماسي ، FGHJ

ا� انسخ الجدول أدناه في دفترك وأكمله مستعملًا المنقلة لقياس كل زاويةٍ. جدوليًّ  (b  

مجموع قيا�سات الزواياقيا�سات الزواياعدد الأ�سلاع

3
m∠Am∠C

m∠B

4
m∠Fm∠H

m∠Gm∠J

5

m∠Pm∠S

m∠Qm∠T

m∠R

  

ا� خمّن العلاقة بين عدد أضلاع المضلع ومجموع قياسات زواياه. لفظيًّ  (c  

ح إجابتك. ا� ما نوع التبرير الذي استعملته في الفرع c ؟ وضِّ منطقيًّ  (d  

 .n اكتب عبارةً جبريةً؛ لإيجاد مجموع قياسات زوايا مضلعٍ عدد أضلاعه �ا جبريًّ  (e  

4, 5 المثالن 

تتفر نيابليفقةيتز ديابقوةي
وابقدرةيعلىيابمحتل،ي

و ي�صحيمعظميخلرا$يابليفقةي
الأ�صخف�صيابتلمدئيني

بفبمدر بيثلاlيجل�صف ي
انيالأ�صلوع،يبحيايتمراوحي
مدةيابجل�صةيابواحدةيمني
20يدقيقةياإبىي�صفعةيكفملةي

)مم�صتيةيامرةيالإحتف$ي
وال�صمرخف$)يعلىياأني ف�صلي
مفيبينيابجل�صةيوالأخرىي

 وميواحديعلىيالأقلّ.

2�~9¡ 1�~9¡

اكتب متباينة تمثل مدî القيم الممكنة لx åõ في كلٍّ مما يأتي: 
   

27°
37°

3x - 5

2x + 3

 5(     
(2x - 7)°

41°

4

5

 4(  

 :ϲ͕�ϳ انًا ذا عمودين في كلٍّ من السؤالينvبرهان اكتب بر

   6(  

تدرب وحل الم�سائل

قارن بين القياسين المحددين في كلٍّ من الأسئلة الآتية:
 PS , SR  10(   ∠TUW , ∠VUW  9(  ∠BAC , ∠DGE  8(  

Q

R

P

S

29°

38°
10

10   T

U

VW 11

12

  A

C

B E

D G

6

3

4 5

6

3

  

رحلة برية: أقام باسم وعثمان مخيّمًا في الصحراء، وقرّرا أن يقوما برحلة برية، فانطلق باسم من المخيّم   11(  

وسار km 5 في اتجاه الشرق، ثم انعطف °15 جهة الجنوب الشرقي وسار km 2 أخرî، وانطلق عثمان من 
.î2 أخر km 5 في اتجاه الغرب، ثم انعطف °35 جهة الشمال الغربي وسار km المخيم وسار

أيُّهما أقرب إلى المخيّم؟ وضّح إجابتك، وارسم شكلًا توضيحيăا.  (a  

فأيهما  الغربي،  الشمال  اتجاه  في   35° بدلًا من  الغربي  الجنوب  اتجاه  في   10° انعطف  أنّ عثمان   ßافتر  (b  

يكون أبعد عن المخيم؟ وضح إجابتك، وارسم شكلًا توضيحيăا.
اكتب متباينةً تمثل مدî القيم الممكنة لx åõ في كلٍّ من السؤالين الآتيين:

 

60°

95°

5x + 3 3x + 17

 13(   
57°

41°

3x - 6

12

 12(  

خزائن: خزانتا سليم وماجد مفتوحتان، كما في الشكل المجاور.   14(  

أيُّ بابَي÷ الخزانتين يشكّل زاويةً قياسها أكبر؟ وضّح إجابتك.

3 المثال 

4, 5 المثالن 

   
___

 AD  !   
___

 CB   :المعطيات 
 DC < AB

m∠CBD < m∠ADB     :المطلوب 

A B

D C

"YZX  :المعطيات 
    
___

 YZ  !   
____

 XW 

 ZX > YW    :المطلوب 

X

W

Y

Z

1 2

7(

1 المثال 

2 المثال 

3 المثال 

�£�~6

/E

12 in.

17 in.
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ا ذا عمودين في كلٍّ من ال�jالين الآتيين: ðhاvبر nبرهان: اكت

   
___

 LK  !   
___

 JK  ,   
___

 RL  !   
__

 RJ   :المعطيات  15(   

.   
___

 QS   نقطة منتصف K 
m∠SKL > m∠QKJ

RS > QR    :المطلوب    
RQ

K L

S

J

   
___

 AF  !   
___

 DJ  ,   
___

 FC  !   
__

 JB   :المعطيات  16(   
AB > DC

m∠AFC > m∠DJB    :المطلوب    

A

F J

H

B C D

تمرين: يقوم عبد الله بتمرين الع\لة Ùات الرأسين .   17(  

أي́هما أكبر: المسافة من قب\ة اليد إلى الكتف في   (a  

الوض� 1 ، أم المسافة نaسها في الوض� 2؟ وضّح 
 .Üإجابتك بالقيا

أي́هما أكبر: قياÜ ال~اوية المتكونة عند المرف�   (b  

 a رعa2؟ وضّح إجابتك مستعملًا القياسات التي أوجدتها في ال �في الوض� 1 ، أم المتكونة في الوض
 . SAS وعك� متباينة

.)SAS بات النظرية 4.13 �عك� متباينة?ü ر؛Iير المباQ برهان: استعمل البرهان  18(  

R

S T

    U

W V

    
___

 RS  !   
____

 UW   :المعطيات   
  
___

 ST  !   
____

 WV  
RT > UV

m∠S > m∠W    :المطلوب  

 .�)19  تمثيلات متعدّدة: في ه|ه المسألة ستكتشف مجموع زوايا م\ل  

ا� ارس� ?لا?ة م\لعات: ?لا?ي، رباعي، خماسي. وس�ِّ الم\ل� الثلا?ي ABC ، والرباعي هند�سيًّ  (a  

 . PQRST والخماسي ، FGHJ

. òكل زاوية Üوأكمله مستعملًا المنقلة لقيا èالجدول أدناه في دفتر zانس �ا جدوليًّ  (b  

مجموع قيا�سات الزواياقيا�سات الزواياعدد الأ�سلاع

3
m∠Am∠C

m∠B

4
m∠Fm∠H

m∠Gm∠J

5

m∠Pm∠S

m∠Qm∠T

m∠R

  

ا� خمّن العلاقة بين عدد أضلاع الم\ل� ومجموع قياسات زواياه. لفظيًّ  (c  

ح إجابتك. ا� ما نوع التبرير ال|ي استعملته في الaرع c ؟ وضِّ منطقيًّ  (d  

 .n عدد أضلاعه ò�ا� اكتب عبارةً جبريةً؛ üيجاد مجموع قياسات زوايا م\ل جبريًّ  (e  

4, 5 المثالن 

تتفر نيابليفقةيتز ديابقوةي
وابقدرةيعلىيابمحتل،ي

و ي�صحيمعظميخلرا$يابليفقةي
الأ�صخف�صيابتلمدئيني

بفبمدر بيثلاlيجل�صف ي
انيالأ�صلوع،يبحيايتمراوحي
مدةيابجل�صةيابواحدةيمني
20يدقيقةياإبىي�صفعةيكفملةي

)مم�صتيةيامرةيالإحتف$ي
وال�صمرخف$)يعلىياأني ف�صلي
مفيبينيابجل�صةيوالأخرىي

 وميواحديعلىيالأقلّ.

2�~9¡ 1�~9¡
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استعمل الشكل المجاور لكتابة متباينةò ترب� بين قياس كل زوÕ من 
الزوايا في السؤالين الآتيين: 

 m∠BDC , m∠FDB  20(  

 m∠ABF , m∠FDB  21(  

م�سائل مهارات التفكير العليا

 ، m∠LJN > m∠KJL , KJ ! JN  :في الشكل المجاور، إذا كان : تحدٍّ  22(   

فأيّ الزاويتين هي الأكبر: LKN∠ أم LNK∠ ؟ وضّح إجابتك.

___    قطعة متوسطة في ABC " كما في الشكل المجاور، 
 BD   تبرير: إذا كانت  23(  

 وكان AB < BC ، فهل تكون BDC∠ حادة دائمًا، أو أحيانًا، أو لا تكون حادةً أبدًا؟
وضّح إجابتك.

اكتب: بيِّن أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين متباينة SAS والمسلّمة SAS لتطابق المثلثات.   24(  

 î25  أيُّ متباينة مما يأتي تصف مد(  

القيم الممكنة لـِ x ؟ 
x > 6  A  

0 < x < 14  B  

2.8 < x < 12  C  

12 < x < 15  D  

)26  إذا كان طول ضلعٍ مربّعٍ x +3 ، فإن طول قطره يساوي:   

2 x + 6  C  x   2  + 1  A  

x   2     
 √ % 2   + 6  D  x   √ % 2   + 3   √ % 2   B  

تدريب على اختبار

مراجعة تراكمية

 �4-5 اكتب متباينةً تمثل مدî طول ال]لع الثالث في مثلث عُلم طولا ضلعين من أضلاع� في كلٍّ من الأسئلة الآتية: الدر�سي
 3 m, 9 m  29(   5 ft, 10 ft  28(   3.2 cm, 4.4 cm  27(  

رحلات: سأل عليّ صديقه ماجدًا عن تكلفة الرحلة التي قام بها مع صديقه، فلم يتذكر ماجد تكلفة الشخص الواحد، ولكنهّ تذكر أن التكلفة   30(  

 �4-4 الكليّة كانت أكثر من 500 ريالٍ. استعمل البرهان غير المباشر لتبيِّن أن تكلفة الشخص الواحد كانت أكثر من 250 ريالًا. الدر�سي

ا�ستعد للدر�س اللاحق

حًا إجابتك :   أوجد قيمة كلٍّ من x ¸ y في الأسئلة الآتية، موضِّ

112°72°

(4x)° (3y)°  33(   

78°

110°

(2y)°

(x + 36)°

 32(   

115°
(2y - 56)°

(2x + 24)°

x°

 31(  

A

B
C

D

F

4

6

6

6

9 9

10

MN

J
P

Q

K

L

A D C

B

46° 12

12

(5x - 14)°

14

15
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المفردات الأ�سا�سية
(81 ي)�صي العمود المن�سف

(82 ي)�صي الم�ستقيمات المتلاقية

(82 ي)�صي نقطة التلاقي

(82 ي)�صي مركز الدائرة الخارجية للمثلث

(85 ي)�صي مركز الدائرة الداخلية للمثلث

(91 ي)�صي القطعة المتو�سطة

(91 ي)�صي مركز المثلث

(93 ي)�صي ارتفاع المثلث

(93 ي)�صي ملتقى ارتفاعات المثلث

(107 ي)�صي التبرير <ير المبا�سر

(107 ي)�صي البرهان <ير المبا�سر

(107 ي)�صي البرهان بالتناق�س 

اختبار المفردات

بيّن ما إذا كانت كل جملةò مما يأتي صحيحةً أو خاطئةً، وإذا كانت 
خاطئةً فاستبدل بالكلمة التي تحتها خ� كلمة من القاýمة أعلاì؛ لتجعل 

الجملة صحيحةً:
مركز اCثلث هو النقطة التي تتقاطع عندها الارتفاعات .   1(  

ى مركز الدائرة الداخلية. نقطة تلاقي القطع اCتوسطة Cثلث تُسمَّ  2(  
 

نقطة التلاقي هي النقطة التي تتقاطع عندها ثلاثة خطوà أو   3(  

أكثر.
 

مركز الدائرة ا#ارجية Cثلث يكون عD أبعادٍ متساويةٍ من رؤوس   4(  

اCثلث. 
لإ»اد مركز اCثلث، ارسم منصّفات الزوايا أولًا.   5(   

لتبدأ برهانًا بالتناقض، أولًا افßG أنّ ما Ļاول أن تُثبته صحيح.   6(  

يستعمل الFهان بالتناقض التFير غE اCبا .   7(  

القطعة اCتوسطة Cثلثٍ تصل نقطة منتصف ضلع اCثلث   8(  

بمنتصف ضلعٍ آخر للمثلث.       
                                                                                                                             

)9 مركز الدائرة الداخلية Cثلث هو نقطة تتقاطع عندها منصّفات زوايا

        اCثلث. 

ملخ�س الف�سل

المفاهيم الأ�سا�سيّة
(4-1, 4-2 ة في المثلثات: )ابدر�صفني قطع م�ستقيمة خا�سّ
فةي ةيبفبتملمف يهنيالأعتدةيابتي�صّ ابقطعيابت�صمقيتةيابخف�صّ •ي

ومي�صفف يابزوا فيوابقطعيابتمو�صطةيوالرتففعف .

ىينقف�ي Sةيانيمملايتُ�صت نقف�يتقفطعيابت�صمقيتف يابخف�صّ •ي
ابملاقن.

نقف�يابملاقنيانيمملا،يهنيمركزيابدائرةيابخفرجيةيومركزي •ي
ابدائرةيابداخليةيومركزيابتملايومُلمقَىيالرتففعف .

(4-4 البرهان <ير المبا�سر: )ابدر�صي
�ي Mيغيريملف�صر Mكمفبةيبرهفن •ي

1)ياامر�صياأنيابيميجةيغيري�صحيحة. ي

2)يبيّنياأنيهذايالامرا�صي و'ديياإبىيتيفق�ص. ي

3)ييبتفياأنيابيميجةيابخطفأيتو'ديياإبىيعلفرةيغيري�صحيحة،يافإني ي
ابيميجةيالأ�صليّةي�صمكوني�صحيحة.

(4-3, 4-5, 4-6 متباينات المثلث: )ابدرو�صي
،ي Mمتباينة الزاوية الخارجية:قيف�صيابزاو ةيابخفرجيةيبتملا •ي
يمنيابزاو مينيابداخليSمينيابلعيدتينيعيهف. Xكونياأكلريمنياأي 

ابزاو ةيابكلرىيانيمملايتقفبلياب�صلعيالأطول،يوابزاو ةي •ي
اب�صغرىيتقفبلياب�صلعيالأق�صر.

مجتوعيطوبَنياأيي�صلعينيانيمملاي كونياأكلريمنيطولياب�صلعي •ي
ابمفبا.

المتباينةيSAS: )نظر ةيابرااعة)ياإذايطفبقي�صلعفنيانيمملاي •ي
�صلعينيميف;ر نيانيمملاياآخر،يوكفنيقيف�صيابزاو ةيابتح�صورةي
انيابتملايالأولياأكلريمنيقيف�صيابزاو ةيابتح�صورةيانيابتملاي

ابمفنن،يافإنّياب�صلعيابمفبايانيابتملايالأولي كونياأطوليمني
اب�صلعيابمفبايانيابتملايابمفنن.ي

ي)عك�صينظر ةيابرااعة)ياإذايطفبقي�صلعفنياني :SSSالمتباينةي •ي
مملاي�صلعينيميف;ر نيانيمملاياآخر،يوكفنياب�صلعيابمفباياني
ابتملايالأولياأطوليمنياب�صلعيابمفبايانيابتملايابمفنن،يافإنّي

قيف�صيابزاو ةيابتح�صورةيانيابتملايالأولي كونياأكلريمنيقيف�صي
ابزاو ةيابتح�صورةيانيابتملايابمفنن.

4-1










منظم اأفكار

تفأكديمنياأنّيابتففهيميالأ�صف�صيةيقدي ي
نتيانيمطو مك. دُوِّ

دليل الدرا�سة والمراجعة
الف�سل

4
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دليل الدرا�سة والمراجعة
الف�سل

4
مراجعة الدرو�س

(81-89 المن�سفات في المثلث )�صي 4-1

1 مثال 

 ، !JKL åõرة الداخلية لýمركز الدا Q إذا كانت
فأوجد كلاă من القياسين الآتيين:

m∠QJK  (a  

ينظر ةيمجتوعيقيف�صف ي  m∠KLP + m∠MKN + m∠NJP = 180°   

زوا فيابتملا

عوّ�ص  2(25°) + 2(28°) + m∠NJP = 180°   

ب�صّط  106° + m∠NJP = 180°   

اطرحي106يمنيابطراين  m∠NJP = 74°      

وبما أنّ    JQ #""     ينصّف NJP∠، إذن 2m∠QJK = m∠NJP؛ أي÷ أنّ    

.m∠QJK =   1 _ 
2

 _ m∠QJK =   1؛ إذن: 37° = 74°×   
2

   m∠NJP

QP  (b  

نظر ةيايمفغور�ص   a   2  +  b   2  =  c   2    

عوّ�ص  (QP )  2  +  20   2  =  25   2    

2  + 400 = 625  ( QP)  625 =  2   25ي , 400 =  2   20    

اطرحي400يمنيابطراين  (QP )  2  = 225    

ب�صّط  QP = 15    

25

20
28°

25°

J K

P

Q

N

L

M

أوجد EG إذا كانت G مركز الدائرة   10(  

 . %ABC الداخلية في

ا يأتي : أوجد كل قياسò مم¬
 XZ  12(   RS  11(  

5y - 6

18 + 2yY X

W

Z

  

4.5

S

T
Q

R

  

كرة قدم: يقوم قتيبة وفهد وسلطان بعمليةِ إحماءٍ قبل بدء   13(  

مباراة كرة قدم، حيث يتطلب أحد تدريبات الإحماء أن  يشكّل 
اللاعبون الثلاثة مثلثًا، ويقف اللاعب الرابع في الوسط. أين 

يجب أن يقف اللاعب الرابع، بحيثُ يكون على مسافاتٍ 
متساويةٍ من اللاعبين الثلاثة؟ 

�A
fc£B

���~6

12

13

D CA

E
B

F

G

(91-98 القطع المتو�سطة والرتفاعات في المثلث )�صي 4-2

2 مثال 

، EDF مركز المثلث T إذا كانت النقطة
TQ فأوجد ، FT = 12

FT =   2 _ 
3

   FQ  

FT =   2 _ 
3

   (FT + TQ)  

FT = 12  12 =  2 _ 
3

   (12 + TQ)  

خف�صيةيابموز ع  12 =8 +   2 _ 
3

   TQ  

اطرحي8يمنيابطراين  4 =   2 _ 
3

   TQ  
3 _ 
2

ا�صرeيابطراينيانييي    6 = TQ  

12

E D

T

Q

F

رؤوس DEF% هي D(0, 0), E (0, 7), F (6, 3). أوجد   14(  

 . %DEF إحداثيات ملتقى ارتفاعات
احتفالت: تُريد حفصة أن تعلِّق 4 مثلثات متطابقة في   15(  

سقف غرفة الصف، بحيث تكون موازيةً لأرضية الغرفة. 
فرسمت نموذجًا لأحد المثلثات على مستوî إحداثي، 
فكانت إحداثيات رؤوسه هي (0 ,6) ,(8 ,3) ,(4 ,0). 

إذا كان كل مثلث سيُعلَّق في السقف بخيطٍ، فما إحداثيات 
النقطة التي سيُربط الخيط عندها بالمثلث؟ 
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(91-98 المتباينات في المثلث )�صي 4-3

3 مثال 
اكتب زوايا ABC! ، مرتبّةً من الأصغر إلى الأكبر.

46°

74°

C

B

A

a)  أولًا: أوجد قياس الزاوية المجهولة باستعمال نظرية مجموع   

m∠C = 180° - (46° + 74°) = 60° .قياسات الزوايا
 . ∠A , ∠C , ∠B :لذا فالزوايا مرتبةً من الأصغر إلى الأكبر هي   

والأضلاع مرتبةً من الأقصر إلى الأطول هي:  (b   

  .   
___

 BC  ,   
___

 AB  ,   
___

 AC  

اكتب زوايا كل مثلثò مرتّبةً من الأصغر إلى الأكبر في السؤالين 
الآتيين: 

 17(  

6

7

5

S

T

R

 16(  

جيران: يسكن سمير ومحمد وسامر عند تقاطعات ثلاثة   18(  

شوارع تشكّل المثلث المبين أدناه، إذا أرادوا الالتقاء عند 
أحدهم، فأي الطريقين أقصر: اصطحاب سمير لمحمد 

وذهابهما معًا إلى بيت سامر. أم اصطحاب محمد لسامر 
وذهابهما معًا إلى بيت سمير؟ 

xE~6

¹

Ì~6

53°

37°

  

(10x + 5)°

(9x - 10)°
(14x)°

L

N

M

(107-113 البرهان <ير المبا�سر )�صي 4-4

4 مثال 

اكتب الافتراß ال]روري للبدÊ في برvان غير مباHرò لكل عبارةò مما 
يأتي:

   
___

 XY  &   
___

 JK  (a  

   
___

 XY  '   
___

 JK  :هو ßالافترا   

 x < 6 3 ، فإن x < 18 إذا كان  (b  

    نتيجة هذه العبارة الشرطية هي: 

 x ≥ 6 هو ß؛ لذا فالافترا x ≥ 6 ونفيها هو ، x < 6

2∠ زاوية حادّة.  (c  

الافتراß هو: 2∠ ليست زاويةً حادّةً.   

 òلكل عبارة òرHانًا غير مباvال]روري ال}ي تبدأ ب� بر ßاكتب الافترا
مما يأتي:

 . m∠A ≥ m∠B  19(  

 . %FGH ' %MNO  20(  

KLM% قائم الزاوية.   21(  

 . y < 4 ّ3 ، فإن y < 12 إذا كان  22(  

اكتب برهانًا غير مباشر لتبين أنّه إذا  كانت الزاويتان متتامّتين،    23(  

فإنّه لا يمكن أن تكون أي° منهما قائمةً. 
مطالعة: اشترî محمود كتابين بأكثر من 180 ريالًا، استعمل   24(  

البرهان غير المباشر لتبيِّن أنّ ثمن أحدِهما على الأقل أكثر من 
90 ريالًا.
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(115-120 متباينة المثلث )�صي 4-5

5 مثال 

د ما إذا كانت القياسات �9 , 10 , �7 يمكن أن تمثل أطوال  حدِّ
أضلاع مثلث أم لا، وإذا لم يكن ذلك ممكناً، فوضxّ السبب.

اختبر كل متباينة.
10 + 9 > 7  7 + 9 > 10  7 + 10 > 9  

19 > 7 #  16 > 10 #   17 > 9 #  
بما أن مجموع طولَي أيِّ ضلعين أكبر من طول  الضلع الثالث، 

ل مثلثًا. إذن القطع المستقيمة التي أطوالها 9 , 10 , 7 تشكِّ

د ما إذا كانت القياسات المعطاة يمكن أن تمثل أطوال أضلاع  حدِّ
مثلثò في كلٍّ مما يأتي أم لا، وإذا لم يكن ذلك ممكناً، فوضxّ السبب.

 3, 4, 8  26(   5, 6, 9  25(  

اكتب متباينةً تمثل مدî طول ال]لع الثالث في مثلثò عُلم طولا 
ضلعين من أضلاع� في كلٍّ من السؤالين الآتيين:

 10.5 cm , 4 cm  28(   5 ft , 7 ft  27(  

: يركب خالد دراجته لزيارة صديقه وليد، وبما أن  PاجاتWدر  29(  

الطريق المباشر مُغلق، فقد سلك طريقًا فرعيăا طوله km 2 ، ثم 
انعطف وسلك طريقًا آخر طوله km 3 حتى وصل منزل وليد. 

إذا كانت الطرق الثلاثة تشكّل مثلثًا رأسان من رؤوسه هما منزِلَا 
وليد وخالد ، فاكتب متباينةً تمثل مدî المسافة الممكنة بين 

منزلَيهِمَا. 

(121-128 المتباينات في مثلثين )�صي 4-6

6 مثال 

قارن بين كل قياسين فيما يأتي :
RQ , ST  (a  

   
___

 RS  '   
___

 TQ  ,   
___

 QS  '   
___

 QS  , m∠SQT > m∠RSQ :بما أن    

في المثلثين STQ , QRS إذن، RQ < ST بحسب نظرية 
لة. المفصَّ

R

S T

36°

31°

Q

m∠KML , m∠KMJ  (b  

،   
___

 JM  '   
___

 LM  ,   
____

 KM  '   
____

 KM  , LK > JK :بما أن   

إذن KML > ∠KMJ∠ . بحسب عك� نظرية المفصّلة.   

K

J M

4.84

L

مستعملًا المثلثين المجاورين،  30(  

 قارن بين القياسين 
 m ∠ABC , m∠DEF 

ف كل° من رضوان وكمال في بركةٍ متَّجِهين  تجديف: يُجدِّ  31(  

إلى نقطةٍ محددةٍ، ولأنه لي� لهما خبرة في التجديف فقد 
انحرفا عن المسار مدة 4 دقائق، قطع كل° منهما فيها مسافة 

m 50 ، ثم استعادا مسارهما الصحيح، كما في الشكل. أيهما 

أقرب إلى نقطة النهاية عند هذه اللحظة؟ 

30°
50°

C �¡~9

fJ��f��

3

3

3

32

5

C

D
E

F

B

A

دليل الدرا�سة والمراجعة
الف�سل

4
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حدائق: يزرع ماجد وردًا في حوß دائري داخل منطقة مثلثة   1(  

الشكل محدودة بثلاثة طرق للمشاة، أيُّ نقطة من نقاà التلاقي 
في المثلث سيستعملها مركزًا لأكبر دائرةٍ يمكن رسمها داخل 

المثلث؟ 
النقطة K مركز DK = 16 ، !CDF . أوجد كل¬ طولò مما يأتي: 

 KH  2(  

 CD  3(  

 FG  4(  

برهان: اكتب برهانًا غير مباشر.   5(  

 5 x + 7 ≥ 52 :المعطيات   

x ≥ 9 :المطلوب   

أوجد كل¬ قياسò مما يأتي: 
 XZ  7(   m∠TQR  6(  

Z
X Y

W

3x + 5 5x - 7

  

8
43°

R
T

Q
S 8

  

 3.1 cm اختيار من متعدّد: إذا كان طولا ضلعين في مثلث هما  8(  

و cm 4.6 ، فما أصغر عددٍ صحيحٍ يمكن أن يكون طولًا للضلع 
الثالث؟ 

1.6 cm  A

2 cm  B

7.5 cm  C

8 cm  D

إذا كانت H مركز الداýرة الداخلية في 
ABC! ، فأوجد كل¬ قياسò مما يأتي: 

 DH  9(  

 BD  10(  

 m∠HAC  11(  

 m∠DHG  12(  

9

D

G

C

H

F

J

K
12

B

D G

C
F

H

A

30°

44°

25

24

14

اختيار من متعدّد: إذا كان طولا ضلعين في مثلثٍ هما 11 , 5 ،   13(   

فأيُّ متباينةٍ مما يأتي تمثل مدî طول الضلع الثالث؟ 
6 < x < 16  C  6 < x < 10  A

x > 11 أو x < 5  D  5 < x < 11  B

قارن بين AB , BC في الشكل أدناه.   14(  

B

D C

A

3x °
x °

اكتب الافتراß ال]روري ال}ي تبدأ ب� برvانًا غير مباHرò لكل عبارة 
مما يأتي:

 . n فإنّ 4 عامل للعدد ، n إذا كان 8 عاملًا للعدد  15(  

 m∠M > m∠N  16(  

 . a ≤ 7 ّ3 ، فإنa + 7 ≤ 28 إذا كان  17(  

د أي زاوية لها أكبر  استعمل الشكل المجاور، لتحدِّ
قياسò في كلٍّ من المجموعات الآتية :

 ∠1, ∠5, ∠6  18(  

 ∠9, ∠8, ∠3  19(  

 ∠4, ∠3, ∠2  20(  

أوجد متباينةً تمثل مدî طول ال]لع الثالث في المثلث ال}ي عُلم طولا 
ضلعين من أضلاع� في كلٍّ من السؤالين الآتيين :

 10 ft, 16 ft  21(  

 23 m, 39 m  22(  

9
7

53
4

2

1 6 8

اختبار الف�سل
الف�سل

4
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ا�ستبعاد البدائل <ير المعقولة
 يمكنك استبعاد البدائل غير المعقولة؛ لتحدّد الإجابة الصحيحة عند حل أسئلة الاختيار 

من متعدّدٍ.

طرائق ا�ستبعاد البدائل طرائق ا�ستبعاد البدائل غيرغير المعقولة المعقولة

اقرأ نَصَّ السؤال بعناية؛ لتحدّد المطلوب إيجاده بالضبط.
•  ما المطلوب حلّه؟

•   هل الجواب عدد صحيح أم كسر اعتيادي أم كسر عشري؟

•   هل تحتاج إلى استعمال رسمٍ أو جدولٍ؟

•   ما وحدات القياس المطلوبة للإجابة �إن وُجدت�؟

ر معقوليته. ص كل بديل بعناية وقدِّ تفحَّ
•  استبعد أي بديل يبدو أنّه غير صحيح.

•   استبعد أي بديل لي� ضمن الصيغة المناسبة للإجابة الصحيحة.

•   استبعد أي بديل لا يتضمن وحدات القياس الصحيحة.

حل السؤال، واختر الإجابة الصحيحة من بين البدائل المتبقية، ثم تحقق من إجابتك.

 

اقرأ المسألة، وحدّد المطلوÑ، ثم استعمل المعطيات في حلِّها.

ما قياس KLM∠؟
32°  A

44°  B

78°  C

94°  D

M

J

(6x + 8)°

(9x - 4)°

KL

1 الخطوة 

2 الخطوة 

3 الخطوة 

مثال 

الإعداد للاختبارات الف�سل

4
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الإعداد للاختبارات

اقرأ السؤال وادرس الشكل بعناية. المثلث KLM قائم الزاوية. وبما أن مجموع قياسات الزوايا الداخلية لأي مثلث 
 D يجب أن يساوي °90 ، وإلا زاد المجموع على °180 ، وبما أن البديل m∠KLM + m∠LMK يساوي °180 ، فإن

. C أو B أو A هو قياس لزاوية منفرجة، فإنّه يُستبعد لعدم معقوليته؛ وعليه فالجواب الصحيح يكون
حل المسألة. بحسب عك� نظرية منصّف الزاوية التي تنصُّ على أنّه: ”إذا وقعت نقطة داخل زاويةٍ، وكانت على 
بعدين متساويين من ضلعَيها، فإنّ هذه النقطة تقع على منصف الزاوية“ ، وبما أنّ النقطة M على بُعدين متساويين 

 من ضلعي الزاوية LJ , LK ، فإنّها تقع على منصّف JLK ∠ ؛ لذا JLM ∠ يجب أن تطابق KLM ∠ ؛ 
والآن اكتب معادلةً لإيجاد قيمة x وحلها.

6 x + 8 = 9 x - 4
-3 x = -12  

x = 4  
إذن m∠KLM = [9(4) - 4]°= 32° ، والبديل A يمثل الإجابة الصحيحة.

اقرأ كلّ سؤال فيما يأتي، ثم اكتب رمز اüجابة الصحيحة:
، QP = 14 cm إذا كان ، QUS مركز المثلث P النقطة  (1   

   ؟ 
___

 QT   فما طول

VP
R

Q

US T

18 cm  C  7 cm  A  

21 cm  D  12 cm  B  

كم وحدةً مربعةً مساحة المثلث في الشكل أدناه؟   (2  

y

xO (9, 0)

(0, 7)

31.5  C  8  A  

63  D  27.4  B  

ما إحداثيات ملتقى ارتفاعات المثلث أدناه؟   (3  

O

y

x

  (1,   5 _ 
2

   )   C    (-   3 _ 
4

   , -1)   A  

  (1,   9 _ 
4

   )   D    (-   4 _ 
3

   , 1)   B  

إذا كان ABC" متطابق الضلعين، وكان m∠A = 94° ، فأي° مما   (4  

يأتي يجب أن تكون صحيحة؟ 
m∠B = 94°  A  

m∠B = 47°  B  

AB = BC  C  

AB = AC  D  

أي° مما يأتي يمكن أن تكون أطوال أضلاع مثلث قائم الزاوية؟   (5  

3, 7.2, 7.5  C  1.9, 3.2, 4  A  

2.6, 4.5, 6  D  1.6, 3, 3.4  B  

تمارين وم�سائل
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اختبار تراكمي
1-4 للف�سول 

الف�سل

4

د رمز اü?ابة الZحيحة: اقرأ كل سjال مما يأتيº <� @د»
 . x أوجد قيمة  1(  

(4x + 1)°
(5x - 5)°

3  A  

4  B  

5  C  

6  D  

أي° مما يأتي ø يمكن أن يكون قيمة لx åõ ؟   2(  

x

4 mm7 mm

8 mm  A  

9 mm  B  

10 mm  C  

11 mm  D  

 Oإ òمثلث ÜوÍمن أحد ر òمسافة Wأي° ,ا يأ. أف\ل وصف لأق  3(  

ال\ل� اCقابل له؟ 
ارتaاع   A  

عمود منصف  B  

قطعة متوسطة  C  

قطعة مستقيمة  D  

ما العلاقة الصحيحة بين قياسات زوايا PQR!؟   4(  

Q R

P

13 cm

15 cm

10 cm

m∠R < m∠Q < m∠P  A  

m∠R < m∠P < m∠Q  B  

m∠Q < m∠P < m∠R  C  

m∠P < m∠Q < m∠R  D  

ما اøفتراß ال\روري ال|ي تبدأ به برهانًا Qير مباIر للعبارة   5(  

“ال~اوية S ليسq زاويةً منaرجةً”؟ 
S∠ زاوية قائمة  A  

S∠ زاوية منaرجة  B  

S∠ زاوية حادّة  C  

S∠ ليسq زاوية حادّة  D  

صنفّ المثلث أدناه تبعًا لقياسات زواياه.   6(  

25°

57°

حادّ ال~وايا  A  

متطاب� ال~وايا  B  

منaرÕ ال~اوية  C  

قائ� ال~اوية  D  

اأ�سdلة الختيار من متعدد
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اختبار تراكمي
1-4 للف�سول 

اأ�سdلة ذات اإجابات ق�سيرة

أجب عن الأسئلة الآتية:
)7  إذا كان طولا ضلعين في مثلثٍ هما cm , 15 cm 9 ، فما أصغر   

عددٍ صحيحٍ من السنتمترات يمكن أن يكون طولًا للضلع الثالث؟ 

ما إحداثيات ملتقى ارتفاعات المثلث أدناه؟   8(  

O

X

Y

Z

x

y

اكتب أضلاع المثلث أدناه مرتّبةً تبعًا لأطوالها من الأقصر   9(  

إلى الأطول: 

61°
56°

R

T
S

اكتب متباينةً تصف قيم x الممكنة.   10(  

45

˚

3x - 7

x + 5

خرج كل° من حمزة وهاني مع فرقة الكشافة وخيّموا في الصحراء،   11(  

فترك حمزةُ المخيم وسار km 2 في اتجاه الشرق. ثم انعطف 20° 
في اتجاه الجنوب الشرقي. وسار km 4 أخرî. وأما هاني فسار 

km 2 في اتجاه الغرب، ثم انعطف °30 في اتجاه الشمال الغربي ، 

وسار km 4 أخرî. أيُّهما أبعد عن المخيم؟ 

)12  أوجد قيمة x في المثلث أدناه.   

(3x + 25)°

(4x + 5)° (5x - 30)°

اأ�سdلة ذات اإجابات مطولة

 ، A(-3, 1), B(0, 2) , C (3, 4) هي "ABC إذا كانت رؤوس  13(  

فأجب عن الأسئلة التالية مبيِّناً خطوات الحل: 
ارسم هذا اCثلث : اCستوî الإحداثي.   (a  

ب إO أقرب جزءٍ من عPةٍ�. أوجد أطوال أضلاعه �قرِّ  (b  

صنِّفِ اCثلث من حيث أضلاعه وزواياه.  (c  

. m∠A, m∠C Nقارن ب  (d  

هل تحتاt اإلى م�ساعدة اإ�سافية؟

12345678910111213اإذا لم ت�ستطع الإجابة عن ���
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