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الإحداثيات القطبية والأعداد المركبة
Polar Coordinates and Complex Numbers
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اختبار �سريع
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مراجعة المفردات

 (Initial Side of an Angle) سلع البتداء لل�اوية� 
 ™°VƒdG »a ájhGõdG ¿ƒµJ ÉeóæY x QƒëªdG ≈∏Y ≥Ñ£æªdG ™∏°†dG
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(Terminal Side of an Angle)  سلع النتهاء لل�اوية� 
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ال�اوية ¸ الو�سع القيا�سي
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(Measure of an Angle)  قيا�س ال�اوية 
 ÜQÉ≤Y √ÉéJG ¢ùµY AÉ¡àf’G ™∏°V QGO GPEG É kÑLƒe ájhGõdG ¢SÉ«b ¿ƒµj
.áYÉ°ùdG ÜQÉ≤Y √ÉéJG »a AÉ¡àf’G ™∏°V QGO GPEG É kÑdÉ°S ¿ƒµjh ,áYÉ°ùdG

المجموع والفرق   متطابقات 
(Sum and Difference Identities) 

  • sin (A + B ) = sin A cos B + cos A sin B

• cos ( A + B ) = cos A cos B - sin A sin B

• sin (A - B) = sin A cos B - cos A sin B

• cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B

اختبار �سريع

ارسم كلًّ من الزاويتين المعطى Rياسهما فيما يأتي في الو�ع القياسي:
200°  1(  

-45°  2(  

أوجد زاوية بقياس موجب، وأخرî بقياس سالب مYتركتين في �لع 
الانتهاÊ مع كل من الزوايا الآتية، ومثِّلهما في الو�ع القياسي:

165°  3(  

-10°  4(  

  4π _ 3   5(  

-   π _ 
4
   6(  

ل Rياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الراØيان، والمكتوبة بالراØيان  حوِّ
إلى Øرجات في كل مما يأتي:

  3π _ 2   8(  -60°  7(  

أو@د القيeة الدSيقة لõـ sin 15 =استعeاé متطا=قة الaرç =ي�   9(  

زاويتي�.

 Ñ أو@د طوé ال\ل� AC ف� الeثلr الeرسوم أدناS( ìر¬  10(  

Îل� أSرÑ @~ء م� ZLرة(.
C

B

A

4m

3m

60°



áÑcôªdG OGóYC’Gh á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G 2 52 الف�سل

الإحداثيات القطبية
Polar Coordinates

يóستعô�e مراSبو ال�رTة ال�وية أنظeةó رادار Aديثة لتو@ي� مسار الطاýرات، 
وال�]وL éل� مسارات ورĆAت @وية Ëمنة. وه|ا ي\�e =قاء الطاýرة Lل� 

مسافة Ëمنة م� الطاýرات اBúرî، والت\اري� اúرضية. ويستع�e الرادار 
� الطاýرة. ويقوم الeراSبون Sثي� موeت�هة؛ لتeسافات الeياسات ال~وايا والS

=تبادé ه|ì الeعلومات م� الطياري�.

تمثيل الإحداثيات القطبيUة لقد <علóqe التeثي�ó البيان� لeعادøت معطاة ف� نظام اAüداثيات الديكار<يöة 
� الطاýرة =استعeاé الeسافات وال~وايا، فlنهم Sة ال�وية موTبو ال�رSندما ي�دد مراLداث�(. وAüا îستوeال(

يستعeلون ن[ام الإحداثيات القطبية )الeستوî القطب�(.
ف� نظام اAüداثيات الديكار<ية، ال�eوران x , y هeا ال�eوران اúفق� والرأس� 

 ôعي­� ôوي .O æويرم~ لها =ال�ر ،�Éúا نقطة اeنقطة <قاطعه � ­eسô>و ،oل� التر<يL
 x , y rيA ، (x , y) o>مر Õزو éĆB داثيات الديكار<ية م�Aüا= P النقطة �Sمو

الeسافتان الeت�öهتان اúفقية، والرأسية Lل� التر<يo م� ال�eوري� Îل� النقطة. 
، <ق� النقطة L (1,   √ " 3  )ل� =ôعد وAدة وAدة Îل� يeي� ال�eور y ، وLل�  ðĆثeف

. x ور�eل� الLل� أÎ دةAعد      3 " √ وô=

ف� نظام اAüداثيات القطبية، نقطة اO �Éú نقطة ثا=تة <ôس�e القطب.
 والمحور القطبي هو ن]� مستقيم يeتد أفقيăا م� القطÎ oل� اليeي�. 

� نقطة P ف� نظام اAüداثيات القطبية =استعeاé الإحداثيات  Sك� <عيي� موeي
ا، ف�e الeeك� أن  ðوا<�اه ðةeيS �e\هة )أي <ت�öتeسافة الeال r rيA ،  (r, θ)

 ðةeيS �e\أي <ت( هة�öتeال~اوية ال θ و ، P ل� النقطةÎ oم� القط )سالبة r كون>
.    ##$ OP  ل�Î öور القطب��eا( م� ال ðوا<�اه

 Üالقيا القطب�، ف� Aي� يعن�  ال�eور  ا م�  ðدء= الساLة   ÑقارL ìا<�ا θ يعن� دورانðا =عك�  لل~اوية   o@وeال  Üالقيا
 θ نتهاء لل~اويةøا �ا =ا<�اL ìقارÑ الساLة، ولتeثي� النقطة P =اAüداثيات القطبيöة، فlن P <ق� Lل� ضل ðدوران oالسال 

. θ نتهاء لل~اويةøا �ÙÎا Tانr q مو@بة. أما ÙÎا Tانq سالبة، فlن P <ق� Lل� ن]� الeستقيم الeقا=� )اøمتداد( ل\ل

مثّل كل نقطة من النقاà الآتية في المستوî القطبي:
A(2, 45°)  (a  

=eا أن θ = 45° ، فارسم ضل� اøنتهاء لل~اوية °45 ، =�يr يكون ال�eور    
 �L د<ي�Aد و ôبع> A ðي¬� نقطةL ل|ا ، r = 2 نúتداء لها، و=øا �القطب� هو ضل

القطL oل� ضل� اøنتهاء لل~اوية eT ، 45°ا ف� الZك� ال�eاور.
B (-1.5,    2π _ 

3
  )  (b  

=eا أن    θ   =   2π _ 3، ل|ا ارسم ضل� اøنتهاء لل~اوية   2π _ 3   ، =�يr يكون ال�eور    

 ìا�>øنتهاء ف� اøا �د­ ضل ôسالبة، ل|ا م r نúتداء لها، و=øا �القطب� هو ضل
د 1.5 وAدة �L القطL oل� امتداد ضل� اøنتهاء ،  ôبع> B ðي¬� نقطةLقا=�، وeال

eTا ف� الZك� ال�eاور.

 áÑLƒªdG ÉjGhõdG â°SQO
 ™°VƒdG »a É¡àª°SQh áÑdÉ°ùdGh

( á≤HÉ°S IQÉ¡e ) .»°SÉ«≤dG

 äÉ«KGóME’ÉH É kWÉ≤f π uãeoCG  ■
.á«Ñ£≤dG

 á«Ñ£b ä’OÉ©e Év«fÉ«H π uãeoCG  ■
.á£«°ùH

á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G ΩÉ¶f
polar coordinate system

Ö£≤dG
pole

»Ñ£≤dG QƒëªdG
polar axis

á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G
polar coordinates

á«Ñ£≤dG ádOÉ©ªdG
polar equation

»Ñ£≤dG π«ãªàdG
polar graph
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C(3, -30°)  (c  

=eا أن θ = -30° ، ل|ا ارسم ضل� اøنتهاء لل~اوية °30 - ، =�يr يكون    
د 3  ôبع> C ðي¬� نقطةL ل|ا ، r = 3 نúتداء لها، و=øا �ال�eور القطب� هو ضل

وAدات �L القطL oل� ضل� اøنتهاء لل~اوية، eTا ف� الZك� ال�eاور.
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

مثّل كل نقطة من النقاà الآتية:
 F  (4, -   5π _ 

6
  )  )1C  E(2.5, 240°)  )1B  D (-1,   π _ 2  )   )1A 

 îستوeداثيات الديكار<ية ف� الAüا ôعي­�ô> اeT ،ا ăريýدا ðĆكI |القطب� ال|ي يت� îستوeداثيات القطبية ف� الAüعي­� اô>
. ðĆمستطي ðĆكI |داث� ال|ي يت�Aüا

مثّل كلًّ من النقاà الآتية في المستوî القطبي:
P  (3,   4π  _ 

3
  )  (a  

 _ 4π    ، =�يr يكون ال�eور 
3
=eا أن   θ  =   4π _ 3 ، ل|ا ارسم ضل� اøنتهاء لل~اوية      

د 3 وAدات  ôبع> P ðي¬� نقطةL ل|ا ، r =  3 نúتداء لها، و=øا �القطب� هو ضل
�L القطL oل� ضل� اøنتهاء لل~اوية، eTا ف� الZك� ال�eاور.

Q(-3.5, 150°)  (b  

=eا أن θ = 150° ، ل|ا ارسم ضل� اøنتهاء لل~اوية °150 ، =�يr يكون    
د­ ضل� اøنتهاء  ôسالبة، ل|ا م r نúتداء لها، و=øا �ال�eور القطب� ضل

 �L داتAبعد 3.5 و> Q ðي¬� نقطةLقا=�، وeال ìا�>øلل~اوية ف� ا
القطL oل� امتداد ضل� اøنتهاء لل~اوية، eTا ف� الZك� ال�eاور.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

مثِّل كلًّ من النقاà الآتية في المستوî القطبي:
 S(-2, -135°)  (2B  R (1.5, -   7π _ 

6
  )   (2A 

عب­ر Lنها =~وÕ وAيد م� اAüداثيات øÎ .(x, y) أن ه|ا ø ينطب� Lل� نظام  ôنقطة ي �T داثيات الديكار<يةAüف� نظام ا
اAüداثيات القطبية؛ وÙلك úن Sيا�T Ü زاوية يôكتo =عدد øنها�ý م� الطرا�ý؛ وLلي� فlن للنقطة (r, θ) اAüداثيات 

.ìأدنا �öا هو مبيeT ا ð\أي (r, θ ± 2π) أو (r, θ ± 360°)

¤c�D*�4¡p´*

r

(θ + 360)°

P(r, θ + 360°)
P(r, θ)

θ
O

    
¤c�D*�4¡p´*
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P(r, θ)

O
θ
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تمثيل النقاط في الم�ستوى القطبيمــثال 2
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6
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O
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Q(-3.5, 150°)

اإر�سادات للدرا�سة

 iالقط 
 á£≤ædÉH Ö£≤dG π«ãªJ øµªj

.ájhGR …CG θ å«M , (0, θ )
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 (r, θ ) نlمسافة مت�هة، ف r نú لك|Tو 
  (-r, θ ± π) أو ، (-r, θ ± 180°) و 

<eث¬� النقطة نaسها، eTا ف� الZك� ال�eاور. 

ا، فlن� يeك� <eثي� النقطة (r, θ) =اAüداثيات (r, θ + 360°n) أو  ðي��É ا ðددL n انT اÙÎ ،امةL و=]ورة
ا، فlن� يeك� <eثي� النقطة  ðي��É ا ðددL n انTمقيسة =الراديان، و θ qانT اÙÎ ،ث�eو=ال .(-r, θ +(2n + 1)180°)

. (-r, θ + (2n + 1)π) أو (r, θ + 2nπ) داثياتAüا= (r, θ)

إذا كانت θ ≤ 360° ≥ °360- ، فأوجد أربعة أزواÕ مختلفة كل منها يمثّل إحداثيين Rطبيين للنقطة T في الYكل 
المجاور.

 أAد اúزواÕ القطبية الت� <eث¬� النقطة T هو (135° ,4). 
:îرBúثة اĆالث Õزواúا �>jا يeوفي

θ øe 360° ìôWG (4, 135°) = (4, 135° - 360°)

= (4, -225°)

θ ≈dEG 180° ∞°VCGh , r øe k’óH - r ™°V (4, 135°) = (-4, 135° + 180°)

= (-4, 315°)

θ øe 180° ìôWGh , r øe k’óH -r ™°V (4, 135°) = (-4, 135° - 180°)

= (-4, -45°)

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

 أوجد ثلثة أزواÕ مختلفة كل منها يمثّل إحداثيين Rطبيين للنقطة المعطاة، علمًا بأن: 
. -2π ≤ θ ≤ 2π  360-  ، أو° ≤ θ ≤ 360°

  (-2,   π _ 6  )   (3B   (5, 240°)  (3A 

 : ðĆثeطبيةً. فR ًلةØداثيات القطبية معاAüلة اøعطاة =دeعادلة الeال �eسô> التمثيل البياني للمعادلت القطبية
r = 2 sin θ ه� معادلة Sطبية. التمثيل القطبي هو م�eوLة �T النقاà (r, θ) الت� <�ق� AÎداثيا<ها الeعادلة القطبية.

عد́ <eثي�  ôداث�(. ويAüا îستوeداثيات الديكار<ية )ف� الAüت ف� نظام اøعادeثي� الe> يةaيT ا ðسا=ق qeلقد <عل
الeعادøت مث� x = a ، و y = b أساسيăا ف� نظام اAüداثيات الديكار<ية. و=الeث� فlن التeثي� البيان� لeعادøت Sطبية 

د́ أساسيăا ف� نظام اAüداثيات القطبية. óع ôقيقيان، يA ددانL k, h rيA ، θ = h و ، r = k مث�

مَثِّل كل معاØلة من المعاØلات القطبية الآتية بيانيًّا:
r = 2  (a  

 ، ( 2 , θ ) ل� ال]ورةL àالنقا �<تكون Aلوé الeعادلة r = 2 م� @eي   
 (2,   π _ 

4
  ) , (2, π) , (2,   4π _ 3  ) àعد النقا> ðĆثeقيق� فA ددL أي θ rيA

Aلوðø لها.
 .oالقط �L دةAد 2 و ôالت� <بع àالنقا �يتكون التeثي� البيان� م� @eي   

 éوطو ، )oالقط( �Éúها نقطة ا~Tرة مرýن�ن� هو داeن الlلي� فLو
ن]� Sطرها eT  2ا ف� الZك� ال�eاور.

¤c�D*�4¡p´*

r(θ + 180)°

(θ - 180)°

P(r, θ) or
P(-r, θ ± 180°)

θ
O

تمثيلات قطبية متعددةمــثال 3

315°225°
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270°

0°180° 54321O

T

اإر�ساد تقني
تمثيل المعادلت القطبية

 á«Ñ£≤dG ádOÉ©ªdG π«ãªàd
 á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG ≈∏Y r = 2

 §¨°VG ,TI - nspire
 nh  ºK k’hCG  ≈∏Y

 
 ≈dEG º°SôdG ™°Vh ôu«Zh
 ¿CG ßM’ ,

 f(x) øe ôs«¨J ™HÉàdG ôu«¨àªdG
 øe π≤à°ùªdG ôu«¨àªdGh , r ≈dEG

. r = 2 π uãe . θ ≈dEG x

التمثيل البياني للمعادلت القطبيةمــثال 4

0π

π
2

3π
2

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

54321O

π
4(2, )

(2, π)

4π
3

 (2, _)

r = 2



55 á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G 2 - 1 الدر�س

θ =   π _ 
6
   (b  

ن Aلوé الeعادلة    θ =   π _ 6 م� @eي� النقاA ،  (r,   π _ 6  )  àيr r أي  öتكو>   

 _ 4,   π) , (  π _ 6   ,1) ؛  وLلي� فlن 
6

  ) , (-3.5,   π _ 6  ) àقيق� مث� النقاA ددL
التeثي� البيان� Lبارة e@ �Lي� النقاà الواSعة Lل� الeستقيم ال|ي 

ي]ن� زاوية   π _ 6   م� ال�eور القطب�. 
تحقق من فهمك تحقق من فهمك 

مَثِّل كل معاØلة من المعاØلات القطبية الآتية بيانيًّا:
θ =   2π _ 3   (4B  r = 3  (4A 

يeك�Î ôي�اد الeسافة =ي� نقطتي� ف� الeستوî القطب� =استعeاé ال]ي`ة اù<ية.

افترض أن P  1  (  r  1  ,  θ  1  ) ,  P  2  ( r  2  ,  θ  2  )   نقطتان ف� الeستوî القطب�، 
<ôعط� الeسافة   P  1  P  2 ، =ال]ي`ة:

 P  1   P  2  =    
 √ """"""""""""     r  1   2  +   r  2   2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )  

56 ∫GDƒ°ùdG »a á¨«°üdG √òg øgôÑJ ±ƒ°S

حركة جوية: يتابع مراRبُ الحركة الجوية طائرتين تطيران على الارتفاâ نفسه، حيq إحداثيات موRعي 
الطائرتين هما A(5, 310°) , B(6, 345°) ، وتقاس المسافة المتجهة بالأميال.

مثِّل هذا المو�R في المستوî القطبي.  (a  

<ق� الطاýرة L Aل� =ôعد mi 5 م� القطo، وLل� ضل� اøنتهاء ل~اوية    
Sياسها °310 ، ف� Aي� <ق� الطاýرة L Bل� =ôعد mi 6 م� القطo، وLل� 

ضل� اøنتهاء ل~اوية Sياسها eT ، 345°ا ف� الZك� ال�eاور.
إذا كانت تعليمات الطيران تتطلب أن تكون المسافة بين الطائرتين أكثر من   (b  

x إجابتك. mi 3 ، فهل تخال� هاتان الطائرتان هذه التعليماتÈ وَ�ِّ

=استعeاé ال]ي`ة القطبية للeسافة، فlن.   

   √ """"""""""""     r  1   2  +   r  2   2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )  AB =á«Ñ£≤dG á¨«°üdÉH áaÉ°ùªdG

    
 √ """""""""""""    5  2  +  6  2  - 2(5)(6) cos (345° - 310°)   ≈ 3.44= ( r  1 ,  θ  1 ) = (5, 310°) , ( r  2 ,  θ  2 ) = (6, 345°)

أي أن الeسافة =ي� الطاýر<ي� mi 3.44 <قريبðا؛ وLلي� فlنهeا ø <�الaان <عليeات الطيران.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

د رادار =�ري AرTة Sار=ي�، ÙÎا TانAÎ qداثيات موSع� القار=ي� (65° , 3) , (150° , 8) ،  ôÉقوارب: ير  (5  
.éمياúا= r rيA

 Èسافة =ي� القار=ي�eما ال  (5B فeث�ö ه|ا الeو�S ف� الeستوî القطب�.    (5A  

54321O

 (-3.5, )π
6

π
6(4, )

π
6(1, )π

6θ =
0π

π
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3π
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3

2π
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7π
6

11π
6

5π
6

π
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الم�سافة بال�سي�ة القطبيةمفهوم اأ�سا�سي

150°

300°240°

330°210°

60°120°
90°

270°

0°4321O

P1(r1 , θ1)

P2 (r2 , θ2)

تنبي¦ �
تهيئة الحا�سبة البيانيUة  

 áaÉ°ùªdG á¨«°U ∫Éª©à°SG óæY
 §Ñ°V øe ócCÉJ ,á«Ñ£≤dG

 á«©°Vh ≈∏Y á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG
 Ö°ùëH ¿ÉjOGôdG hCG , äÉLQódG

.IÉ£©ªdG ÉjGhõdG äÉ°SÉ«b

اإيجاد الم�سافة با�ستعمال ال�سي�ة القطبيةمثال 5 من واقع ا«ياةمثال 5 من واقع ا«ياة

30°150°

300°240°

330°210°

60°120°
90°

270°

0°180° 8642O
B(6, 345°)

A(5, 310°)

 ΩÉY QGOGQ RÉ¡L É«fÉªdCG äQ qnƒW ó≤d
 øª°V äGôFÉ£dG ó°UQ ™«£à°ùj 1936

. 80 mi Égô£b ∞°üf IôFGO
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(1 , 2 ¿’ÉãªdG) .القطبي îمثِّل كل نقطة مما يأتي في المستو

T(-2.5 , 330°)  2(  R(1 , 120°)  1(  

A (3 ,   π _ 6  )  4(  F (-2 ,    2π _ 3  )   3(  

D  (-1 ,  -  5π _ 
3
  )   6(  B(5 , -60°)  5(  

C(-4 , π)  8(  G (3.5 , -   11π _ 
6
  )  7(  

W(-1.5 , 150°)  10(  M(0.5 , 270°)  9(  

 .~Tرeر مت�دة الýف� منافسة للرماية م� 10 دوا æرماية: يتكون هد  11(  

ويتدرL Õدد النقاà الeكتسبة م� Î 1ل� 10 م� ال�لقة الداýرية 
 �eا يستعðافترض أن رامي .oل� التر<يL ليةBرة الداýل� الداÎ ال�ار@ية

 q=اÉjثة أسهم، فĆد أطل� ثS 120، وأن� cm ìطرS �[ا نðهدف
الهدL æند النقاÙÎ .(114, 45°) , (82, 315°) , (30, 240°) àا Tان 

ل�eي� ال�لقات الداýرية السeك نaس�، ويساوي طوé ن]� Sطر 
(1 , 2 ¿’ÉãªdG) .ليةBرة الداýالدا

120 cm

f�F�1 �b�F�10

ام� ف� الeستوî القطب�. فeث¬� النقاà الت� أÉا=ها الر­  (a  

Èام� ما م�eوâ النقاà الت� L �[Aليها الر­  (b  

إذا كانت θ ≤ 360° ≥ °360- ، فأوجد ثلثة أزواÕ مختلفة كل منها 
(3 ∫Éãe) :طبيين للنقطة في كلٍّ مما يأتيR يمثّل إحداثيين
(-2 , 300°)  13(  (1 , 150°)  12(  

 (-3 ,   2π _ 3  )  15(    (4 , -   7π _ 
6
  )   14(  

 (-5 , -   4π _ 
3
  )  17(    (5 ,   11π _ 6  )   16(  

(-1 , -240°)  19(  (2 , -30°)  18(  

(4 ∫Éãe) :لات القطبية الآتية بيانيًّاØلة من المعاØمَثِّل كل معا
θ = 225°  21(  r = 1.5  20(  

r = - 3.5  23(  θ = -   7π _ 
6
   22(  

القف� بالمظلات: ف� مسا=قة   24(  

 éي�او ،àالهبو �Sة موSلت�ديد د
 æالهد ~Tل� ¯مرÎ éوÉمظل� الو

 �L بارةL æالهد ~Tدد¤؛ ومر�eال
داýرة eAراء طوS éطرها eT .2 mا 
 �a[ن øر<ي� طوýدا æالهد �eZي

(4 ∫Éãe) . 20 m 10 و m اeطريهS
.æللهد ÔĆناط� الثeدود الA �¬ثe> طبيةS تø3 معاد oتTا  (a  

ث¬� ه|ì الeعادøت ف� الeستوî القطب�. óم  (b  

(5 ∫Éãe) .فيما يأتي àمن النقا Õأوجد المسافة بين كل زو
 (3 ,   π _ 2  )  ,  (8 ,   4π _ 3  )  26(   (2 , 30°) , (5 , 120°)  25(  

 (7 , -  π _ 
3
  )  ,  (1 ,   2π _ 3  )  28(   (6 , 45°) ,  (-3 , 300°)  27(  

(4 , -315°) ,  (1 , 60°)  30(    (- 5 ,   7π _ 6  )  ,  (4 ,   π _ 6  )  29(  

 (- 3 ,   11π _ 6  )  ,  (- 2 ,   5π _ 6  )  32(   (-2 , -30°) , (8 , 210°)  31(  

(7 , - 90°) , (- 4 ,  - 330°)  34(    (1 , -   π _ 
4
  )  ,  (- 5 ,   7π _ 6  )  33(  

(- 5 , 135°) , (-1 , 240°)  36(    (8 , -   2π _ 
3
  )  ,  (4 , -   3π _ 

4
  )  35(  

د  ôا يبع ðد أثر öطعة أرض، ف�دS دودA ديد�> Öا احون: أراد مس­ URم�س  37(  
 ، 418 ft عدô= ل�L رBË ا ðوأثر ، ~Tرeل� يسار الÎ 45° 223 ، =~اوية ft

=~اوية Î 67°ل� يeي� الeرeT ،~Tا ف� الZك� أدناì، أو@د الeسافة 
(5 ∫Éãe) .ثري�úي� ا=

223 ft

yCx´*

418 ft67°
45°

ا م� داýرة ،  ðث¬� @~ءe> لة <]وير مثبتة منطقة @بليةË oSمراقبة: <را  38(  

 rيA ، -60° ≤ θ ≤ 150° , 0 ≤ r ≤ 40 تباينتي�eال= ôد  و<�ôد­
r =اúمتار.

مث¬� ف� الeستوî القطب� الeنطقة الت� يeك� ùلة الت]وير   (a  
مراSبتها.

أو@د مساAة الeنطقة )مساAة القطاâ الداýري <ساوي:   (b  

     × مساAة الداýرة(.
360°

SياÜ زاوية القطاâ =الدر@ات  __  
    

تدرب وحل ا½�سائل

2]p´*��]�D*�yCx

20 m

10 m
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إذا كانت θ ≤ 180° ≥ 0 ، فأوجد زوجًا Ëخر من الإحداثيات القطبيّة لكل 
نقطة مما يأتي:

 (5 , 960°)  39(  

 (-2.5 ,   15π _ 6  )  40(  

 (4 ,   33π _ 
12

  )  41(  

(1.25 ,-920°)  42(  

 (-1 , -  21π _ 
8
  )  43(  

(- 6 , -1460°)  44(  

 Öسرeال �Éو ôك�eوي .Öيدة ف� مسر[S رLاI يلق� :wم�سر  45(  
=eستوS îطب�، =�يr يق� الZاLر ف� القطo =ا<�اì ال�eور 

القطب�. افترض أن ال�eهور ي�ل� ف� الeنطقة ال�eددة 
 _ A ، -   πيr r =اSúدام.

4
   ≤ θ ≤   π _ 

4
   , 30 ≤ r ≤ 240  تباينتي�eال=

مث¬� الeنطقة الت� ي�ل� =ها ال�eهور ف� الeستوî القطب�.  (a  

ÙÎا Tان ��I �T =�ا@ة Îل�  ft   2  5، فكم مقعداð يتس� ل�   (b  
ÈÖسرeال

اأمن: ي\�ء م]باÖ مراSبة مثبL qل� سطy أAد الeنازé منطقة Lل�   46(  

 ،  π _ 6   ≤ θ ≤   5π _ 6     تباينتي�eد =ال  Iك� @~ء م� Sطاâ داýري م�د­
A ، x ≤ r ≤ 20يr r =اSúدام. ÙÎا Tانq مساAة الeنطقة 

. x ةeيS و@دjف ،ìك� أدناZا هو مبي� ف� الeT ، 314.16   ft   2 

π

π
2

3π
2

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

20Ox

314.16 ft  2

0

أوجد الإحداثي المجهول الذي يحقِّق الYروà المعطاة في كل مما يأتي:

 P  1  = (3, 35°) ,  P  2  = (r, 75°) ,  P  1  P  2  = 4.174  47(  

  P  1  = (5, 125°) ,  P  2  = (2, θ) ,  P  1  P  2  = 4 , 0 ≤ θ ≤ 180°  48(  

 P  1  = (3, θ) ,  P  2  =  (4,   7π _ 9  )  ,  P  1  P  2  = 5 , 0 ≤ θ ≤ π  49(  

  P  1  = (r, 120°) ,  P  2  = (4, 160°) ,  P  1  P  2  = 3.297  50(  

)51  تمثيلات متعددة: ف� ه|ì الeسjلة، سوæ <ستق]� العSĆة 
=ي� اAüداثيات القطبية واAüداثيات الديكار<ية.

ا: Lي¬�  A (2 ,   π _ 3  ) ف� الeستوî القطب�، وارسم نظام  بيانيًّ  (a  

اAüداثيات الديكار<ية فوç الeستوî القطب� =�يr <نطب� نقطة 
اL �Éúل� القطo ، وال�~ء الeو@o م� ال�eور L xل� 

 θ ستقيمeل� الL y ور�eور القطب�. و=التال� سينطب� ال�eال
ا =وA �É م� نقطة ا�Éú، وارسم منها  ðeýاS اðارسم مثلث .=   π _ 2  

. x ور�eل� الL ا ðودeL

 éطو éاeة =استعeýطول� ضلع� ال~اوية القا oسAا: ا عدديًّ  (b  
الو<ر والeتطا=قات الeثلثية.

ا: Lي¬�  L B ( 4 ,   5π _ 6  )ل� الeستوî القطب� نaس�، وارسم  بيانيًّ  (c  

ا Lل�  ðودeL وارسم منها ،�Éúنقطة ا �ا =وB �É م ðeýاS اðمثلث
ال�eور x ، واAسo طول� ضلع� ال~اوية القاeýة.

ا: Tي� <ر<ب� أطواé أضâĆ الeثلr =اAüداثيات  تحليليًّ  (d  
Èالديكار<ية لك� نقطة

 ، (r , θ) داثيات القطبيةAüة =ي� اSĆالع ÖرIا: ا تحليليًّ  (e  
. (x , y) داثيات الديكار<يةAüوا

اكتب المعاØلة لكل تمثيل Rطبي مما يأتي:

 52(   

 53(  

0π

π
2

3π
2

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6
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م�سائل مهارات التفكÕ العليا

y لeاÙا ø يكون <ر<يo النقاà ف� معادلة الeسافة  öتبرير: وض  54(  
ا، أو =عبارة أBرî، لeاÙا يeكنك اBتيار أي نقطة لتكون   ăeالقطبية مه

È P  2  لتكون îرBúوالنقطة ا ، P  1 

بðا م� اAüداثيات القطبية ؛ لتeثي� النقطة  ­> óر ôا م ð@أو@د زو : UQتحد  55(  
الت� AÎداثيا<ها الديكار<ية (4- ,3-).

  P  1 ( r  1 ,  θ  1 ) ,  P  2   (  r  2  ,   θ  2  ) سافة =ي� النقطتي�eأن ال qبرهان: أثب  56(  

.   P  1   P  2   =   √ """"""""""""     r  1   2  +   r  2   2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )    ه� 
)OÉ°TQEG: استعS �eانون @يوÑ التeام(.

y ماÙا ي�دÔ لeعادلة الeسافة الeعطاة =ال]ي`ة  öتبرير: وض  57(  

ر ه|ا الت`يöر. القطبية Lندما يكون   θ  2  -  θ  1  =   π _ 2  . فس¬

اكت�سف الخطاأ: Sام �T م� سعيد وLل� =تeثي� النقطة (45° , 5)   58(  

 Èي�ة�É ا=ت�@Î qانT اeأيه .ìأدنا �öا هو مبيeT القطب� îستوeف� ال
ر Î@ا=تك. =óر¬

علي

5

¤c�D*�4¡p´*

45°

O
   

�سعيد

5

¤c�D*�4¡p´*

45°

O

 �Sداثيات القطبية لت�ديد موAüاية اaT دمL oسب � ¬eB :iاكت   59(  

طاýرة =Zك� دSي�.

مراجعة تراكمية

 Ø أوجد حاصل ال]رÑ الداخلي للمتجهين u , v في كل مما يأتي، ثم حدِّ
(1 - 5 ¢SQódG) : ما إذا كان u , v متعامدين أولاًّ

u = 〈4, 10, 1〉, v = 〈-5, 1, 7〉   60(  

u = 〈-5, 4, 2〉, v = 〈-4, -9, 8〉  61(  

u = 〈-8, -3, 12〉, v = 〈4, -6, 0〉  62(  

إذا كان a = 〈-4, 3, -2〉 , b = 〈2, 5, 1〉 , c = 〈3, -6, 5〉 . فأوجد 
(1 - 4 ¢SQódG) :كلًّ مما يأتي

3a + 2b + 8c  63(  

-2a + 4b - 5c  64(  

(1 -5 ¢SQódG) :لكل مما يأتي u , v بين المتجهين θ أوجد الزاوية
u = 〈4, -3, 5〉, v = 〈2, 6, -8〉  65(  

u = 2 i - 4 j + 7 k, v = 5 i + 6 j - 11 k  66(  

u = 〈-1, 1, 5〉, v = 〈7, -6, 9〉  67(  

أوجد إحداثيات مركز وطول نص� Rطر كل من الدوائر الآتية:  
(á≤HÉ°S IQÉ¡e)

 x   2  + ( y - 1 )  2  = 9  68(  

( x + 1 )  2  +  y   2  = 16  69(  

 x   2  +  y  2  = 1  70(  

تدريi على اختبار

 ، R(-5 , 3) ن نقطة البدايةÎ rيA ،     - RS �¬ثeية ي>ùت�هات اe71  أي́ ال(  
ÈS(2 , -7) ونقطة النهاية

〈-7, 10〉  C  〈7, -10〉  A  

〈-3, -10〉  D  〈-3, 10〉  B  

يستطي� رIاÝ ماء رöÝ منطقة Lل� Iك� Sطاâ داýري يeك�   72(  
 ، -30° ≤ θ ≤ 210° , 0 ≤ r ≤ 20 تباينتي�eديدها =ال�>

Èنطقةeال ì|ة التقريبية لهAساeدام. ما الSúا= r rيA

0°10 20180°

30°150°

210° 330°

60°120°
90°

852  ft  2  C  821  ft   2  A  

866  ft  2  D  838  ft  2  B  
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ال�سورة القطبية وال�سورة الديكارتية للمعادلت
Polar and Rectangular Forms of Equations

ا فوÉ çو<ية Lل� Iك� دواýر Tاملة، وLندما  ð@ل� أمواË ò�@ل� رÎ qثب ôم � ó� õم rيبع
 �L عد ال�سمô= Ñارة، ويقوم =�ساIÎ يستقب� ��eن الlسم، ف�= Õمواúطدم ا[>

 ��eال �Éويو . θ ت�هةeوال~اوية ال ، r ت�هةeسافة الeلة الøل� =دùمقدمة الر@� ا
@� اùل� الö|ي ي�ولها Îل� اAüداثيات الديكار<ية؛  ه|ì اAüداثيات القطبية Îل� الر­

ليتeك� م� <عيينها Lل� Bريطة داBلية.

 P(x, y) داثيات النقطةAÎ تا=ةT ك�eالإحداثيات القطبية والديكارتية ي
الواSعة Lل� داýرة الوAدة ، والeقا=لة ل~اوية L θل� ال]ورة P(cos θ, sin θ) ؛ úن

cos θ =   x _ r   =   x _ 
1
   = x  ,  sin θ =   y _ r   =   y _ 

1
   = y

ا Aقيقيăا r =دðø م� 1، فlن� يeكننا Tتا=ة النقطة  ðددL رةýطر داS �[ن éان طوT اÙlف
:�>ùل� الن�و اL r , θ لةøد= P(x, y)

  y _ r  sin θ =,  x _ r  cos θ =
r »a Üô°VGyr sin θ =,xr cos θ =

وÙÎا نظرنا للeستوî الديكار<� Lل� أن� مستوS îطب�، =�يr ينطب� ال�eور القطب� Lل� ال�~ء الeو@o م� 
ال�eور x ، والقطL oل� نقطة ا�Éú، فlن� ي]بy لدينا وسيلة لت�وي� اAüداثيöات القطبية Îل� اAüداثيöات 

الديكار<يöة.

 äÉ«KGóME’G ¿EÉa , ( r, θ ) á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G P á£≤æ∏d ¿Éc GPEG
 :»g P á£≤æ∏d (x, y) á«JQÉµjódG

 x = r cos θ  ,  y = r sin θ

. ( x , y ) = ( r cos θ, r sin θ ) ¿CG …CG

حوّل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات Øيكارتية، لكلِّ نقطة مما يأتي:
P ( 4 ,   π _ 

6
   )  (a  

. r = 4 , θ =   π _ 6   نlف ، (r, θ) =  (4 ,   π _ 6  )  داثيات النقطةAÎ ا أنe=   

r cos θx =πjƒëàdG ≠«°Ur sin θy =

4 cos   π _ 6  =r = 4 , θ =   π _ 
6
  4 sin   π _ 6  =

4  (    
√ # 3   

 _ 2  ) =§ u°ùH4  (  1 _ 2  ) =

2  √ # 3  =2=

.ìĆLك� أZا ف� الeT اðه� (2 ,  3 # √  2) أو (2 ,3.46) <قريب P داثيات الديكار<ية للنقطةAüأي أن ا   

 ¢†©Hh •É≤ædG π«ãªJ oâ°SQO
 .á«Ñ£≤dG ä’OÉ©ªdG 

(2 -1 ¢SQódG ) 

 äÉ«KGóME’G ø«H o∫ q pƒMCG  ■
.á«JQÉµjódGh á«Ñ£≤dG

 øe ä’OÉ©ªdG o∫ q pƒMCG  ■
 ≈dEG á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

 á«JQÉµjódG IQƒ°üdG
.¢ùµ©dGh

O

r =
 1

θ

P(x, y)  
P(cos θ, sin θ) 

y

y

xx

تحويل الإحداثيات القطبية اإلى الإحداثيات الديكارتيةمفهوم اأ�سا�سي
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x

y

θ

P(x, y)
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π_
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x
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الλورΓ القطبية والλورΓ الΩيكارتية للمعاϻΩت

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-اΩΣϹاثيات القطبية واϷعΩاΩ المركبة

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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Q(-2, 135°)  (b  

. r = -2 , θ = 135° نlف ، (r , θ) = (- 2 , 135°) داثيات النقطةAÎ ا أنe=   

r cos θx =πjƒëàdG ≠«°Ur sin θy =

-2 cos 135°=r = -2 , θ = 135°-2 sin 135°=

-2 (-     
√ # 2   _ 
2
  )  =   √ # 2  =§ u°ùH-2 (    

√ # 2  
 _ 

2
  )  = -  √ # 2  =

أي أن اAüداثيات الديكار<ية للنقطة Q ه� (  2 # √  - ,   2 # √  ) أو (1.41- , 1.41)    
.ìĆLك� أZا ف� الeT اðقريب>

V(3, -120°)  (c  

r = 3 , θ = -120° نlف ، (r , θ) = (3 , -120°) داثيات النقطةAÎ ا أنe=   

r cos θx =πjƒëàdG ≠«°Ur sin θy =

3 (cos -120°)=r = 3 , θ = -120°3 sin (-120°)=

3 (-   1 _ 
2
  )  = -   3 _ 

2
  =§ u°ùH3  (-     

√ # 3   _ 
2
  )  = -    3  √ # 3   _ 

2
  =

.ìĆLك� أZا ف� الeT اð3   -)   أو (2.6- , 1.5-) <قريب _ 
2
    , -   3  √ # 3   _ 

2
أي أن اAüداثيات الديكار<ية للنقطة V ه�  (     

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
ل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات Øيكارتية، لكل نقطة مما يأتي: حوِّ

T (-3 , 45° )  )1C   S  (5 ,    π _ 3  )  )1B  R(- 6 , -120°)  )1A 

ولكتا=ة زوÕ اAüداثيات الديكار<ية =ال]ي`ة القطبية، فlنك =�ا@ة Îل� Îي�اد الeسافة الeت�هة r م� النقطة Î (x, y)ل� 
 . öور القطب��eأو ال x ور�eم� ال o@وeال�~ء ال �نقطة ا�Éú أو القطo، و SياÜ ال~اوية الeت�هة الت� ي]نعها r م

.�Éúل� نقطة اÎ (x, y) م� النقطة r سافةeي�اد الü ؛ÜورQنظرية فيثا �eاستع
 x  2  +  y  2  r  2  =¢SQƒZÉã«a ájô¶f

  √ ###  x  2  +  y  2   r =ø«aô£∏d ÖLƒªdG »©«HôàdG QòédG ò oN

:θ ي�اد ال~اويةüدالة الظ�، و éĆB م� x , y ك� م�= θ ر<ب� ال~اوية>
  
y
 _ x  tan θ =π¶dG ∞jô©J

Ta n  -1    
y
 _ x  θ =π¶dG ¢Sƒµ©e ádGO

 _ π   -) أو (°90 ,°90-) ف� نظام اAüداثيات الديكار<ية. 
2
   ,   π _ 2  ) ترةaل� الL فة فق� öة للظ� معرöر أن الدالة العكسي öT|>

 ، x < 0 qانT اÙÎك� 2.2.1 . وZا ف� الeT ، x >  0 ندما <كونL أي ،�و<ôعط� Sيم θ الواSعة ف� الر=� اúوé أو الرا=
 ÜياS ل�Î ) y = tan x الدورة للدالة éأو °180 )طو π ضافةÎ ليكL ل|ا ،rالثان� أو الثال �فlن ال~اوية <ق� ف� الر=

ال~اوية الeعطاة =الدالة العكسيöة للظ� eTا ف� الZك� 2.2.2 .

 x < 0 ندماL θ = Ta n  -1    
 y

 _ x   + 180° أو θ = Ta n  -1    
y

 _ x   + π

ال�سكل 2.2.2

y

x

π_

π

2

3π_
2P(x, y) 

θ θ + π 

O
0

  
x > 0 ندماL θ = Ta n  -1    

y
 _ x   

ال�سكل 2.2.1

y

O x

π_
2

π

3π_
2

P(x, y)

0
θ 

Q

y

O x

π_
2

135°

2

0

y

O x

R
-120°

0

3

π
2

اإر�سادات للدرا�سة

 تحويل الإحداثيات 
 πjƒëàd á©ÑàªdG á«∏ª©dG ¿EG
 ≈dEG á«JQÉµjódG äÉ«KGóME’G

 »g á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G
 »a á©ÑàªdG á«∏ª©dG É¡oJGP

.¬gÉéJGh ¬éàªdG ∫ƒW OÉéjEG
x

r y

y

O x

π_
2

π

3π_
2

θ

P(x, y)

0
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 äÉ«KGóME’G ¿EÉa , ( x , y) á«JQÉµjódG äÉ«KGóME’G P á£≤æ∏d ¿Éc GPEG
:å«M ( r, θ) »g P á£≤æ∏d á«Ñ£≤dG

x > 0 ÉeóæY ,  θ = Ta n  -1    
y

 _ x ,    r =   √ ####  x  2  +  y  2  
:¿EÉa x < 0 ÉeóæYh  

θ = Ta n  -1    
y

 _ x   + π  

. θ = Ta n  -1    
y

 _ x   + 180° hCG  

 y > 0 âfÉc GPEG r = y ,   θ =   π _ 2 :¿EÉa x = 0 ÉeóæYh  

y < 0 âfÉc GPEG r = y ,    θ = -   π _ 2  hCG  

ا øنهاýيăا م� أزواÕ اAüداثيات القطبية للنقطة، والت�وي� م� اAüداثيات الديكار<ية Îل�  ðددL èر أن هنا ­T|>
اAüداثيات القطبية يعط� أAدها.

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثّل إحداثيين Rطبيين لكل نقطة معطاة بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي:
S  (1 ,  -  √ # 3   )  (a  

. x = 1 , y = -  √ # 3   نlف ، (x, y) = (1 , -   √ # 3   ) داثيات النقطةAÎ ا أنe=   

. θ ي�اد ال~اويةü ؛ θ = Ta n  -1    
y
 _ x   ال]ي`ة �eل|ا استع ، x > 0 نúو   

   √ ###  x  2  +  y  2   r =πjƒëàdG ≠«°UTa n  -1    
y

 _ x  θ =

   √ #####   1  2  + (-  √ # 3   )  2   =x = 1 , y = -  √ # 3  Ta n  -1    -  √ # 3  
 _ 1  =

   √ # 4   = 2=§ u°ùH -   π _ 
3
  =

 .S داثيات القطبية للنقطةAüم� ا Õ2 )  زو , -   π _ 
3
أي أن  (       

. 2π ضافةl= لكÙو ، θ ة مو@بة لـeيS éاeر =استعBË Õي�اد زوÎ ك�eوي 
 _ π   - , 2)  أو  eT ،  (2 ,   5π _ 3   )ا ف� الZك� ال�eاور.

3
   + 2π)  فيكون

T (-3 , 6)  (b  

 .x = -3 , y = 6 نlف ، (x, y) = (-3, 6) داثيات النقطةAÎ ا أنe=    

θ ي�اد ال~اويةü ؛ θ = Ta n  -1    
y
 _ x   + 180° ال]ي`ة �eل|ا استع ، x < 0 نúو

  √ ###  x  2  +  y  2   r =πjƒëàdG ≠«°UTa n  -1    
y

 _ x   + 180°θ =

  √ ##### (-3 )  2  +  6  2   =y = 6 , x = -3Ta n  -1   (-   6 _  3 
  )  + 180°=

  √ # 45   ≈ 6.71=§ u°ùHTa n  -1  (-2) + 180° ≈ 117°=

أي أن (°117 , 6.71) <قريبðا هو زوÕ م� اAüداثيات القطبية للنقطة T ، ويeك�    

 Îي�اد زوBË Õر =استعeاS éيeة سالبة لـ r، فن�]� Lل�  
(°180 + °117 , 6.71 -) أو eT ، (- 6.71 , 297°)ا ف� الZك� ال�eاور.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك
أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثّل إحداثيين Rطبيين لكل نقطة معطاة 

بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي:
 W(-9 , -4)  (2B   V(8 , 10)  (2A 

تحويل الإحداثيات الديكارتية اإلى الإحداثيات القطبيةمفهوم اأ�سا�سي

r

x

y

θ

P(r, θ )
P(x, y)

O
¤c�D*�4¡p´*

π_
2

y

x

تحويل الإحداثيات الديكارتية اإلى الإحداثيات القطبيUةمــثال 2

S

π_
2

π_
3-

2

5π
3
_

0
x

y

O

y

O x

π_
2

6.71

297˚

117˚

T

0
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é =ي� اAüداثيات القطبية واAüداثيات الديكار<ية. öيد أن <�وaeد يكون م� الS ، واهر ال�ياة الطبيعيةK ف� =ع�

جل الآلي متجه إلى الYرç، وأن المِجَسَّ Rد رَصَدَ جسمًا  رجل ا&لي: بالرجوâ إلى فقرة ®لماذاÈ£ ، افترß أن الرَّ
عند النقطة (295° , 5) .

Èالرجل الآلي إلى حسابها Õما الإحداثيات الديكارتية التي يحتا  (a  

r cos θx =πjƒëàdG ≠«°Ur sin θy =

5 cos 295°=r = 5 , θ = 295°5 sin 295°=

2.11≈§ u°ùH-4.53≈

� ال�سم ه� (4.53 - , 2.11) <قريبðا.Sوeداثيات الديكار<ية لAüأي أن ا   

إذا كان موRع جسم رُصد سابقًا عند النقطة التي إحداثياتها (7 , 3) ، فما المسافة وRياس الزاوية بين الجسم   (b  
Èوالرجل الآلي

  √ ###  x  2  +  y  2   r =πjƒëàdG ≠«°UTa n  -1    
y

 _ x  θ =

  √ ###  3  2  +  7  2   =x = 3 , y = 7Ta n  -1    7 _ 3  =

7.62≈§ u°ùH66.8°≈

� ال�سم ه� (°66.8 ,7.62) <قريبðا؛ أي أن الeسافة =ي� ال�سم والر@� اùل� 7.62، Sوeداثيات القطبية لAüا   
وSياÜ ال~اوية =ينهeا 66.8°

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

ا يت�� Îل�  ð=ارS اء. افترض أنeال q�> èاeسúو@ود ا �Sد؛ لت�ديد موÉهاز ر@ �eستعô9سيد الأ�سما�: ي  (3  
ا م� اúسeاL èند النقطة (125° , 6). ð=د سرÉد رS دÉوأن @هاز الر ،çرZال

Èèاeسúا Ñسر �Sوeداثيات الديكار<ية لAüما ا  (A  

ا Lند النقطة الت� AÎداثيا<ها الديكار<ية (6 , 2 -) ، فeا  ðد سا=قÉ ôد رS èاeسúا Ñسر �Sان موT اÙÎ  (B  
 ÈÑالسر �Sوeداثيات القطبية لAüا

المعادلت القطبية والديكارتية Sد <�تاÕ ف� دراستك الeستقبلية Îل� <�وي� الeعادلة م� ال]ورة الديكار<ية 
دة Éور<ها القطبية  Îل� ال]ورة القطبية والعك�؛ وÙلك لتسهي� =ع� ال�سا=ات. فبع� الeعادøت الديكار<ية الـeعق­

.ìك� أدناZا ف� الeT ل� ال]ورة الديكار<ية والقطبيةL رةýمعادلة الدا �Aø .ا ðثيرT أسه�

á«JQÉµjódG IQƒ°üdG ≈∏Y ádOÉ©ªdGá«Ñ£≤dG IQƒ°üdG ≈∏Y ádOÉ©ªdG
 x  2  +  y  2  = 9r = 3

ا،  ðثيرT ور<ها الديكار<ية أسه�É دة و=Zك�ò مeاث� فlن =ع� الeعادøت القطبية الeعق­
2x - 3y = 6 ور<ها الديكار<ية ه�É  r =   6 __  

2 cos θ - 3 sin θ
فالeعادلة القطبية   

التحويل بين الإحداثياتمثال 3 من واقع ا«ياةمثال 3 من واقع ا«ياة

 ¬fRh Év«dBG kÓLQ É°SÉf ádÉch âªª°U
 ∫ƒWh ,12 ft ¬dƒWh ,ófhÉH 3400

 »a ΩÉ¡ªdG ¢†©H AGOC’ ;11 ft ¬YGQP
.»LQÉîdG AÉ°†ØdG

y

O x

π_

π

2

3π_
2

0
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،r cos θ ـ= x �L نعوض ÙÎ رة؛Iلية مباeL ل� ال]ورة القطبيةÎ عادلة م� ال]ورة الديكار<يةeلية <�وي� الeL نÎ 
� الeعادلة النا<�ة =استعeاé الطرç ال�برية والeتطا=قات الeثلثية.  وy �L =ـ r sin θ ، ثم نبس¬

اكتب كلَّ معاØلة مما يأتي على الصورة القطبية:
(x - 4 )  2  +  y  2  = 16  (a  

� الeعادلة. üي�اد ال]ورة القطبيöة للeعادلة، Lوض x �L =ـ r cos θ وy �L =ـ r sin θ . ثم =óس¬   

= 16(x - 4 )  2  +  y  2 á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= 16(r cos θ - 4 )  2  + (r sin θ )  2 x = r cos θ , y = r sin θ

= 16 r  2  co s  2  θ - 8r cos θ + 16 +  r  2  si n  2  θ Üô°VG

= 0 r  2  co s  2  θ - 8r cos θ +  r  2  si n  2  θø«aô£dG øe 16 ìôWG

= 8r cos θ r  2  co s  2  θ +  r  2  si n  2  θóMGh ±ôW »a á©HôªdG OhóëdG ™°V

= 8r cos θ r  2  (co s  2  θ + si n  2  θ)π u∏M

= 8r cos θ r  2  (1)¢SQƒZÉã«a á≤HÉ£àe

= 8 cos θrr ≠ 0 å«M r ≈∏Y ø«aô£dG º°ùbG

y =  x  2  (b  

=  x  2 yá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= (r cos θ )  2 r sin θx = r cos θ , y = r sin θ

=  r  2  co s  2  θr sin θÜô°VG

= r  sin θ _ 
co s  2  θ

  r co s  2  θ ≈∏Y ø«aô£dG º°ùbG

= r  sin θ _ 
cos θ

   ·   1 _ 
cos θ

    sin θ _ 
co s  2  θ

   =   sin θ _ 
cos θ

   .   1 _ 
cos θ

  

= rtan θ sec θÜƒ∏≤ªdG äÉ≤HÉ£àeh á«Ñ°ùædG äÉ≤HÉ£àªdG

تحقق من فهمك تحقق من فهمك 

اكتب كلَّ معاØلة مما يأتي على الصورة القطبية:
 x  2  -  y  2  = 1  (4B   x  2  + (y - 3 )  2  = 9  (4A 

eLلية <�وي� الeعادلة القطبية Îل� معادلة ديكار<ية ليسq مباIرة مث� eLلية الت�وي� م� الeعادلة الديكار<ية Îل� 
الeعادلة القطبية، ف�a الت�وي� الثان� <ل~منا @eي� العSĆات اù<ية: 

.   r  2  =  x  2  +  y  2  , tan θ =   
y
 _ x   , x = r cos θ , y = r sin θ

تحويل المعادلت الديكارتية اإلى المعادلت القطبيةمــثال 4

اإر�سادات للدرا�سة

 المتطابقات المثلثية  
 ™LGôJ ¿CG ó«ØªdG øe

 »àdG á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG
 ∂JóYÉ°ùªd ;É k≤HÉ°S É¡àª∏©J

 á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG §«°ùÑJ ≈∏Y
 .áq«JQÉµjódG ä’OÉ©ª∏d
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اكتب كلّ معاØلة Rطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية.

θ =   π _ 
6
   (a  

=   π _ 6  θá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

=     
√ # 3  

 _ 3  tan θø«aô£dG tan ò oN

=     
√ # 3  

 _ 3    
y

 _ x  tan θ =   
y

 _ x  

=     
√ # 3  

 _ 3  xyx »a ø«aô£dG Üô°VG

r = 7  (b  

= 7rá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= 49 r  2 ø«aô£dG ™uHQ

= 49 x  2  +  y  2   r  2  =  x  2  +  y  2 

r = -5 sin θ  (c  

= -5 sin θrá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= -5r sin θ r  2 r »a ø«aô£dG Üô°VG 

= -5y x  2  +  y  2   r  2  =  x  2  +  y  2  , y = r sin θ

= 0 x  2  +  y  2  + 5yø«aô£dG ≈dEG 5 y ∞°VCG

تحقق من فهمك تحقق من فهمك 

اكتب كلّ معاØلة Rطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية:

r = 3 cos θ  )5C  θ =   π _ 3   )5B  r = -3  )5A 

تحويل المعادلت القطبية اإلى المعادلت الديكارتيةمــثال 5

اإر�سادات للدرا�سة

 طريقة بديلة 
  (4,   π _ 6  ) h   (2 ,   π _ 6   ) ¿Éà£≤ædG
,    θ =   π _ 6 º«≤à°ùªdG ≈∏Y ¿É©≤J 
 Éª¡d á«JQÉµjódG äÉ«KGóME’Gh

 , (2  √ # 3   , 2) h (  √ # 3   , 1)
 QÉªdG º«≤à°ùªdG ádOÉ©e ¿ƒµàa

 :»g ø«à£≤ædG ø«JÉ¡H
. y =     

√ # 3  
 _ 

3
     x
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حوّل الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات Øيكارتية لكلِّ نقطة مما يأتي:  
(1 ∫Éãe)

 (  1 _ 4    ,   π _ 2  )  2(   ( 2 ,   π _ 
4
  )  1(  

( 2.5 , 250°)  4(  ( 5 , 240°)  3(  

(-13 , -70°)  6(   (-2 ,   4π _ 3  )  5(  

(-2 , 270°)  8(   (  1 _ 2   ,   3π _ 
4
  )  7(  

  (-1 , -   π _ 
6
  )  10(  (4 , 210°)  9(  

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثِّل إحداثيين Rطبيين لكل نقطة معطاة 
(2 ∫Éãe) :بالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي

(-13 , 4)  12(  ( 7, 10)  11(  

( 4, -12)  14(  (- 6 , -12)  13(  

(0 , -173)  16(  (2 , -3)  15(  

(-14 , 14)  18(  ( 1, 3)  17(  

(3 , - 4)  20(  (52 , -31)  19(  

(2 ,   √ # 2   )  22(  (1 , -1)  21(  

 �د �L 1.5 mi من~ل�، و<]ن ôبع> æمدرسة نوا qانT اÙÎ :م�سافات  23(  
 �L o@jف ،ìك� أدناZا ف� الeT çرZال éاeI 53° زاوية مقدارها

(3 ∫Éãe)  .a , b ي�Lرaال

2 mi
1.5 m

i

0.5 mi
f64]´*

d��´*

�*¡F��y�

37°

ا للZرç ثم للeZاé؛ �T ي]� Îل�  ðطريق æا سلك نواÙÎ  (a  
Èìا<�ا �T ف� èيت�ر ðĆدرسة، فكم ميeال

 é~ا، ومنð=0.5 @نو mi ا، وð=رQ 2 mi عدô= ل�L oلعeان الT اÙÎ  (b  
� الeلعL oل� ال]ورة Sداثيات موAÎ اeف ،oث¬� القطeي æنوا

Èالقطبية
 اكتب كلَّ معاØلة مما يأتي على الصورة القطبية:

(4 ∫Éãe)  

(x + 5 )  2  +  y  2  = 25  25(  x = -2  24(  

x = 5  27(  y = -3  26(  

 x  2  + (y + 3 )  2  = 9  29(  (x - 2 )  2  +  y  2  = 4  28(  

 x  2  + (y + 1 )  2  = 1  31(  y =   √ # 3  x  30(  

(5 ∫Éãe)  :طبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتيةR لةØاكتب كلّ معا
θ = -   π _ 

3
   33(  r = 3 sin θ  32(  

r = 4 cos θ  35(  r = 10  34(  

r = 8 csc θ  37(  tan θ = 4  36(  

cot θ = -7  39(  r = - 4  38(  

r = sec θ  41(  θ =   3π _ 
4
   40(  

 ،r = 12.6 sin θ عادلةeال= éزø~ال Õة أمواTرA Õ ó|eنô> :زلزل  42(  
Aيr r مقاس� =اúمياé. اTتo معادلة أمواÕ ال~øزL éل� ال]ورة 

(5 ∫Éãe) .الديكار<ية

اكتب كلّ معاØلة Rطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية:
r =   1 __ 

cos θ + sin θ
    43(  

r = 10 csc  (θ +    7π _ 
4
  )  44(  

r =  3 csc  (θ -   π _ 2  )   45(  

r = - 2 sec  (θ -   11π _ 6  )  46(  

r = 4 sec  (θ -   4π _ 3  )   47(  

r =   5 cos θ + 5 sin θ  __  
co s  2  θ - si n  2  θ

   48(  

r = 2 sin  (θ +   π _ 3  )   49(  

r = 4 cos  (θ +   π _ 2  )  50(  

اكتب كلَّ معاØلة مما يأتي على الصورة القطبية:
6x - 3y = 4  51(  

2x + 5y = 12  52(  

(x-6 )  2  +(y - 8 )  2  = 100  53(  

(x + 3 )  2  + (y - 2 )  2  = 13  54(  

تدرب وحل ا½�سائل



áÑcôªdG OGóYC’Gh á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G 2 66 الف�سل

جولف: ف� أAد مoLĆ ال�ول�، ي�ي� =ثقo الهدæ منطقة   55(  
B\راء م�اطة =eنطقة رملية، eTا ف� الZك� أدناì. أو@د مساAة 

الeنطقة الرملية Lل� فرض أن الثقo يeث¬� القطo لكلتا الeعادلتي�، 
وأن الeسافات <ôقاÜ =وAدة الياردة.

x2 + y2 - 6x - 2y = 39

r = 6 cos θ + 2 sin θ

ارة  ارة: ÙÎا TانAÎ qداثيات أدن� نقطة ف� �Lلة دو­ Wعجلة دو  56(  
(0 ,0)، وأLل� نقطة فيها (20 ,0). 

ارة  فاTتo معادلة الع�لة الدو­  (a  
الeوض�ة =الZك� ال�eاور 

Lل� ال]ورة الديكار<ية.

 a âرaعادلة ف� الeال oتTا  (b  
=ال]ي`ة القطبية.

)57  تمثيلات متعددة: ف� ه|ì الeسjلة سوæ <كت�Z العSĆة =ي�   
اLúداد الeرTبة واAüداثيات القطبية.

 îستوeف� ال  a + bi oTرeثي� العدد الe> ك�eا: ي بيانيًّ  (a  
ث¬� العدد الeر8i oT + 6 ف�  óم .(a, b) الديكار<� =النقطة

الeستوî الديكار<�.
 éاeاستع= oTرeداثيات القطبية للعدد الAüا: أو@د ا عدديًّ  (b  

. a âرaداثيات الديكار<ية الت� أو@د<ها ف� الAüا
ز Î@ا=تك ف� الaرb â =تeثي� اAüداثيات القطبية ف�  ¬~L :ا بيانيًّ  (c  

الeستوî القطب�.
 îستوe3 + 3- ف� الi oTرeا العدد الăث¬� =ياني óا: م بيانيًّ  (d  

الديكار<�.
 éاeاستع= oTرeداثيات القطبية للعدد الAüا: أو@د ا بيانيًّ  (e  

ث¬�  óوم .d âرaداثيات الديكار<ية الت� أو@د<ها ف� الAüا
اAüداثيات القطبية ف� الeستوî القطب�.

ا: أو@د العبارات ال�برية الت� <بيT �öيaية Tتا=ة العدد  تحليليًّ  (f  
الeرa + bi oT =اAüداثيات القطبية.

م�سائل مهارات التفكÕ العليا

اكت�سف الخطاأ: ي�او�T é م� =اس� و<وفي� Tتا=ة الeعادلة القطبية   58(  

 L r = sin θل� ال]ورة الديكار<ية، فيعتقد <وفي� أن ال�� هو

   x  2  +   (y -   1 _ 2  ) ، ف� Aي� يعتقد =اس� أن ال�� هو 
2
   =   1 _ 

4
     

ر Î@ا=تك. y = sin x . أيهeا TانÎ q@ا=ت� �Éي�ةÈ =ر¬

: اTتo معادلة الداýرة r = 2 a cos θ =ال]ورة الديكار<ية،  تحد\  59(  

وأو@د مرT~ها وطوé ن]� Sطرها.

اكتi: اTتe�> oينðا يبي¬� مت� يكون <eثي� الeعادلة Lل� ال]ورة   60(  

القطبيöة أسه� م� <eثيلها Lل� ال]ورة الديكار<ية، ومت� يكون 
ا. ðي��É العك�

برهان: استعx = r cos θ , y = r sin θ �e ؛ üثبات أن   61(   

.sin θ ≠ 0 , cos θ ≠ 0 rيA ، r = x sec θ , r = y csc θ

: اTتo الeعادلة:  تحد\  62(  

 ،  r  2  يمS ب� <عوي�S ÜواSúفك ا :OÉ°TQEG( .ل� ال]ورة الديكار<يةL   
ا م�روطيăا(. ðطعS عادلة الديكار<يةeال �öثe> . r

مراجعة تراكمية

 (2 -1 ¢SQódG) .القطبي îمَثِّل كل نقطة مما يأتي في المستو
A (-2, 45°)  63(  

D (1, 315°)  64(  

C  (-1.5, -   4π _ 
3
  )   65(  

(1 - 3 ¢SQódG) :في كل مما يأتي u , v أوجد الزاوية بين المتّجهين
 u = 〈6, -4〉, v = 〈-5, -7〉  66(  

 u = 〈2, 3〉, v = 〈-9, 6〉  67(  

(0 , 0)

(0 , 20)

 r  2 (4 co s  2  θ + 3 si n  2  θ) + r (-8a cos θ + 6b sin θ) = 
12 - 4 a  2  - 3 b  2 
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طائرات: <تكون مروAة طاýرة م� 5 ري�، الeسافة =ي� أطرافها   68(  
(2 -1 ¢SQódG) . 11.5 ft ة منهاZري �T éتتالية متساوية. ويبل� طوeال

C

D

E

A

B
d

ÙÎا Tانq ال~اوية الت� <]نعها الaZرة A م� ال�eور القطب� 3°،   (a  
ا يeث¬� اAüداثيات القطبية لطرaI �T æرة، =aرض  ð@زو oتTفا

.oل� القطL ة ينطب�Aروeال ~Tأن مر
Èر<ي� متتاليتي�aI ي� رأس�= d سافةeما ال  (b  

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) .لات الآتية باستعمال القانون العامØحل كلًّ من المعا
 x   2  - 7 x = -15  69(  

 x   2  + 2 x + 4 = 0  70(  

12  x   2  + 9 x + 15 = 0  71(  

أوجد طول القطعة المستقيمة التي تصل بين النقطتين في كلٍّ مما يأتي، 
(1 - 4 ¢SQódG) :وأوجد إحداثيات نقطة منتصفها

(2, -15, 12), (1, -11, 15)  72(  

(-4, 2, 8), (9, 6, 0)  73(  

(7, 1, 5), (-2, -5, -11)  74(  

تدريi على اختبار

 îستوeف� ال (-7   , 2π _ 6   ) ر للنقطةBË ðĆثيe> ية يعد>ùا àأي° م� النقا  75(  
Èالقطب�

( 2 ,   π _ 6   )  A  

( -2 ,   π _ 6   )  B  

( 2 ,   -11π _ 6   )  C  

( -2 ,   11π _ 6   )  D  

 ، k �¬ثeي �>jا يeي° مjف ، m = 〈5, - 4〉, n = 〈-7, 3〉 انT اÙÎ  76(  
È k = n - 2 m rيA

〈-17, 11〉  A  

〈-17, -5 〉  B  

〈17, -11〉  C  

〈-17, 5 〉  D  

È x  2  + (y - 2 )  2  = 4 عادلةeما ال]ورة القطبية لل  77(  

r = sin θ  A  

r = 2 sin θ  B  

r = 4 sin θ  C  

r = 8 sin θ  D  

)78  ما Aا�É ال\رÑ اø<�اه� للeت�هي�:   
È u = 〈6, - 1 ,  -2 〉, v = 〈- 1 , - 4 ,  2 〉

〈- 10 , 10 ,  25 〉  A  

〈- 10 , - 10 ,  25 〉  B  

〈- 10 , - 10 , - 25 〉  C  

〈- 10 , 10 , - 25 〉  D  
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الأعداد المركبة ونظرية ديموافر 
Complex Numbers and De Moivre’s Theorem

يستع�e مهندسو الكهر=اء اLúداد الeرTبة لو�É =ع� 
العSĆات ف� الكهر=اء. فالكeيات: فرç ال�هد V، والeعاوSة 

 �eالت� <ستع ، V = I · Z ةSĆر<ب� =الع> I دة التيارIو ،Z
لو�É <يار متردد. ويeك� Tتا=ة �T مت`ير Lل� Éورة Lدد 

 �eالعدد الت�يل� )ويستع j rيA ، a + bj ل� ال]ورةL oTمر
.)I دة التيارI ~رم �الeهندسون A jت� ø ي�تل� الرم~ م

)اإر�ساد: استعeلT qلeة الeعاوSة =دðø م� Tلeة الeقاومة؛ 
úن م�eوLة اLúداد الeست�دمة هنا ه� م�eوLة اLúداد 

الeرTبة، Aيr <ستعT �eلeة الeقاومة ف� م�eوLة اLúداد ال�قيقية(.

عط� Lل�  ôeال oTرeال�سورة القطبية للاأعداد المركبة ال�~ء ال�قيق� للعدد ال
 oTرeثي� العدد الe> كنكeوي . bi وال�~ء الت�يل� a هو ، a + bi ال]ورة الديكار<ية

Lل� المستوî المركب =النقطة eT .(a, b)ا هو ال�اé ف� الeستوî اAüداث�، فlننا 
عي­�ô ال�~ء ال�قيق� Lل� م�ور أفق�  ôوي ،oTرeثي� العدد الeل� م�وري� لتÎ Õن�تا

عي­�ô ال�~ء الت�يل� Lل� م�ور  ôي� يA ف� ، R ~المحور الحقيقي ويرم~ ل� =الرم � ­eسôي
. i ~المحور التخيلي ويرم~ ل� =الرم � ­eسôرأس� ي

ا Aقيقيăا يeك� <eثيل�  ðددL يكون النا<ج .) b = 0 أن �Aø( a + 0i oTرeف� العدد ال
Lل� �B اLúداد أو Lل� ال�eور ال�قيق�. وLندما b ≠ 0 ، فlننا سن�تاÎ Õل� ال�eور الت�يل� لتeثي� ال�~ء الت�يل�.

O

¤�£sgD*�(i)

¤�£�²*�(R)

a

b

a + bi
(a, b)

    

a + 0iO

¤�£sgD*�(i)

¤�£�²*�(R)

ر أن القيeة الeطلقة لعدد Aقيق� ه� الeسافة =ي� Ùلك العدد وال]aر Lل� �B اLúداد ، و=الeث� ، فlن  ­T|>
القيمة المطلقة لعدØ مركب ه� الeسافة =ي� العدد وال]aر ف� الeستوî الeرoT . وLند <eثي� العدد a + bi ف� 

.ÜورQنظرية فيثا éاeر =استعa[ال �L ìعدô= ÑساA مكانüن� =اlف .oTرeال îستوeال

:»g z = a + bi ÖcôªdG Oó©∏d á≤∏£ªdG áª«≤dG

|z| = |a + bi| =   √ ###  a  2  +  b  2   

 äÉ«∏ª©dG AGôLEG â°SQO
 OGóYC’G ≈∏Y á«HÉ°ùëdG

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) .áÑcôªdG

 øe áÑcôªdG OGóYC’G o∫ qƒMCG  ■
 ≈dEG á«JQÉµjódG IQƒ°üdG

.¢ùµ©dGh á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG
 OGóYC’G Üô°V nπ°UÉM oóLnCG  ■

 oóLCGh ,É¡àª°ùbh áÑcôªdG
 IQƒ°üdG »a ÉgGƒbh ÉgQhòL

.á«Ñ£≤dG

ÖcôªdG iƒà°ùªdG
complex plane

»≤«≤ëdG QƒëªdG
real axis

»∏«îàdG QƒëªdG
imaginary axis

Öcôe Oó©d á≤∏£ªdG áª«≤dG
 absolute value of a complex

number

á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG
polar form

á«ã∏ãªdG IQƒ°üdG
trigonometric form

¢SÉ«≤ªdG
modulus

á©°ùdG
argument

óMGh Oó©∏d á«fƒædG QhòédG
nth roots of unity

O

dCx´*�I¡gz´*

¤�£sgD*�(i)

¤�£�²*�(R)

القيمة المطلقة لعدد مركiمفهوم اأ�سا�سي

O

|z|

(a, b)

a

b

R

i

L-GE-CBE-TRNS-math6-CH2-L4

http://esstest-net.t4edu.com/Files/LessonsQR/httpsien.edu.saqrL-GE-CBE-
TRNS-math6-CH2-L4.png

اϷعΩاΩ المركبة ونυرية Ωيمواϓر

التعليم العام-الثانوية مقررات-علوم طبيعية-رياضيات6-اΩΣϹاثيات القطبية واϷعΩاΩ المركبة

علوم طبيعية

الثانوية مقررات
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مَثِّل كل عدØ مما يأتي في المستوî المركَّب، وأوجد Rيمته المطلقة:
z = 4 + 3i  (a  

(a , b) = (4 , 3)   

O

−2

−4

−2−4

4

2

2 4

(4, 3)

R

i

  

á≤∏£ªdG áª«≤dG ∞jô©J |z| =   √ ###  a  2  +  b  2   

a = 4 , b = 3 =   √ ###  4  2  +  3  2   

§ u°ùH =   √ # 25   = 5

القيeة الeطلقة للعدد 3i + 4 <ساوي 5.   

   z = -2 - i   (b  

(a , b) = (-2 , -1)   

O

−2

−4

−2−4

4

2

2 4

(−2, −1)
R

i

  

á≤∏£ªdG áª«≤dG ∞jô©J |z| =   √ ###  a  2  +  b  2   

a = -2 , b = -1 =    √ ######  (-2 )  2  + (-1 )  2   

§ u°ùH =    √ # 5   ≈ 2.24

القيeة الeطلقة للعدد i - 2- <ساوي 2.24 <قريبðا.   

تحقق من فهمك تحقق من فهمك 
مَثِّل كل عدØ مما يأتي في المستوî المركب، وأوجد Rيمته المطلقة:

-3 + 4i  (1B  5 + 2i  (1A 

تبq اAüداثيات الديكار<ية L (x, y)ل� Éورة AÎداثيات Sطبية، فlن� يeك� Tتا=ة  ôT اeT
ا مرTبðا ف� الeستوî الeرL oTل� ال]ورة القطبية.  ðددL �¬ثe> الت� (a, b) داثيات الديكار<يةAüا

.a , b  يمS ي�ادü x , y يمS ي�ادÎ ف� qلeعôسها الت� استaثلثية نeال éطب� الدواô>و
=   a _ r  cos θ,=   b _ r  sin θ

= ar cos θ= br sin θr »a ±ôW πc Üô°VG

.oTي�اد الصورة القطبية أو الصورة المثلثية لعدد مرÎ كنناeي ، b ، a ت القطبية لك� م�Ćثيeو=تعوي� الت
= a + biz»∏°UC’G ÖcôªdG Oó©dG
= r cos θ + (r sin θ)i b = r sin θ , a = r cos θ

= r(cos θ + i sin θ)∑ôà°ûªdG πeÉ©dG ò oN

ف� Aالة العدد الeرoT ، فlن e> rث¬� القيeة الeطلقة أو المقياس للعدد الeرoT، ويeك� Îي�ادها =استعeاé اü@راء 
� ال~اوية θ سعة العدد الeرoT. و=الeث�  ­eسô> .r = |z| =   √ ###  a  2  +  b  2    طلقةeة الeي�اد القيü لت�eس� ال|ي استعaن

 üي�اد θ م� اAüداثيات الديكار<ية ( x, y ) ، فlن� Lند استعeاé اLúداد الeرTبة يكون
. a < 0 ندماL θ = Ta n  -1    b _ a   + π  أو  a > 0 ندماL θ = Ta n  -1    b _ a     

 :»g z = a + bi  ÖcôªdG Oó©∏d á«ã∏ãªdG hCG á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG
rيA ، z = r (cos θ + i sin θ)

 , b = r sin θ , a = r cos θ ,    r = |z| =   √ ###  a  2  +  b  2 

. a < 0 ÉeóæY θ = Ta n  -1    b _ a   + π  ,  a > 0 ÉeóæY θ = Ta n  -1    b _ a  

b < 0 qانT اÙÎ θ = -  π _ 2     , b > 0 إذا كانت θ =  π _ 2     نkف , a = 0 âfÉc GPEG ÉeCG

تمثيل الأعداد المركبة واإيجاد قيمها المطلقةمــثال 1

O

(a, b)

θ

r

a

b

R

i تنبي¦ �
 ال�سورة القطبية: 

 ø«H §∏îdG ΩóY Öéj
 Oó©∏d á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

 äÉ«KGóME’Gh ÖcôªdG
 .ÖcôªdG Oó©∏d á«Ñ£≤dG
 Oó©d á«Ñ£≤dG IQƒ°üdÉa

 iôNCG á≤jôW »g Öcôe
 ±ƒ°Sh . ÖcôªdG Oó©dG áHÉàµd

 á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G ¢ûbÉæf
 Gòg »a É k≤M’ ÖcôªdG Oó©∏d

. ¢SQódG

اإر�سادات للدرا�سة

 ال�سعة:  
 , á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G »a Éªc

 ™e , kIó«Mh â°ù«d θ ¿EÉa
 IôàØdG »a kIOÉY ≈£©oJ É¡fCG

.-2π < θ < 2π

ال�سورة القطبية لعدد مركiمفهوم اأ�سا�سي

O

(a, b)

θ

r

a

b

R

i
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عبّر عن كلّ عدØ مركب مما يأتي بالصورة القطبية:
- 6 + 8i  (a  

.θ والسعة r Üقياeأو@د ال   

  √ ###  a  2  +  b  2   r =a < 0 ,πjƒëàdG ≠«°UTa n  -1     b _ a   + πθ =

  √ ##### (-6 )  2  +  8  2     = 10=a = -6 , b = 8Ta n  -1   (-   8 _ 6  )+ π ≈ 2.21=

ل|ا فlن ال]ورة القطبية للعدد 8i + 6- ه� (cos 2.21 + i sin 2.21)10 <قريبðا.   

4 +   √ # 3  i  (b  

  √ ###  a  2  +  b  2   r =a > 0 ,πjƒëàdG ≠«°UTa n  -1     b _ a  θ =

  √ #####  4  2  + (  √ # 3   )  2   =a = 4 , b =   √ # 3  Ta n  -1       
√ # 3  

 _ 4  =

  √ # 19   ≈ 4.36=§ u°ùH0.41≈

ل|ا فlن ال]ورة القطبية للعدد i  3 # √   + 4 ه� (cos 0.41 + i sin 0.41)4.36 <قريبðا.   

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

عبّر عن كلّ عدØ مركب مما يأتي بالصورة القطبية:
-2 - 2i  (2B   9 + 7i  (2A 

ويeكنك استعeاé ال]ورة القطبية لعدد مرoT؛ لتeثيل� ف� الeستوî القطب� =استعeاAlT (r , θ) éداثيات Sطبية للعدد 
 ، r يمS éاeلك =استعÙل� ال]ورة الديكار<ية، وÎ ل� ال]ورة القطبيةL Ñمكتو oTدد مرL كنك <�وي�eا يeT .oTرeال

وSيم النسo الeثلثية لل~اوية θ الeعطاة.

 _ z = 3 (cos   π في المستوî القطبي، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية.
6
   + i sin   π _ 

6
  )  Øمثِّل العد

.   π _ 6   ه� θ ةeيSه� 3 ، و r ةeيS أن �Aø
.  (3,   π _ 6  )  داثيات القطبيةAüي¬� ا óL

.� ولكتا=ة العدد Lل� ال]ورة الديكار<ية أو@د القيم الeثلثية، ثم =óس¬
3 (cos   π _ 6   + i sin   π _ 6  ) á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

 3  

 
 
    


     
√ # 3   _ 
2
   + i  (  1 _ 

2
  )  


 
 
 +   


 =ΩÉªàdG Ö«Lh ,Ö«édG º«b OÉéjEÉH

   3  √ # 3  
 _ 2   +   3 _ 2   i=™jRƒàdG á«°UÉN

. z =   3  √ # 3  
 _ 2   +   3 _ 2   i  ه�  z = 3  (cos   π _ 6   + i sin   π _ 6  )  فتكون ال]ورة الديكار<ية للعدد

تحقق من فهمك تحقق من فهمك 

مَثِّل كل عدØ مركب مما يأتي في المستوî القطبي، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية:
 4 (cos   5π _ 3   + i sin   5π _ 3  )  (3B   5 (cos   3π _ 

4
   + i sin   3π _ 

4
  )   (3A 

الأعداد المركبة بال�سورة القطبيةمــثال 2

تمثيل ال�سورة القطبية لعدد مركi وتحويلها اإلى ال�سورة الديكارتيةمــثال 3 اإر�ساد تقني

تحويل الأعداد المركبة:  
 Öcôe OóY πjƒëJ øµªj
 ≈dEG á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG øe

 ∫Éª©à°SÉH á«JQÉµjódG IQƒ°üdG
 ≥«Ñ£J øe á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG

 áëØ°U íàØH ,áÑ°SÉëdG
 ∫ÉNOEGh áÑ°SÉëdG ≥«Ñ£J

 ,á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG ≈∏Y IQÉÑ©dG
.  QÉ«àNG ºK 

 ádB’G äGOGóYEG IÉYGôe ™e
 »£©oJ å«ëH áÑ°SÉëdG

 á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

π

π
2

3π
2

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

54321O

(3,  π_6 )

0
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�سرب الأعداد المركبة وق�سمتها واإيجاد قواها وج|ورها <ôعدö ال]ورة القطبية للعدد الeرoT، وÉي� 
الe�eوâ، والaرç لك� م� دالت� ال�يo و@يo التeام مaيدةð لل`اية ف� ضرÑ اLúداد الeرTبة وSسeتها. ويeك� 

:�>ùل� الن�و اL ل� ال]ورة القطبيةL بي�Tددي� مرL Ñي`ة ضرÉ çتقاIا
=  r  1 (cos  θ  1  + i sin  θ  1 ) ·  r  2 (cos  θ  2  + i sin  θ  2 ) z  1  z  2 z   2   ,  z   1  ø«ÑcôªdG øjOó©∏d áq«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

=  r  1  r  2  (cos  θ  1  cos  θ  2  + i cos  θ  1  sin  θ  2  + i sin  θ  1  cos  θ  2  +  i  2  sin  θ  1  sin  θ  2 )¢SGƒbC’G ∂a

=  r  1  r  2  [(cos  θ  1  cos  θ  2  - sin  θ  1  sin  θ  2 ) + (i cos  θ  1  sin  θ  2  + i sin  θ  1  cos  θ  2 )]-1 `H i  2   ∫óÑà°SGh ,á«≤«≤ëdGh á«∏«îàdG OhóëdG ™ uªL

=  r  1  r  2  [(cos  θ  1  cos  θ  2  - sin  θ  1  sin  θ  2 ) + i (cos  θ  1  sin  θ  2  + sin  θ  1  cos  θ  2 )]É kcôà°ûe kÓeÉY i êôNCG

=  r  1  r  2  [cos( θ  1  +  θ  2 ) + i sin( θ  1  +  θ  2 )]´ƒªéªdG ΩÉªJ Ö«Lh , ´ƒªéªdG Ö«L Éà≤HÉ£àe

:¿EÉa ,  z  2  =  r  2 (cos  θ  2  + i sin  θ  2 ) ,  z  1  =  r  1 (cos  θ  1  + i sin  θ  1 )  ø«ÑcôªdG øjOó©∏d
 z  1  z  2  =  r  1  r  2  [cos( θ  1  +  θ  2 ) + i sin( θ  1  +  θ  2 )] 9سي�ة ال�سرب  

r  2  ≠ 0  , z  2 ≠ 0  å«M ,    z  1 
 _  z  2    =   

 r  1 
 _  r  2    [cos( θ  1  -  θ  2 ) + i sin( θ  1  -  θ  2 )] 9سي�ة الق�سمة  

51 øjôªàdG »a áª°ù≤dG á¨«°U øgôÑJ ±ƒ°S
� السعتي�، وLند القسeة فlنك <قسم الeقياسي� e�>قياسي� وeال Ñنك <\رlبي�، فTددي� مرL Ñند ضرL أن� �Aø

و<طرÖ السعتي�.

 _ cos   5π) 2 على الصورة القطبية، ثم عبّر عنه 
3
   + i sin   5π _ 

3
  )  · 4 (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
  )  rأوجد نات

بالصورة الديكارتية.
2  (cos   5π _ 3   + i sin   5π _ 3  )  · 4  (cos   π _ 6   + i sin   π _ 6  ) IÉ£©ªdG IQÉÑ©dG

2(4)   
 
     cos  (  5π _ 3   +   π _ 6  )  + i sin  (  5π _ 3   +   π _ 6  )   

 
 +    =Üô°†dG á¨«°U

8  (cos   11π _ 6   + i sin   11π _ 6  ) =§ u°ùH

واùن أو@د ال]ورة الديكار<ية للنا<ج.
8  (cos   11π _ 6   + i sin   11π _ 6  ) á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

8  (    
√ # 3  

 _ 2   - i   1 _ 
2
  ) =ΩÉªàdG Ö«Lh Ö«édG º«b óLhCG

4   √ # 3   - 4i=™jRƒàdG á«°UÉN

.4  √ # 3   - 4i 8 ، وال]ورة الديكار<ية (cos   11π _ 6   + i sin   11π _ 6  )  فتكون ال]ورة القطبية للنا<ج
تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد الناتr على الصورة القطبية، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية لكلٍّ مما يأتي:
 3 (cos   π _ 3   + i sin   π _ 3  )  · 5 (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )  (4A 

  6 (cos   3π _ 
4
   + i sin   3π _ 

4
  )  · 2 (cos   2π _ 3   + i sin   2π _ 3  )  (4B 

eTا <قدم ف� فقرة "لeاÙاÈ"، فlن� يeك� استعeاS éسeة اLúداد الeرTبة للتعبير �L العSĆات ف� الكهر=اء.

�سرب الأعداد المركبة على ال�سورة القطبية وق�سمتهامفهوم اأ�سا�سي

�سرب الأعداد المركبة على ال�سورة القطبيةمــثال 4



áÑcôªdG OGóYC’Gh á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G 2 72 الفصل

 Ω تساوي Z تهاR150، وكانت معاو V ائرة كهربائية يساويØ في V الجهد çكهرباء: إذا كان فر
([cos(-0.46) + j sin (-0.46)]    5 # √  3)، فأوجد Hدة التيار I في الدائرة على الصورة القطبية باستعمال 

 .V = I · Z لةØالمعا
اTتo العدد L 150ل� ال]ورة القطبية.

150  (cos 0 + j sin 0)150 =   √ #### 15 0  2  +  0  2    = 150, θ = Ta n  -1    0 _ 
150

   = 0r =

. I النسبة لـ= I · Z = V ö� ôA
VI · Z =á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

  V _ 
Z

  I =Z ≈∏Y ±ôW πc º°ùbG

  
150  (cos 0 + j sin 0)

  ___   
3  √ # 5    [cos(-0.46) + j sin(-0.46)]

  I = V = 150 (cos 0 + j sin 0) , 
Z = 3  √ # 5   [cos (-0.46) + j sin (-0.46)]

  150 _ 
3  √ # 5  

    {cos [0 - (-0.46)] + j sin [0 - (-0.46)]}I =áª°ù≤dG á¨«°U

10   √ # 5   (cos 0.46 + j sin 0.46)I =§ u°ùH

أي أن Iدة التيار <ساوي (cos 0.46 + j sin 0.46)   5 # √   10) أمبير <قريبðا.

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

كهرباء: ÙÎا Tان فرç @هد داýرة Tهر=اýية V 120 ، وTانI qدة التيار ( j 6 + 8) أمبير ، فjو@د معاوSتها   (5  
Lل� ال]ورة الديكار<ية.

يعود الa\� ف� AساS Ñوî اLúداد الeرTبة و@|ورها للعالم الaرنس� ديeوافر، وSب� AساS Ñوî اLúداد الeرTبة 
و@|ورها، فlن م� الaeيد Tتا=ة العدد الeرL oTل� ال]ورة القطبية.

=lمكاننا استعeاÉ éي`ة ضرÑ اLúداد الeرTبة لتوضيy الن�e ال|ي اTت�aZ ديeوافر.
. z · z Ñال\ر éĆB م�  z  2  أو@د : ðøأو

= r (cos θ + i sin θ) · r (cos θ + i sin θ)z · zÜô°VG

=  r  2  [cos (θ + θ) + i sin (θ + θ)] z  2  Üô°†dG á¨«°U

=  r  2  (cos 2θ + i sin 2θ) z  2 § u°ùH

.  z  2  · z Ñسا�=   z  3  ن أو@دùوا
=  r  2 (cos 2θ + i sin 2θ) · r(cos θ + i sin θ) z  2  · z Üô°VG

=  r  3  [cos (2θ + θ) + i sin (2θ + θ)] z  3  Üô°†dG á¨«°U

=  r  3  (cos 3θ + i sin 3θ) z  3 § u°ùH

. n السعة ف� Ñالعدد، و<\ر Üقياeة النونية ل öنك <�د القوlف ،oTرeالقوة النونية للعدد ال ÑساA ندL أن� �Aø

ق�سمة الأعداد المركبة على ال�سورة القطبيةمثال 5 من واقع ا«ياةمثال 5 من واقع ا«ياة

 ƒ°Sóæ¡e Qƒ£j مهند�سو الكهرباء
 áYÉæ°üd IójóL É«LƒdƒæµJ AÉHô¡µdG

 ä’ƒëªdGh ™bGƒªdG ójóëJ ΩÉ¶f
 á∏eÉc Ékfóe π q p̈ °û oJ »àdG ábÓª©dG

 QGOGôdG áª¶fCGh äGôFÉ£dG äÉcôëeh
 ≈∏Y ¿ƒ∏ª©j º¡fCG Éªc .áMÓªdGh

 ∞JGƒ¡dG πãe IOó©àe äÉéàæe ôjƒ£J
.»dB’G πLôdGh äGQÉ«°ùdGh ádƒªëªdG
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:�>ùل� الن�و اL لكÙ ك� <ل�ي�eوي

:¿EÉa ,ÉkÑLƒe É kë«ë°U GkOóY n ¿Éch ,á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG ≈∏Y ÉkÑcôe GkOóY z = r (cos θ + i sin θ ) ¿Éc GPEG 
.  z  n  = [ r (cos θ + i sin θ) ]  n  =  r   n ( cos nθ + i sin nθ )

أوجد  6   (i  3 # √  4 + 4)    بالصورة القطبية، ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية.
: اTتL 4 + 4  √ # 3  i oل� ال]ورة القطبية. ðøأو

  √ ###  a  2  +  b  2   r =πjƒëàdG ≠«°UTa n  -1    b _ a  θ =

  √ #####  4  2  + (4  √ # 3   )  2   =a = 4 , b = 4  √ # 3  Ta n  -1    4  √ # 3  
 _ 4  =

  √ ### 16 + 48  =§ u°ùHTa n  -1    √ # 3  =

8=§ u°ùH  π _ 
3
  =

. 8 (cos   π _ 3   + i sin   π _ 3  )  3 # √  4 + 4  ه�  i فتكون ال]ورة القطبية للعدد
واùن استع�e نظرية ديeوافر؛ üي�اد القوة السادسة.

  
 
     8  (cos   π _ 3   + i sin   π _ 3  )    

 
 +     
6
 (4 + 4  √ # 3  i )  6  =áq«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

 8   6    
 
     cos 6  (  π _ 3  )  + i sin 6  (  π _ 3  )   

 
 +    =ôaGƒªjO ájô¶f

262144 (cos 2π + i sin 2π)=§ u°ùH
262144(1 + 0i )=ΩÉªàdG Ö«Lh Ö«édG »àª«b óLhCG
262144=§ u°ùH

.(4 + 4  √ # 3  i )  6  = 262144 أي أن

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أوجد الناتr في كلٍّ مما يأتي، وعبّر عنه بالصورة الديكارتية :
 (2  √ # 3   - 2i )  8  (6B   (1 +   √ # 3  i )  4  (6A 

يو@د للeعادلة ĆA  x  4  = 256ن ف� م�eوLة اLúداد ال�قيقية هeا 4- , 4. ويôظهر 
التeثي� البيان� ال�eاور للeعادلة y =  x  4  - 256  و@ود aÉري� Aقيقيي� Lند 

x = 4 , -4 ، =ينeا ف� م�eوLة اLúداد الeرTبة فlن له|ì الeعادلة Aلي� Aقيقيي�، 

وAلي� مرTبي�.

ا  ðرaÉ n ل� و@ودL ساسية ف� ال�بر، والت� <ن�úا نتي�ة النظرية ا ðسا=ق qدرس
لeعادلة Tثيرة ال�دود م� الدر@ة n ف� م�eوLة اLúداد الeرTبة؛ ل|ا يكون للeعادلة  

. 4 , -4 , 4 i , -4 i ة، وه�aأو @|ور م�تل éلوA أر=عة  x  4  - 256 = 0  ل� ال]ورةL oالت� <كت x  4  = 256 

و=Zك� Lام، فlن� يو@د n @|ر نون� م�تل�ú ñي Lدد مرø oT يساوي ال]aر Aيe= ، n ≥ 2 rعن� أن� úي Lدد 
مرoT @|ران <ر=يعيان، وثĆثة @|ور <كعيبية وأر=عة @|ور ر=اLية…، وهك|ا.

نظرية ديموافرنـــظـــريـــة

نظرية ديموافرمــثال 6

اإبراهام ديموافر

 ) 1667 م – 1754 م(  
 ájô¶ædÉH ±ô oY »°ùfôa »°VÉjQ

 ä’ÉªàM’G øY ¬HÉàch ,¬ª°SÉH IÉª°ùªdG
 qó©ojh . Doctrine of Chances ƒg

 »a OG qhôdG ø««°VÉjôdG øe ôaGƒªjO
.ä’ÉªàM’Gh á«∏«∏ëàdG á°Sóæ¡dG

y

xO−8 −4 4 8

(0, −256)

−120

(−4, 0) (4, 0)
120 مراجعة الـمفردات

النظرية الأ�سا�سية في الجبر
 É¡àLQO  OhóM Iô«ãc ádOÉ©e πc

 óMGh QòL É¡d ôØ°U øe ôÑcCG
 áYƒªée ≈dEG »ªàæj πbC’G ≈∏Y

 .áÑcôªdG OGóYC’G



áÑcôªdG OGóYC’Gh á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G 2 74 الفصل

وüي�اد @eي� @|ور Lدد مرoT يeك� أن <ستع�e نظرية ديeوافر للوÉوÎ éل� ال]ي`ة اù<ية:

 øµªjh ,áØ∏àîªdG á«fƒædG QhòédG øe n , r (cos θ + i sin θ) ÖcôªdG Oó©∏d ¿EÉa , n ≥ 2 í«ë°U OóY …C’
: á¨«°üdG ∫Éª©à°SÉH ÉgOÉéjEG

 r     
1 _ n    (cos   θ + 2kπ

 _ n   + i sin   θ + 2kπ
 _ n  ) 

. k = 0, 1, 2, …, n - 1 å«M

ويeكننا استعeاé ه|ì ال]ي`ة ل�eي� Sيم k الeeكنة، øÎ أن� يeكننا التوL �Sندما k = n - 1 ، وLندما يساوي 
k العدد n، أو ي~يد Lلي� <بدأ ال�|ور =التكرار، eTا يظهر ف� الeعادلة:

k = 0 ÉeóæY èàæJ »àdG ájhGõ∏d á≤HÉ£e »gh    θ + 2πn _ n   =    θ _ n   + 2π

.- 4 - 4i المركب Øأوجد الجذور الرباعية للعد
: اTتL -4 - 4i oل� ال]ورة القطبية. ðøأو

  √ # 32   (cos   5π _ 
4
   + i sin   5π _ 

4
  ) -4 - 4i =r =   √ ######  (-4 )  2  + (-4 )  2    =   √ # 32    , θ = Ta n  -1    -4 _ 

-4
   + π =   5π _ 

4
  

واùن اTتo ال]ي`ة لل�|ور الر=اLية.

(  √ # 32   )    
1 _ 
4
     (cos   

  5π _ 4   + 2kπ
 _ 4   + i sin   

  5π _ 4   + 2kπ
 _ 4   ) θ =   5π _ 

4
   , n = 4 ,  r    

1 _ n    = (  √ # 32   )    
1 _ 
4
   

=   8
 √ # 32        

 
     cos  (  5π _ 

16
   +   2kπ _ 

4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2kπ _ 

4
  )   

 
 +    § u°ùH

. k = 0, 1, 2, 3 ض öوL ،يةLي�اد ال�|ور الر=اü :اðثاني
  8

 √ # 32        
 
     cos  (  5π _ 

16
   +   2(0)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(0)π

 _ 
4
  )   

 
 +    k = 0

  8
 √ # 32     (cos   5π _ 

16
   + i sin   5π _ 

16
  )  ≈ 0.86 + 1.28i=∫hC’G QòédG

  8
 √ # 32        

 
     cos  (  5π _ 

16
   +   2(1)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(1)π

 _ 
4
  )   

 
 +    k = 1

  8
 √ # 32     (cos   13π _ 

16
   + i sin   13π _ 

16
  )  ≈ -1.28 + 0.86i=»fÉãdG QòédG

  8
 √ # 32        

 
     cos  (  5π _ 

16
   +   2(2)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(2)π

 _ 
4
  )   

 
 +    k = 2

  8
 √ # 32     (cos   21π _ 

16
   + i sin   21π _ 

16
  )  ≈ -0.86 - 1.28i=ådÉãdG QòédG

  8
 √ # 32        

 
     cos  (  5π _ 

16
   +   2(3)π

 _ 
4
  )  + i sin  (  5π _ 

16
   +   2(3)π

 _ 
4
  )   

 
 +    k = 3

  8
 √ # 32     (cos   29π _ 

16
   + i sin   29π _ 

16
  )  ≈ 1.28 - 0.86i=™HGôdG QòédG

 0.86 + 1.28 i , -1.28 + 0.86 i , -0.86 - 1.28 i , 1.28 - 0.86 i 4- ه� - 4i ية للعددLال�|ور الر=ا

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أو@د ال�|ور التكعيبية للعدد 8   (7B  2 + 2i أو@د ال�|ور التكعيبية للعدد  (7A 

الج|ور المختلفةمفهوم اأ�سا�سي

ج|ور العدد المركiمــثال 7



75  ôaGƒªjO ájô¶fh áÑcôªdG OGóYC’G 2 - 3 الدرس

�Aø أن ال�|ور اúر=عة الت� أو@دناها ف� الeثاé 7 <ق� Lل� داýرة. فÙlا نظرنا Îل� 
8   )، ويeث� 

ا Sيeت� ( 1.54 ≈   32 # √  ðال]ورة القطبية لك� @|ر، ن�د أن لك� منها مقياس
ن]� Sطر الداýرة. eTا أن الeسافات =ي� ال�|ور Lل� الداýرة متساوية، وÙلك نتي�ة 

.   2π _ 4   يساوي ÙÎ يم السعة؛S ي�= q=الثا çرaلل

<�دAÎ Ôدî ال�اøت ال�اÉة Lند Îي�اد ال�|ور النونية للعدد 1، فعند Tتا=ة L 1ل� 
 Üن مقياlقرة السا=قة، فaرنا ف� الTÙ اeTو .r = 1 ل�L �[ننا ن�lال]ورة القطبية، ف

 Øن الجذور النونية للعدl؛ ل|ا فoTرeال îستوeثي� ال�|ور ف� الe> �L رة النا<�ةýطر الداS �[ن éال�|ور هو طو
واحد <ق� Lل� داýرة الوAدة.

أوجد الجذور الث́مانيَّة للعدØ واحد.
: اTتL 1 oل� ال]ورة القطبية. ðøأو

1 = 1 · (cos 0 + i sin 0) r =   √ ###  1  2  +  0  2    = 1 , θ = Ta n  -1    0 _ 
1
   = 0

واùن اTتo ال]ي`ة لل�|ور الثeاني­ة.
1 (cos   0 + 2kπ _ 8   + i sin   0 + 2kπ _ 8   ) θ = 0 , n = 8 ,  r     

1 _ n    =  1  
  1 _ 
8
  
  = 1

= cos   kπ _ 
4
   + i sin   kπ _ 

4
  § u°ùH

ثانيðا: افترض أن ü  k = 0ي�اد ال�|ر اúوé للعدد 1 .
cos   (0)π

 _ 
4
   + i sin   (0)π

 _ 
4
  k = 0

= cos 0 + i sin 0 = 1∫hC’G QòédG

 _ Î   πل� سعة ال�|ر السا=�.
4
�Aø أن مقيا�T Ü @|ر هو 1، ويeك� Îي�اد سعة ال�|ر ال�الية =lضافة   

=     
√ # 2   _ 2   +     

√ # 2   _ 2    icos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  »fÉãdG QòédG

= icos   π _ 2   + i sin   π _ 2  ådÉãdG QòédG

= -      
√ # 2   _ 
2
   +     

√ # 2   _ 2   icos   3π _ 
4
   + i sin   3π _ 

4
  ™HGôdG QòédG

= -1cos π + i sin π¢ùeÉîdG QòédG

= -      
√ # 2   _ 
2
   -     

√ # 2   _ 2    icos   5π _ 
4
   + i sin   5π _ 

4
  ¢SOÉ°ùdG QòédG

= -icos   3π _ 2   + i sin   3π _ 2  ™HÉ°ùdG QòédG

=     
√ # 2   _ 2   -     

√ # 2   _ 2    icos   7π _ 
4
   + i sin   7π _ 

4
  øeÉãdG QòédG

 1 ,     
√ # 2   _ 2   +     

√ # 2   _ 2     i , i , -      
√ # 2   _ 
2
   +     

√ # 2   _ 2     i , -1 , -      
√ # 2   _ 
2
   -     

√ # 2   _ 
2
    i , -i ,     

√ # 2   _ 2   -     
√ # 2   _ 2    i اني­ة للعدد 1 ه�éال�|ور الث
.ìĆLك� أأZف� ال yا هو موضeT

تحقق من فهمكتحقق من فهمك

أو@د ال�|ور السداسية للعدد واAد.  (8B أو@د ال�|ور التكعيبية للعدد واAد.   (8A 

O

−1

−1−2

2

1

1 2

(−1.28, 0.86)

(−0.86, -1.28)

(0.86, 1.28)

(1.28, −0.86)−2

R

i

الج|ور النونية للعدد واحدمــثال 8

اإر�سادات للدرا�سة
 iالج|ور النونية لعدد مرك 
 ¬°ùØf ¢SÉ«≤ªdG Qhòé∏d ¿ƒµj

 ,     θ _ 
n

   ∫hC’G QòédG á©°S .  r   
  1 _ n  

 ƒgh
 ≈∏Y iôNC’G Qhòé∏d OGOõJ ºK

.   2π _ n   áaÉ°VEÉH »dGƒàdG

O

−1

−2

−1−2

2

1

1 2

( √2_
2 , √2_

2 )(-
√2_
2 , √2_

2 )

( √2_
2 , -

√2_
2 )

R

i

( 2
2

, - 2
2 )-
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مَثِّل كل عدØ مما يأتي في المستوî المركب، وأوجد Rيمته المطلقة:  
(1 ∫Éãe)

z = 4 + 4i  1(  

z = -3 + i  2(  

z = -4 - 6i  3(  

z = 2 - 5i  4(  

z = -7 + 5i  5(  

 z = 8 - 2i  6(  

 ، z = 10 + 15i ةSĆل� @سم =العL ثرةkeعط� القوة الô> :متجهات  7(  
(1 ∫Éãe) . ( N ) �>بة للقوة =النيوTمر �T Üقاô> rيA

.oTرeال îستوeت�� ف� الeT z �¬ث óم  (a  

أو@د طوé الeت�� وا<�اه�.  (b  

(2 ∫Éãe) :مركب مما يأتي بالصورة القطبية Øعبِّر عن كل عد
4 + 4i  8(  

 -2 + i  9(  

 4 -   √ # 2  i  10(  

2 - 2i  11(  

 4 + 5i  12(  

 -1 -   √ # 3  i  13(  

مَثِّل كل عدØ مركب مما يأتي في المستوî القطبي، ثم عبِّر عنه بالصورة 
(3 ∫Éãe) :الديكارتية

 4 (cos   π _ 3   + i sin   π _ 3  )  14(  

  (cos   11π _ 6   + i sin   11π _ 6  )  15(  

2 (cos   4π _ 3   + i sin   4π _ 3  )  16(  

  3 _ 2   (cos 360° + i sin 360°)  17(  

أوجد الناتr في كلٍّ مما يأتي على الصورة القطبية، ثم عبِّر عنه بالصورة 
(4 , 5 ¿’ÉãªdG) :الديكارتية

6  (cos   π _ 2   + i sin   π _ 2  )  · 4  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )  18(  

5 (cos 135° + i sin 135°) · 2 (cos 45° + i sin 45°)  19(  

3  (cos   3π _ 
4
   + i sin   3π _ 

4
  ) ÷   1 _ 2   (cos π + i sin π)  20(  

2 (cos 90° + i sin 90°) · 2(cos 270° + i sin 270°)  21(  

3  (cos   π _ 6   + i sin   π _ 6  ) ÷ 4  (cos   2π _ 3   + i sin   2π _ 3  )  22(  

4  (cos   9π _ 
4
   + i sin   9π _ 

4
  ) ÷ 2  (cos   3π _ 2   + i sin   3π _ 2  )  23(  

  1 _ 2   (cos 60° + i sin 60°) · 6(cos 150° + i sin 150°)  24(  

6  (cos   3π _ 
4
   + i sin   3π _ 

4
  )  ÷ 2  (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )  25(  

5 (cos 180° + i sin 180°)· 2 (cos 135° + i sin 135°)  26(  

  1 _ 2    (cos   π _ 3   + i sin   π _ 3  ) ÷ 3  (cos   π _ 6   + i sin   π _ 6  )  27(  

أوجد الناتr لكل مما يأتي بالصورة القطبية، ثم عبِّر عنه بالصورة 
(6 ∫Éãe) :الديكارتية

(2 + 2  √ # 3  i )  6  28(  

 
 
    
 4 (cos   π _ 2   + i sin   π _ 2  )   

 
    
   
4
  29(  

(2 + 3i )  -2  30(  

  
    
 2 (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )   

 
    
   
4
  31(  

ت�سميم: يع�e سالم ف� وTالة لĆL³نات. ويرoQ ف� <]eيم   32(  
 �لوAة مكونة م� أIكاé سداسية منتظeة eTا هو مبي�ö أدناì. ويستطي
<عيي� رÍوÜ أAـد ه|ì اIúكـاé السداسية =تeثي� Aلـوé الeعادلة  

 ì|د هAأ ÜوÍأو@د ر .oTرeال îستوeف� ال x  6  - 1 = 0

)7 ∫Éãe) .السداسية éكاIúا

تدرب وحل ا½�سائل
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أوجد جميع الجذور المطلوبة للعدØ المركب في كل مما يأتي:  
(7, 8 ¿’ÉãªdG)

i ال�|ور السداسية للعدد  33(  

4  √ # 3   - 4i ية للعددLال�|ور الر=ا  34(  

 - 3 - 4i ال�|ور التر=يعية للعدد  35(  

كهرباء: <ôعط�ó معاوSة أAد أ@~اء داýرة Tهر=اýية موÉولة Lل�   36(  
التوال� =العبارة Ω(cos 0.9 + j sin 0.9)5 ، و<ôعط�ó ف� ال�~ء 

. 8(cos 0.4 + j sin 0.4)Ω رة =العبارةýر م� الداBùا
ăĆT é م� العبار<ي� السا=قتي� Îل� ال]ورة الديكار<ية. و¬ óA  (a  

� النا<�ي� ف� الaرa â؛ üي�اد الeعاوSة الكلية ف� الداýرة.e@ا  (b  

é الeعاوSة الكلية Îل� ال]ورة القطبية. و¬ óA  (c  

ك�سريات: الكسريات Iك� هندس� يتكون م� ن�e مكرر =Zك�   37(  
مستeر، و<كون الكسريات Ùا<ية التZا=�؛ أي أن اú@~اء ال]`يرة 
للZك� لها ال�]ا�ý الهندسية نaسها للZك� اÉúل�، eTا ف� 

.ìك� أدناZال

 rيA ، f (z) = z2 كرار> éĆB سريات م�T نتج> æسو éاkف� ه|ا الس   
. z  0  = 0.8 + 0.5  i

 ،  z  1  = f( z  0 ) rيA ، z  1  ,  z  2  ,  z  3  ,  z  4  ,  z  5  ,  z  6  oسAا  (a   
z  2  = f( z  1 )  ، وهك|ا.

.oTرeال îستوeدد ف� الL �T �¬ث óم  (b  

� الن�e النا<ج. õÉ  (c  

 ìد @|ورAهو أ (-1-i ) أن qeلL اÙÎ z oTرe38  أو@د العدد ال(  

.îرBúية اLالر=ا ìية، ثم أو@د @|ورLالر=ا

حُلّ كلًّ من المعاØلات الآتية باستعمال صي_ة الجذور المختلفة:

  x  3  = i  39(  

  x  4  = 81i  40(  

  x  3  + 1 = i  41(  

م�سائل مهارات التفكÕ العليا

اكت�سف الخطاأ:  ي�óس�T ôo م� أeAد و=اسم Sيeة   42(  

     -)   . فيستع�e أeAد نظرية ديeوافر وي�]� Lل� 
√ # 3  

 _ 2   +   1 _ 2   i)   
5
 

ا  ðد أن�~ @~ءS óدeAن أj= ôاسم= éويقو . cos   5π _ 6    + i sin   5π _ 6    ا=ة@üا
ر Î@ا=تك.  م� الeسjلة فق�. أيهeا Î@ا=ت� �Éي�ةó= Èر¬

: أوجد الجذور المحدØّة على كل من المنحنيين أØناه على الصورة  UQتحد

القطبية، ثم عيِّن العدØ المركب الذي له هذه الجذور. 

 43(  

O

5π
6

3π
2

π
6

R

i

  

 44(  

O

3π
4

7π
4

5π
4

π
4

R

i
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 ،  z  1  =  r  1 (cos  θ  1  + i sin  θ  1 ) انT اÙÎ :برهان  45(  
A ،   z  2  =  r  2 (cos  θ  2  + i sin  θ  2 )يr  2  ≠ 0 r  ، فjثبq أن   

.      z  1 
 _  z  2    =   

 r  1 
 _  r  2    [cos ( θ  1  -  θ  2 ) + i sin ( θ  1  -  θ  2 )]   

: اTتcos 3θ o =دøلة cos θ مستعðĆe نظرية ديeوافر. ÎرIاد:  تحد\  46(  
أو@د Sيeة 3(cos θ + i sin θ) مرة =استعeاé نظرية ديeوافر، ومرة 

=استعeاé مaكوè نظرية Ùات ال�دي�. 

oTرeي�اد ال�|ور النونية للعدد الÎ طواتB y اكتi: وض¬  47(   
.o@مو yي�É ددL n rيA ، z = r(cos θ + i sin θ)

مراجعة تراكمية

(2 -1 ¢SQódG) :القطبي îمثِّل كل نقطة مما يأتي في المستو

Q  (4 , -   5π _ 6  )  48(  

P(4.5 , -210°)  49(  

(2 -2 ¢SQódG)  :لة مما يأتي على الصورة القطبيةØاكتب كل معا
(x - 3 )  2  +  y  2  = 9  50(  

 x  2  +  y  2  = 2y  51(  

(2 -1 ¢SQódG) :مما يأتي àمن النقا Õأوجد المسافة بين كل زو

 (2 ,   π _ 6   )  ,  (5 ,   2π _ 3   )   52(  

(1 , -45° ) , (-5 , 210°)  53(  

حوّل الإحداثيات القطبيّة لكل نقطة مما يأتي إلى إحداثيات Øيكارتية:  
(2 -2 ¢SQódG)

 (5 ,   π _ 3   )   54(  

(4 , 210° )  55(  

تدريi على اختبار

  وطول�، 
 
 / AB   �öثeي �>jا يeأي م  56(  

 È A(3, 4, -2) , B(-5, 2, 1) انT اÙÎ   

〈- 8 , -2 ,  3 〉,   √ # 77   A  

〈 8 , - 2 ,  3 〉,   √ # 77   B  

〈- 8 , - 2 ,  3 〉,   √ ## 109   C  

〈 8 , -2 ,  3 〉 ,   √ ## 109   D  

  (-3 ,   5π _ 3   )  سافة =ي� النقطةeما ال  57(  

 È  (6 ,   π _ 
4
والنقطة  (      

3.97  A  

4.97  B  

5.97  C  

6.97  D  

È20 - 21i oTرeا ال]ورة القطبية للعدد الðث¬� <قريبeي �>jا يeأي م  58(  

29 (cos 5.47 + i sin 5.47)  A  

29 (cos 5.52 + i sin 5.52)  B  

32 (cos 5.47 + i sin 5.47)  C  

32 (cos 5.52 + i sin 5.52)  D  
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مفاهيم اأ�سا�سية
الإحداثيات القطبية )الدرس 1 - 2)

 á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G ΩÉ¶f »a (r, θ) á£≤ædG ™bƒe øt« n© oj  •
. θ á¡éàªdG ájhGõdGh  r á¡éàªdG áaÉ°ùªdG ∫Éª©à°SÉH

 iƒà°ùªdG »a  P  1 ( r  1 ,  θ  1 ) ,  P  2 ( r  2 ,  θ  2 ) ø«à£≤ædG ø«H áaÉ°ùªdG  •
 :»g »Ñ£≤dG 

   P  1  P  2   =   √ """"""""""""    r  1  2  +  r  2  2  - 2 r  1  r  2  cos ( θ  2  -  θ  1 )  

150°

300°240°

330°210°

60°120°
90°

270°

0°4321O
P1(r 1 , θ1)

P2 (r 2 , θ2)

ال�سورة القطبية وال�سورة الديكارتية للمعادلت  
)الدرس 2 - 2)

.(r cos θ, r sin θ) »g P(r, θ) á£≤æ∏d á«JQÉµjódG äÉ«KGóME’G  •
 á«JQÉµjódG äÉ«KGóME’G øe P(x, y) á£≤f äÉ«KGóMEG πjƒëàd  •

 ,    r =   √ """"  x  2  +  y  2   ä’OÉ©ªdG πª©à°SG á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G ≈dEG
 θ = Ta n  -1    

y
 _ x   + π hCG , x > 0 ÉeóæY ,  θ = Ta n  -1    

y
 _ x 

. x < 0 ÉeóæY
الأعداد المركبة ونظرية ديموافر )الدرس 3 - 2)

 a + bi ÖcôªdG Oó©∏d á«ã∏ãªdG hCG á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG  • 

. r (cos θ + i sin θ ) »g
 :»g  z  2  ,  z  1  ø«Ñcôe øjOó©d Üô°†dG á¨«°U  • 

. z  1  z  2  =  r  1  r  2  [cos ( θ  1  +  θ  2 ) + i sin ( θ  1  +  θ  2 )]
:»g  z  2  ,  z  1  ø«Ñcôe øjOó©d áª°ù≤dG á¨«°U  • 

  
 z  1 

 _  z  2    =   
 r  1 

 _  r  2    [cos ( θ  1  -  θ  2 ) + i sin ( θ  1  -  θ  2 )] ,  r  2  ≠ 0
  z = r (cos θ + i sin θ) âfÉc GPEG ¬fCG ≈∏Y ôaGƒªjO ájô¶f ¢üæJ  •

 :¿EÉa ,Öcôe Oó©d á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG »g 
 , z  n  =  r  n  (cos nθ + i sin nθ )  

.ÖLƒe í«ë°U OóY n å«M
الج|ور المختلفة:

, r (cos θ + i sin θ) ÖcôªdG Oó©∏d ¿EÉa ,n ≥ 2 í«ë°U OóY …C’ 
: á¨«°üdG ∫Éª©à°SÉH ÉgOÉéjEG øµªjh áØ∏àîªdG á«fƒædG QhòédG øe n

 r     
1 _ n    (cos   θ + 2kπ

 _ n   + i sin   θ + 2kπ
 _ n  ) 

 . k = 0, 1, 2, …, n - 1 å«M

المفردات
 52 ¢U á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G ΩÉ¶f

52 ¢U Ö£≤dG
52 ¢U »Ñ£≤dG QƒëªdG

52 ¢U á«Ñ£≤dG äÉ«KGóME’G
54 ¢U á«Ñ£≤dG ádOÉ©ªdG

54 ¢U »Ñ£≤dG π«ãªàdG
68 ¢U ÖcôªdG iƒà°ùªdG
68 ¢U »≤«≤ëdG QƒëªdG

68 ¢U »∏«îàdG QƒëªdG
68 ¢U  Öcôe Oó©d á≤∏£ªdG áª«≤dG

69 ¢U á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG
69 ¢U áq«ã∏ãªdG IQƒ°üdG

69 ¢U ¢SÉ«≤ªdG
69 ¢U á©°ùdG

75 ¢U óMGh Oó©∏d áq«fƒædG QhòédG

اختبر مفرداتك
اختر المفرØة المناسبة من القائمة أعله لإكمال كل جملة مما يأتي: 

)1   هو م�eوLة �T النقاà (r, θ) الت� <�ق� معادلة Sطبية   
معطاة.

اð يeث¬� ال�~ء ال�قيق�، وBËر يeث�  óال|ي ي�وي م�ور îستوeال  2(  
ال�~ء الت�يل� هو  .

� نقطة ف�  =استعeاé الeسافة الeت�� م� Sمو ôد öد�ôي  3(  
.q=سها، وزاوية مت�هة م� م�ور ثاaل� النقطة نÎ نقطة ثا=تة

)4   ه� ال~اوية θ لعدد مرoT مكتوL Ñل� ال]ورة:   
. r (cos θ + i sin θ )

� نقطة ا�Éú ف� نظام اAüداثيات القطبية =ـ   . ­eسô>  5(  

� القيeة الeطلقة لعدد مرoT =ـ   . ­eسô>  6(  

.oTرeال îستوeر للBË 7  هو اسم(  

 ìا =ا<�اăويكون أفقي ،oتد م� القطe8  هو ن]� مستقيم م(  
اليeي�.

دليل الدرا�سة والمراجعة

ملخ�س الف�سل
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مَثّل كل عدØ مما يأتي في المستوî المركب، وأوجد Rيمتهُ المطلقة:
z = 4i  29(  z = 3 - i  28(  

z = 6 - 3i  31(  z = - 4 + 2i  30(  

عبِّر عن كل عدØ مركب مما يأتي بالصورة القطبية:
-5 + 8i  33(  3 +   √ " 2  i  32(  

  √ " 2   +   √ " 2  i  35(  - 4 -   √ " 3  i  34(  

مَثِّل كل عدØ مركب مما يأتي في المستوî القطبي، ثم عبِّر عنه بالصورة 
الديكارتية:

z = 3  (cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
  )  36(  

z = 5  (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
  )  37(  

z = 2  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )  38(  

z = 4  (cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
  )  39(  

أوجد الناتr في كل مما يأتي على الصورة القطبية، ثم عبِّر عنه 
بالصورة الديكارتية: 

مَثِّل 6i - 4 في المستوî المركب، ثم عبِّر عنه بالصورة القطبية.

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

i

R

(4, −6)

أوجد المقياس.
   √ """  a  2  +  b  2   r =πjƒëàdG á¨«°U

   √ """""  4  2  + (-6 )  2    = 2  √ " 13  =a = 4 , b = -6

أوجد السعة.
Ta n  -1    b _ a  θ =πjƒëàdG á¨«°U

Ta n  -1   (-   6 _ 4   ) =a = 4 , b = -6

- 0.98≈§ u°ùH

فتكون الصورة القطبية للعد6i Ø - 4 هي: 
[cos(- 0.98) + i sin(- 0.98))]   13 " √  2  تقريبًا.

2  ( cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
   )  · 4  (cos   π _ 

3
   + i sin   π _ 

3
  )  40(  

8 ( cos 225° + i sin 225° ) ·   1 _ 
2
   (cos 120° + i sin 120°)  41(  

5 ( cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
   )  ÷   1 _ 

3
    (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
   )  42(  

6( cos 210° + i sin 210° ) ÷ 3 ( cos 150° + i sin 150° )  43(  

أو@د Sيeة  4  ( 3i +   2 " √  ) =ال]ور القطبية، ثم اTتب� Lل� ال]ورة   44(  
الديكار<ية.

. 1 + i oTرeية للعدد الLأو@د ال�|ور الر=ا  45(  

  3  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )   · 5  (cos   7π _ 

6
   + i sin   7π _ 

6
  )  rأوجد نات

له إلى الصورة الديكارتية. على الصورة القطبية، ثم حوِّ
3  (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )  · 5 (cos   7π _ 6   + i sin   7π _ 6  ) IÉ£©ªdG IQÉÑ©dG

(3 · 5)   
 
     cos  (  π _ 

4
   +   7π _ 6  )  + i sin  (  π _ 

4
   +   7π _ 6  )   

 
 )     =Üô°†dG á¨«°U

15   
 
     cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )   

 
 )     =§ u°ùH

.Ñال]ر rوالآن أوجد الصورة الديكارتية لنات
15   

 
     cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )   

 
 )     á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

15 [-0.26 + i(-0.966)=ΩÉªàdG Ö«Lh Ö«édG »àª«b óLhCG
- 3.9 - 14.5i=™jRƒàdG á«°UÉN

فتكون ال]ورة الديكار<ية لنا<ج ال\رi Ñ 14.5 - 3.9 - <قريبðا.

دليل الدرا�سة و المراجعة

مــثال 3

الأعداد المركبة ونظرية ديموافر )ال�سفحات 78 - 68(2-3

مــثال 4

مراجعة الدرو�س

مَثِّل كلّ نقطة مما يأتي في المستوî القطبي:
X (1.5 ,   7π _ 

4
  )  10(  W(-0.5 , -210°)  9(  

Z (-3 ,   5π _ 
6
  )  12(  Y(4 , -120°)  11(  

مَثِّل كلّ معاØلة من المعاØلات القطبية الآتية بيانيًّا:
r =   9 _ 

2
   14(  θ = -60°  13(  

θ =   11π _ 
6
   16(  r = 7  15(  

أوجد المسافة بين كل زوÕ من النقاà مما يأتي:
(-3 , 60°) , (4 , 240°)  18(   (5 ,   π _ 

2
   )  ,  (2 , -  7π _ 

6
  )  17(  

 (7 ,   5π _ 
6
   )  ,  (2 ,   4π _ 

3
   )  20(  (-1 , -45°) , (6 , 270°)  19(  

مَثِّل المعاØلة r = 5 بيانيًّا في المستوî القطبي.
Aلوé الeعادلة r = 5 ه� اúزواÕ الeر<بة A ، (5, θ)يθ r أي Lدد 

 �L داتAالت� <بعد 5 و àالنقا �Aقيق�. ويتكون التeثي� م� @eي
القطo، ل|ا فlن التeثي� هو داýرة مرT~ها القطo، وطوé ن]� Sطرها 

. 5

0π

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

4321O

(5,   π_6 )(5,   5π_
6 )

r = 5

(5,   3π_
2 )

π
2

5

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثِّل إحداثيين Rطبيين لكل نقطة معطاة 
-2 π ≤ θ ≤ 2 π qبالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي، حي

(-1 ,  5)  21(  

(3 ,  7)  22(  

( 1 , 2)  23(  

اكتب كلّ معاØلة على الصورة الديكارتية، وحدØّ نوâ تمثيلها البياني: 
r = 5  24(  

r = -4 sin θ  25(  

r = 6 sec θ  26(  

r =   1 _ 
3
   csc θ  27(  

Ø نوâ تمثيلها  اكتب المعاØلة r = 2 cos θ على الصورة الديكارتية، ثم حدِّ
البياني.

2 cos θr =á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG
2 r cos θ r  2  =r »a ø«aô£dG Üô°VG
2 x x  2  +  y  2  = x = r cos θ ,  r  2  =  x  2  +  y  2 

0 x  2  +  y  2  - 2x =ø«aô£dG øe 2x ìôWG

أي أن ال]ورة القياسية للeعادلة 
 ،(x - 1 )  2  +  y  2  = 1 :ه�

وه� معادلة داýرة مرT~ها (0 ,1) 
وطوé ن]� Sطرها 1.

دليل الدرا�سة والمراجعة

مــثال 1

الإحداثيات القطبية )ال�سفحات 58 - 52(2-1

مــثال 2

ال�سورة القطبية وال�سورة الديكارتية للمعادلت )ال�سفحات 67 - 59(2-2

0π

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

42O

  3π_
2

π
2

r = 2 cosθ 
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مَثّل كل عدØ مما يأتي في المستوî المركب، وأوجد Rيمتهُ المطلقة:
z = 4i  29(  z = 3 - i  28(  

z = 6 - 3i  31(  z = - 4 + 2i  30(  

عبِّر عن كل عدØ مركب مما يأتي بالصورة القطبية:
-5 + 8i  33(  3 +   √ " 2  i  32(  

  √ " 2   +   √ " 2  i  35(  - 4 -   √ " 3  i  34(  

مَثِّل كل عدØ مركب مما يأتي في المستوî القطبي، ثم عبِّر عنه بالصورة 
الديكارتية:

z = 3  (cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
  )  36(  

z = 5  (cos   π _ 
3
   + i sin   π _ 

3
  )  37(  

z = 2  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )  38(  

z = 4  (cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
  )  39(  

أوجد الناتr في كل مما يأتي على الصورة القطبية، ثم عبِّر عنه 
بالصورة الديكارتية: 

مَثِّل 6i - 4 في المستوî المركب، ثم عبِّر عنه بالصورة القطبية.

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

i

R

(4, −6)

أوجد المقياس.
   √ """  a  2  +  b  2   r =πjƒëàdG á¨«°U

   √ """""  4  2  + (-6 )  2    = 2  √ " 13  =a = 4 , b = -6

أوجد السعة.
Ta n  -1    b _ a  θ =πjƒëàdG á¨«°U

Ta n  -1   (-   6 _ 4   ) =a = 4 , b = -6

- 0.98≈§ u°ùH

فتكون الصورة القطبية للعد6i Ø - 4 هي: 
[cos(- 0.98) + i sin(- 0.98))]   13 " √  2  تقريبًا.

2  ( cos   5π _ 
6
   + i sin   5π _ 

6
   )  · 4  (cos   π _ 

3
   + i sin   π _ 

3
  )  40(  

8 ( cos 225° + i sin 225° ) ·   1 _ 
2
   (cos 120° + i sin 120°)  41(  

5 ( cos   π _ 
2
   + i sin   π _ 

2
   )  ÷   1 _ 

3
    (cos   π _ 

6
   + i sin   π _ 

6
   )  42(  

6( cos 210° + i sin 210° ) ÷ 3 ( cos 150° + i sin 150° )  43(  

أو@د Sيeة  4  ( 3i +   2 " √  ) =ال]ور القطبية، ثم اTتب� Lل� ال]ورة   44(  
الديكار<ية.

. 1 + i oTرeية للعدد الLأو@د ال�|ور الر=ا  45(  

  3  (cos   π _ 
4
   + i sin   π _ 

4
  )   · 5  (cos   7π _ 

6
   + i sin   7π _ 

6
  )  rأوجد نات

له إلى الصورة الديكارتية. على الصورة القطبية، ثم حوِّ
3  (cos   π _ 

4
   + i sin   π _ 

4
  )  · 5 (cos   7π _ 6   + i sin   7π _ 6  ) IÉ£©ªdG IQÉÑ©dG

(3 · 5)   
 
     cos  (  π _ 

4
   +   7π _ 6  )  + i sin  (  π _ 

4
   +   7π _ 6  )   

 
 )     =Üô°†dG á¨«°U

15   
 
     cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )   

 
 )     =§ u°ùH

.Ñال]ر rوالآن أوجد الصورة الديكارتية لنات
15   

 
     cos  (  17π _ 

12
  )  + i sin  (  17π _ 

12
  )   

 
 )     á«Ñ£≤dG IQƒ°üdG

15 [-0.26 + i(-0.966)=ΩÉªàdG Ö«Lh Ö«édG »àª«b óLhCG
- 3.9 - 14.5i=™jRƒàdG á«°UÉN

فتكون ال]ورة الديكار<ية لنا<ج ال\رi Ñ 14.5 - 3.9 - <قريبðا.

دليل الدرا�سة و المراجعة

مــثال 3

الأعداد المركبة ونظرية ديموافر )ال�سفحات 78 - 68(2-3

مــثال 4

مراجعة الدرو�س

مَثِّل كلّ نقطة مما يأتي في المستوî القطبي:
X (1.5 ,   7π _ 

4
  )  10(  W(-0.5 , -210°)  9(  

Z (-3 ,   5π _ 
6
  )  12(  Y(4 , -120°)  11(  

مَثِّل كلّ معاØلة من المعاØلات القطبية الآتية بيانيًّا:
r =   9 _ 

2
   14(  θ = -60°  13(  

θ =   11π _ 
6
   16(  r = 7  15(  

أوجد المسافة بين كل زوÕ من النقاà مما يأتي:
(-3 , 60°) , (4 , 240°)  18(   (5 ,   π _ 

2
   )  ,  (2 , -  7π _ 

6
  )  17(  

 (7 ,   5π _ 
6
   )  ,  (2 ,   4π _ 

3
   )  20(  (-1 , -45°) , (6 , 270°)  19(  

مَثِّل المعاØلة r = 5 بيانيًّا في المستوî القطبي.
Aلوé الeعادلة r = 5 ه� اúزواÕ الeر<بة A ، (5, θ)يθ r أي Lدد 

 �L داتAالت� <بعد 5 و àالنقا �Aقيق�. ويتكون التeثي� م� @eي
القطo، ل|ا فlن التeثي� هو داýرة مرT~ها القطo، وطوé ن]� Sطرها 

. 5

0π

4π
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5π
3
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3

7π
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5π
6
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6
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(5,   π_6 )(5,   5π_
6 )

r = 5

(5,   3π_
2 )

π
2

5

أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثِّل إحداثيين Rطبيين لكل نقطة معطاة 
-2 π ≤ θ ≤ 2 π qبالإحداثيّات الديكارتيّة في كلٍّ مما يأتي، حي

(-1 ,  5)  21(  

(3 ,  7)  22(  

( 1 , 2)  23(  

اكتب كلّ معاØلة على الصورة الديكارتية، وحدØّ نوâ تمثيلها البياني: 
r = 5  24(  

r = -4 sin θ  25(  

r = 6 sec θ  26(  

r =   1 _ 
3
   csc θ  27(  

Ø نوâ تمثيلها  اكتب المعاØلة r = 2 cos θ على الصورة الديكارتية، ثم حدِّ
البياني.

2 cos θr =á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG
2 r cos θ r  2  =r »a ø«aô£dG Üô°VG
2 x x  2  +  y  2  = x = r cos θ ,  r  2  =  x  2  +  y  2 

0 x  2  +  y  2  - 2x =ø«aô£dG øe 2x ìôWG

أي أن ال]ورة القياسية للeعادلة 
 ،(x - 1 )  2  +  y  2  = 1 :ه�

وه� معادلة داýرة مرT~ها (0 ,1) 
وطوé ن]� Sطرها 1.

دليل الدرا�سة والمراجعة

مــثال 1

الإحداثيات القطبية )ال�سفحات 58 - 52(2-1

مــثال 2

ال�سورة القطبية وال�سورة الديكارتية للمعادلت )ال�سفحات 67 - 59(2-2
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y ف�  öا هو موضeT ل� 3 مناط�Î ة السهامAلو qe األعاب: ôSس¬  46(  
الZك� أدناì، =�يr ي�]� الL oLĆل� 100 نقطة Lند ÉÎا=ت� 
الeنطقة القريبة م� القطo، وLل� 50 نقطة Lند ÉÎا=ت� الeنطقة 

(2 - 1 ¢SQódG) .نطقة البعيدةeا=ت� الÉÎ ندL توسطة، و 20 نقطةeال

30°150°

300°240°

330°210°

90°
60°120°

270°

0°180° 54321O
50

20

100

ÙÎا أÉاÑ الoLĆ النقطة (°165 ,3.5) ، فeا Lدد النقاà الت�   (a  
ÈليهاL �[ي�

د موSعي�، =�يr ي�]� الL oLĆل� 50 نقطة Lند ÉÎا=ة أي  Aد¬  (b  
 Èاeمنه

ا Sا=ðĆ للتعدي�،  ðIاIر �ýناية =ال�داL ةTرI �eحدائق: <ستع  47(  
ويستطي� الدوران °360 ، ويروي منطقة داýرية طوé ن]� 

(2 - 1 ¢SQódG) . 20 ft طرهاS
ها ف� الeستوî القطب�. ي­ óر ÝاIالر �مث¬� الeنطقة الت� يستطي  (a  

ب� ليدور  ôا ضÙÎ ،ها أو@د مساAة الeنطقة الت� يستطي� الرIاÝ ري­  (b  
. -30° ≤ θ ≤ 210° ترةaف� ال

 ìك� أدناZارة ف� ال öثي� مسار الع�لة الدوe> ك�eارة: ي Uعجلة دو  48(  
(2 - 2 ¢SQódG)  .القدم= r rيA ، r = 50 sin θ عادلةeال=

0π

4π
3

5π
3

π
3

2π
3

7π
6

11π
6

5π
6

π
6

O

  3π
2

π
2

4020
r = 50sin θ 

� راÙÎ oTا Lلqe أن� يق� Lند Sوeداثيي� القطبيي� لAüا �öيL  (a  
 _ S( .θ =   πرÎ Ñل� أSرÑ @~ء م� ZLرة ÙÎا ل~م اúمر(.

12
  

ا Îل� أSرÑ @~ء  ð=مقر oTالرا �Sوeداثيي� الديكار<يي� لAüي¬� اL  (b  
م� ZLرة ÙÎا ل~م اúمر.

ا  ð= öمقر oTلك الراÙ âاa>ا ارeرض، فúا yل� سطL oالقط �Sا وÙÎ  (c  
 ÈدمS ÑرSل� أÎ

 ìدرS òهد@ çفر �eية لتت�ýر الكهر=اýم معظم الدوا ­e[ô>  :كهرباء  49(  
 .220V

 V ال�هد çفر rيA ، V = I · Z عادلةeال �eاستع a , b ي�Lرaلل   
=الaولq، والeعاوSة Z =اúوم، وIدة التيار I =اúمبير )SرÎ Ñل� 

(2 -3 ¢SQódG) .)رةZL ء م�~@ ÑرSأ

ÙÎا TانI qدة التيار الeار =الداýرة ( 5j + 2) أمبير،   (a  
فjو@د الeعاوSة.

ÙÎا Tانq معاوSة الداýرة Ω( j 3 - 1) ، فjو@د Iدة التيار.  (b  

عي¬� <�وي� @وTوسك� لك�  ôي :(Jowkoski) تحويل جوكو�سكي  50(  
ا مرTبðا w يôعط� =ال]ي`ة  ðددL z = r (cos θ + i sin θ) oTدد مرL

 z = (cos   π _ 3   + i sin   π _ 3  ) oTرeورة العدد الÉ أو@د . w = z +   1 _ z  
(2 -3 ¢SQódG) .وف� ه|ا الت�وي�

دليل الدرا�سة والمراجعة

تطبيقات وم�سائل



أوجد ثلثة أزواÕ مختلفة يمثِّل كل منها إحداثيات Rطبية للنقطة P في كل 
. -2π ≤ θ ≤ 2π qمن التمثيلين 2 , 1 ، حي

 1(  

 2(  

مَثِّل بيانيًّا في المستوî القطبي كلًّ من المعاØلات الآتية:
r = 1  4(  θ = 30°  3(  

θ =   5π _ 
3
   6(  r = 2.5  5(  

رادار: يقوم مراoS ال�رTة ال�وية =تتب� مسار طاýرة موSعها ال�ال�   7(  
.éمياúا= r rيA ، (66, 115°) ند النقطةL

ا النا<ج Îل� أSرÑ مي�. ð= Lي¬� اAüداثيي� الديكار<يي� للطاýرة. مقر¬  (a  

@دت طاýرة Lند نقطة AÎداثيا<ها الديكار<ية (75- ,50)،  ôا وÙÎ  (b  
ا الeسافة Îل� أSرÑ مي�،  ð= فعي¬� اAüداثيي� القطبيي� لها مقر¬

وال~اوية Îل� أSرÑ @~ء م� ZLرة ÙÎا ل~م اúمر.
Ñ النا<ج Îل� أSرÑ مي�. ما الeسافة =ي� الطاýر<ي�S Èر¬  (c  

Lب¬ر �L الeعادلة 2  +  y  2  = 49  ( x - 7) ، =ال]ورة القطبية.  8(  

 qانT135، وV يةýهر=اT رةýف� دا V ال�هد çان فرT اÙÎ :كهرباء  9(  
z رةýة الداSو@د معاوjأمبير، ف ( 4 - 3 j ) هو I ار =هاeدة التيار الI

.V = I · Z عادلةeال ðĆeداثيات الديكار<ية مستعAüا=

اختيار من متعدد: أي مeا يj<� يبي� <eثي� العدد الeرoT ال|ي   10(  
Èالقطب� îستوeداثيا<� الديكار<ية ( 1- ,   3 # √   -) ف� الAÎ
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D   B  
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 Øعد ÑرRإلى أ Ñ أوجد كل Rوة مما يأتي على الصورة الديكارتية، وRرِّ
صحيx إذا لزم الأمر:

(-1 + 4i  )  3  11(  

(6 + i  )  4  12(  

اختبار الف�سل
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